Symétries interdites
SIR ROGER PENROSE

(De la vingtiéme a la quarantiéme minute de 'exposé)

Maintenant, voici une autre partie de ’histoire, qui est quelque peu différente. 1l s’agissait d’un ensemble
de formes de dalles (je n’entrerai pas dans toute 'histoire, ¢’était une assez longue histoire, intéressante,
qui avait & voir avec la logique mathématique) et au cours de cette histoire, un mathématicien américain
appelé Robert Berger a découvert un ensemble de 20426 formes qui permettraient de paver le plan, de
paver tout le plan, d’une maniére qui ne se répeterait jamais. Et il avait besoin, pour ce faire, de montrer
que le probleme de pavage n’est pas calculable, c’était en fait ce qu’il essayait de faire. Mais cela ne
fait pas partie de mon exposé ici. Mais Raphaél Robinson, un autre mathématicien américain, a réussi a
réduire ce nombre de 20426 a 6, et donc c’était assez impressionnant. D’autres personnes avaient réduit
petit a petit le nombre de dalles mais ce fut ’exploit de Raphagl de le faire avec 6 dalles.
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Et je parlais a un autre mathématicien américain Sammy Cochin et il m’a dit que Raphaél Robertson
était qui aime que les nombres soient aussi petits que possible. Et je pensais, bien, 6, je vois, mais je sais
que je peux le faire avec 5. Eh bien, vous voyez, ce sont les formes que vous obtenez dans le motif de
dallage que je vous montrais ici (vous voyez, vous y arriverez avec les pentagones, les losanges, les képis de
justice et les pentacores). Mais si vous voulez résoudre un probléme de dallage qui est réalisable par cet
arrangement, vous pouvez le faire en mettant des petits boutons et des encoches sur les pieces, et cela les
force a s’adapter a cet arrangement. C’est quelque chose que je n’essaierai pas de prouver ici mais c’est
vrai. Mais vous avez besoin de trois versions différentes des pentagones, selon qu’il y a cing autres pen-
tagones & cOté, trois seulement ou deux seulement et c’est la différence entre les trois types de pentagones.
Mais le fait est que vous remarquerez que ce pentagone ici a cette petite chose amusante la, comme une
petite étoile. Et cette chose-1a a cette petite chose amusante ici, dans deux d’entre eux, donc tout ce que
vous avez & faire est de prendre celui-1a, de le coller la-bas, et de le coller deux fois la-bas, et vous n’avez
que cing morceaux. Alors j’ai su que je pouvais le faire avec cing, puis j’ai commencé a bidouiller, et j’ai
réalisé qu’on pouvait le faire avec deux ! (Rires) Et donc voici les deux piéces et ¢a marche comme ¢a...
Bon, j’avais d’abord une autre version, que je vais vous donner : il faut faire correspondre les couleurs.
Vous pouvez le faire avec des petits boutons et pas seulement comme ¢a aussi, mais si vous faites juste
correspondre les couleurs et ici, nous avons une version qui remplit le pavage mais vous pouvez voir en
dessous le motif initial par transparence.

Transcription par Denise Vella-Chemla, octobre 2022, de la vidéo Symétries cristallines interdites en mathématiques
et en architecture visionnable ici : https://www.youtube-nocookie.com/embed/th3YMEamzmw, Evénement de
I'Institution Royale, 2013.


https://www.youtube-nocookie.com/embed/th3YMEamzmw

Eh bien, je vais montrer comment ces autres sont liés au modele du pentagone ici, ils font tous partie
de la méme histoire, pour s’assurer et garder ces choses en vue. Et voyons quelque chose & propos de
Ihistoire. Mais tout d’abord, permettez-moi de mentionner I’autre pavage qui est venu d’abord et qui
était constitué des cerfs-volants et des fléchettes. Ce sont les cerfs-volants et les fléchettes ici, et en haut
j’espére que vous pouvez voir, vous mettez les cerfs-volants, vous marquez les cerfs-volants et le fléchettes
; chaque fléchette est marquée de la méme maniere et chaque cerf-volant est marqué de la méme maniere,
et les pieces s’emboitent pour former le dallage que je viens de vous montrer.

Il se produit cela mais seulement avec deux formes. C’est ainsi que vous pouvez le faire avec deux formes.
Bien siir, je n’ai pas mis les encoches et les boutons dessus, laissez-moi le faire en faisant coincider les
marques ici avec des couleurs de coins noir et blanc. Je peux donc le faire ici.






Je viens de remarquer qu’il y a un sens opposé a celui de cette autre image, mais cela n’a pas d’importance.
Mais ici, nous avons les cerfs-volants et les fléchettes, je vais maintenant marquer les coins et si vous faites
correspondre ces coins, la seule facon de les assembler est 'un de ces arrangements non périodiques.

Je devrais peut-étre faire une remarque a ce sujet : est-ce que cela veut dire qu’il n’y a qu'une seule fagon
de couvrir tout le plan ? On doit répondre ui et non : mathématiquement a proprement parler, la réponse
est non, c’est-a-dire qu’il y a plusieurs fagons de continuer a linfini. Cependant, dans un certain sens
fini, ces pavages sont tous les mémes. C’est-a-dire que si je trouve deux de ces pavages complets du plan,
c’est-a-dire pavés avec les mémes formes,
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et je prends I'un d’eux, et je prends une région peu importe sa taille dans l'autre, je peux trouver ce
morceau dans dans lautre région. Vous ne pouvez donc jamais dire dans lequel des deux pavages vous
vous trouvez. Peu importe la taille de la région a chercher, vous pouvez toujours la trouver dans la sec-
onde région, une infinité de fois, d’accord 7 Ce n’est pas si difficile & prouver en fait, mais c’est curieux. OK.



Vous pouvez aussi le faire en faisant un puzzle a la place des encoches et du bouton : un puzzle, d’accord,
en voici un ; c’est une sorte d’Escher-isation je dirais.

Je ne suis pas siir que cela corresponde a cela, je n’ai pas essayé de les faire correspondre; oh, ce n’est
pas trop mal, ils pourraient correspondre mais je n’ai pas vraiment essayé ca. Ce sont a peu pres les
mémes, vous voyez, si je me concentre sur cet oiseau-la ; c’est celui-la et celui-la, ils ne feront pas tout le
tour, mais oui, on y est, ceux-la vont bien mais il faudrait que je trouve un meilleur endroit pour les assortir.

Mais comme je l'ai dit, n’importe quelle région finie qui sera en pointes etc, mais si vous voulez savoir
comment faire, il faut faire comme ca, ce sont vraiment des cerfs-volants et des fléchettes déguisés, et puis
il y a une hiérarchie que ’'on peut déduire (Rires).



Je n’entrerai pas dans les détails ici, mais c’est juste pour vous montrer ce genre de choses que vous pouvez
faire. Voici maintenant un motif en losange.

Lorsque les gens l'utilisent, ils ont tendance a le faire sans aucun ornement. Je préfere quand on voit ou
on est ; le probléme avec cela si vous ne le prenez pas comme un puzzle (il y a des zillions de fagons de
faire bien siir parce que vous pouvez carreler avec I'un, sans utiliser l'autre, et il y a plusieurs facons de le
faire). Vous devez donc avoir une régle sur la fagon dont vous les assemblez et la régle pourrait bien étre
que c’est ce modele, mais ce n’est pas tres économique. On pourrait dire que la régle est qu’ils doivent
correspondre aux rayures que je vous ai montrées auparavant et ainsi de suite il y a aussi une relation
étroite entre les cerfs-volants et les fléchettes et le losange :

Vous voyez que beaucoup de lignes sont en commun entre les deux. D’accord, revenons au modele de
losange & nouveau, puis allez, “mémorisez ce modele” (Rires) et en voici un & motifs bien plus petits.



speére que vous pouvez bien voir les losanges, j’ai bien peur qu’il y ait des endroits ou c’est un peu usé

aintenant, avec 'ordinateur, les gens prennent le relais et ils peuvent faire des photos beaucou us
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Mais c’est bien de cela qu’il s’agit. Bien siir, vous voyez, je faisais ces choses a la main, mais bien sfir,
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impressionnantes que je n’ai jamais pu le faire. C’est donc une image d’ordinateur. Je vais vous montrer
une autre image d’ordinateur dont vous pouvez rendre les motifs encore plus petits que ceux-la




Et maintenant, c’est un motif en losange ; je ne pense pas que vous puissiez tout a fait voir les losanges,
mais ce que vous pouvez probablement voir, ce sont des motifs moirés.

Maintenant, c’est assez intéressant parce que vous pouvez en placer un au milieu, donc cela demande un
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peu d’habileté pour le faire, et je I’ai peut-étre perdu parce que oui, vous devez déplacer la chose a angle
droit de la maniere que vous voulez, déplacez-le, donc c’est délicat, j’essaie d’obtenir cet endroit au milieu.



Maintenant, vous voyez différentes lignes qui traversent. Ces lignes sont les endroits ou les modeéles dif-
ferent ; les endroits ou ils s’accordent sont les espaces intermédiaires. Maintenant, il y a un autre endroit,
essayons celui-1a, je ne suis pas str de faire mieux, mais je vais essayer. Je pense que les lignes sont bien
plus loin. Je vais tricher maintenant, je vais utiliser quelques petits reperes au bord. Maintenant, je ne
suis pas sir d’avoir assez de précision, c’est assez difficile & faire, ah oui, vous pouvez voir 1, ouais !

Ils coincident partout sauf le long de ces lignes-1a, et si je le déplace assez loin, je peux faire le patch ou
les degrés sont aussi grands que vous le souhaitez, je pense que je pourrais en essayer un de plus ici, si je
peux réellement trouver les bonnes marques, je ne suis pas sir, je suis avec le bord ici pour essayer de le
trouver, espérons que ¢a se propage ouais, ¢a convient partout, sauf cette ligne au milieu.



Sauf que je ne vais pas le trouver, vous pouvez le faire de cette fagon je pense, mais alors c’est, je ne sais
pas, laissez-moi juste faire correspondre les choses au bord de la légende. Pouvez-vous le voir 7 Ca y est,
on y est, ca y est, hein, d’accord, on a pu faire voir le résultat, d’accord.

Maintenant permettez-moi de faire une remarque : j’avais ’habitude de donner des conférences sur ces
choses il y a longtemps et dans les années 70, et les gens disaient “eh bien, cela ne veut-il pas dire qu’il
y a une sorte de domaine de la cristallographie qui s’ouvre ?” et j’avais ’habitude de dire, “eh bien oui
en principe, cela veut dire que vous pourriez imaginer de telles choses dans la nature”, mais je ne pouvais
pas imaginer comment la nature pourrait obtenir de tels résultats. Maintenant, il y a une raison de dire
cela, et c’est que 'assemblage ne peut pas étre réalisé de la maniére dont vous imagineriez qu’'un cristal
est fabriqué, parce que ce type d’assemblage de cristal classique est que vous avez une petite piece qui
arrive et s’assoit en quelque sorte dans un petit pont un par un, et puis ils viennent sur une autre couche,
et une autre comme ¢a, c’est un assemblage local.

Maintenant, vous voyez que ’assemblage n’est jamais local, et je le savais parce que supposons que nous
avons ce modele : ce sont des chats et des chiens et il est correctement assemblé, vous pouvez continuer
cela a Pinfini, si vous mettez une fléchette la-bas, vous pouvez toujours le continuer a l'infini si j’enléve
cette fléchette, et je mets un cerf-volant ici, vous pouvez toujours continuer cela & 'infini. Mais si je mets
une fléchette 1a et un cerf-volant 14, ¢a tourne mal & peu pres 1& (montrant un point ¢ 10 ¢m en bas de
Uimage, et puis, rires du public). 1l s’agit donc d’une fonctionnalité non locale. Et il semble déroutant
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de voir comment vous pourriez faire croitre des substances de type cristallin si c’est ce genre de pavage.
J’étais donc un peu sceptique sur le fait que vous pourriez peut-étre avoir une telle chose. Eh bien, je
pense que je veux maintenant passer aux autres images de mon fichier de présentation.

Ceci, c’est un dessin pour une affiche qui se trouvait a 'Institut de Mathématiques, ou nous déménageons
dans cet autre batiment, et je ne pense pas qu’elle ait encore été installée dans le nouveau batiment,
mais I'idée était d’avoir un assemblage de ces dalles. Ce sont tous des pavages qui m’ont été donnés par
des gens qui fabriquaient des carreaux individuels, ceux du milieu ont été donnés par un mathématicien
appelé Ron Graham, je pense qu’il voulait juste jouer avec ces idées, et il a mis des petits boutons dessus
pour que vous puissiez les assembler. Vous n’étes pas censés les retourner, sinon vous pouvez aussi le
faire dans le mauvais sens. Ce sont aussi quelques-uns des siens, donc vous pouvez voir les cerfs-volants
et les fléchettes. ce motif de cerf-volant et de fléchette est également que j’ai cinq couleurs différentes et
la coloration du motif est uniquement déterminée par le dallage. Je n’entrerai pas dans les détails mais
cela fait que le motif de couleurs est absolument fixé par le motif de pavage, avec certaines régles a ce
sujet. Vous avez peut-étre pu voir des choses vous sauter aux yeux lorsque vous regardez le modele. Ici,
nous avons une version en losange et ici nous avons les regles sur la hiérarchie de leur fonctionnement. Je
n’entrerai probablement pas dans les détails.

Ici, amusons-nous avec ; je vous ai montré les oiseaux, ce sont vraiment les oiseaux cerfs volants et
fléchettes, vous pouvez les voir comme des oiseaux individuels de I'autre cété, enfin pas de l'autre coté
mais sur la maniere alternative de le colorer, le dallage pentagone d’origine est retourné. Vous remarquez
qu’il y a une petite créature étrangere au milieu, il y a un chien la ; si vous mettez un chien dans ce
modele, le modele entier qui s’étend a l'infini est complétement unique. Il y a exactement une fagon de
faire qui est assez curieuse. C’est un peu difficile de voir ce qui se passe avec ce modele. Ici, dans le
coin, nous avons de vrais matériaux, c’est un véritable quasi-cristal. Je pense qu’ils appellent maintenant
ces choses des cristaux au lieu de quasi-cristaux, je ne suis pas tout a fait stir : la notion de cristal s’est
étendue pour inclure ces choses, mais vous voyez ce beau dodécaedre régulier, qui n’est certainement pas
autorisé dans la cristallographie ordinaire. Et ici, nous avons le diagramme de diffraction par lequel ces
choses ont été découvertes a 'origine, en regardant les diagrammes de diffraction. Et si vous regardez
attentivement, vous voyez qu’il y a des pentagones et autres, dans le diagramme de diffraction lui-méme.

Il y a une image plus grande de cette tres belle piste au sol devenue un tres beau dodécaedre,
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FIVEFOLD QUASESYMMETRY

un dodécaedre régulier, et avec de tres beaux bords et coins. Et on pense que les arrangements atomiques
sont du genre de ceux que vous avez vus ici. Il existe de nombreuses versions de ces arrangements atom-
iques que vous pouvez avoir mais je ne sais pas dans ce cas particulier de quel arrangement il s’agit ; ce
n’est qu’'une version tridimensionnelle bien sfir, je pense que Robert Ammann a été la premiere personne &
produire une version tridimensionnelle des pavages pentagonaux, mais divers mathématiciens ont ensuite
découvert des moyens tres sophistiqués de générer ces choses en prenant des treillis et en les découpant
en haute dimension et en les projetant, je ne veux pas entrer dans tout cela ici. Laissez-moi voir quelle
est la suite.

D’accord, voyons maintenant une architecture, c’était la premiere utilisation que je connaisse de 'un de
ces pavages. Cela a été fait, assez peu de temps apres que je les ai produits, par un architecte japonais,
j’ai été vraiment trés impressionné par lui car il y a toutes sortes de choses dans ses cerfs-volants et ses
fléchettes qu’il est un peu difficile de voir au début car ils sont décorés par certains arcs qui étaient suggérés
par John Conway, un mathématicien, pour produire de jolis motifs.

Mais ici, vous avez deux fléchettes, deux cerfs-volants et une fléchette, et il y a une fléchette, cinq cerfs-
volants et ainsi de suite. Mais I’architecte a remarqué, quand ils ont installé cette chose, qu’il y avait une
erreur et il a insisté pour qu’ils I’enlévent et corrigent ’erreur, alors j’ai été impressionné par cela, par le
fait que ’architecte s’en soucie suffisamment.
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Mais c’est un modele tres intrigant et intéressant, j’étais assez flatté de voir cette chose produite et il y
a une version plus récente de moi debout devant cette production. Maintenant, cette salle & Melbourne
en Australie. Ils voulaient que je sois la a I'inauguration, je n’ai pas pu y aller, j’ai visité plus tard, c’est
Pendroit le plus extraordinaire... Je ne sais pas trop ce que j’en pense. (Rires).

Vous pouvez aller a l'intérieur et vous trouverez de ces choses partout. Donc c’est basé sur ce dallage en
losange et assez correctement fait je pense, mais c’est élaboré, et de toutes sortes de manieres curieuses
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donc c’est un batiment assez intéressant, mais passons a autre chose.

Maintenant nous avons ici... Ca doit étre en Australie hein j’ai une légende ici qui me dit... Non, c’est
celui du Centre des Sciences, je pense qu’il y aussi deux de ces pavages a Perth : le Centre des Sciences,
je pense que celui-ci est le Centre des Sciences, c’est vrai, et ce sont des dalles losanges simples et vous les
voyez bordées, et les dalles sont de deux sortes différentes, le gros losange et le losange maigre, ¢’est un peu
difficile de les voir sur cette photo, mais vous avez une idée de leur taille et c’est une photo prise du dessus.

Gravity Discovery Centre, Perth WA, Australia.

Oui, c’est le Centre des Sciences, dans un endroit prés de Perth, en Australie occidentale. C’est tres
impressionnant, je pense qu’ils sont trés bien faits.

Gravity Discovery Centre, Perth WA, Australia.

Maintenant, ce sont les cerfs-volants et les fléchettes, c’est dans mon ancien collége, le St. John’s Col-
lege a Cambridge, et je pense que Peter Goddard, qui était le Président a I’époque, a en quelque sorte
aimé l'idée du jeu de mots, parce que c’est l'entrée du batiment Penrose, ce qui n’a rien a voir avec
un membre de ma famille, pour autant que je sache, mais il se trouve que c’est quelqu’'un du nom de
Penrose qui I’a congu. Et le morceau de bois au milieu de I'image ici est la porte, c’est 'entrée de la
bibliotheque et c’est une sorte de motif circulaire sur le sol, et la porte ici pivote, il y a un pilier au milieu
1a, et ca tourne en rond. Vous ne pouvez donc pas vraiment voir tout le motif d’un coup, mais vous pou-
vez faire pivoter la porte et en voir différentes parties. Ici, nous venons de voir le motif auquel il ressemble,

St. John's Cambridge, Penrose Building

Photo: Paul Everest
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St. John's Cambridge, Penrose Building

Photo: Paul Everest
Ce sont donc des cerfs-volants et des fléchettes simples, ca a lair tres bien.

Maintenant, c’est Helsinki et je ’ai montré.

Tiles in Helsinki

Et je suis un peu perplexe parce qu’il m’a fallu un peu de temps pour réaliser ce que c’était. A premiere
vue, ¢a ressemble a autre chose mais quand on regarde bien, on voit ces triangles et cette forme, ils font
une fléchette ; donc les fléchettes sont décomposées, voyons si je peux en trouver une, ici, ici il y a une
fléchette, c’est la plus proche, il y a une fléchette qui est coupée a deux endroits pour faire des carreaux
plus petits je suppose qu’ils n’aimaient pas que les dalles soient de forme convexe, je ne sais pas si c¢’était
¢a, mais seuls les cerfs-volants sont des cerfs-volants complets. C’était une tres grande zone carrelée de
cette facon, je ne pense pas 'avoir jamais vue, mais c’est a Helsinki, en Finlande.
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