ANALYSE SPECTRALE ET HYPOTHESE DE RIEMANN

GILLES LACHAUD

Résumé : Les formules explicites de Riemann et Guinand-Weil mettent en relation I’ensemble des nombres premiers
avec ’ensemble des zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann. Nous rappelons interprétation spectrale
d’Alain Connes des zéros critiques de la fonction zéta de Riemann comme valeurs propres du spectre d’absorption
d’un opérateur illimité dans un espace de Hilbert approprié. Nous donnons ensuite une interprétation spectrale des
zéros de la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres algébriques K de degré n dans un cadre automorphe.

Si K est un corps quadratique complexe, les formes toriques sont les fonctions définies sur la surface modulaire X,
telles que la somme de cette fonction sur “I’ensemble de Gauss” de K est nulle, et les séries d’Eisenstein fournissent
de telles formes toriques. Dans le cas d'un corps numérique général, on peut associer & K un tore maximal T du
groupe linéaire général G. Les formes toriques sont les fonctions définies sur la variété modulaire X associée a G,
telles que 'intégrale sur la sous-variété induit par T est nul. Alternativement, les formes toriques sont les fonctions
orthogonales aux séries orbitales sur X.

Nous montrons ici que 'hypothese de Riemann est équivalente a certaines conditions portant sur des espaces de
formes toriques, construits & partir des séries d’Eisenstein, les paquets d’ondes toriques. De plus, nous définissons un
espace de Hilbert et un opérateur auto-adjoint sur cet espace, dont le spectre est égal a ’ensemble des zéros critiques
de la fonction zéta de Dedekind de K.

1. Introduction
1.1. Formules explicites

Dans les mémoires fondamentaux de Bernhard Riemann sur les nombres premiers [5-8], on trouve
de nombreuses fonctions spéciales introduites ici pour la premiere fois. Nous nous référons a [2-4,9]
pour une analyse détaillée des sujets qui ont émergé de ce travail, le seul écrit par Riemann sur la
théorie des nombres. Plutot qu'une annonce de résultats, cet article de dix pages est un programme
complet sur I'investigation du comportement de la distribution des nombres premiers ; rappelons
que le théoreme des nombres premiers, a savoir

7(x)

T

Nlog:v

n’était pas prouvé a l'époque. Ici m(x) = #{p € P|p < z}, ou P est I'ensemble des nombres
premiers. Tout d’abord, Riemann remplace P par I’ensemble plus grand

Q=1{2,3,4,5,7,9,11,13,16,17, ...}
des puissances premieres, et définit

(z) =#{qg € Q|q < z},
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convenablement normalisé a des valeurs entieres, de telle maniere que

o

1 1
C(S):Hl——l/psznl§

qui sont a la fois convergentes pour Re(s) > 1 et divergentes pour s = 1, admet un prolongement
analytique sur tout le plan complexe ; elle n’a qu'un seul pole, situé au point s = 1 et 1’équation
fonctionnelle suivante est vérifiée :

s

§(s) =&(1—s), &(s) =7/ (5) <()

ou I'(s) est la fonction Gamma d’Euler. En écrivant

log ((s) = 3/100 o5 I(x)de (Res > 1)

et par inversion de Mellin (on doit & Riemann la découverte de la transformation de Mellin), il en
déduit la formule explicite

(1) M(x) = Li(z) — 3 Li(a?) + /OO L _de el

2 —1xlogx 2
avec les notations suivantes : p parcourt l’ensemble
Z={peC|Cp)=0 et 0<NRe(s) <1}

La fonction Li(x) est le logarithme intégral : si Res > 0 et x > 1 alors

r s—1
Li(z®) = / G P
0

log 2

La convergence du coté droit est conditionnelle et la sommation doit étre effectuée comme suit :
/
P — i p
Z@(x)—zlgrolo Z O(xf).
PER [Jmp|<T

Dans le méme mémoire, on trouve I'hypothese de Riemann (HR) : les zéros de ((s) dans % sont
sur la droite critique

1
L= {s € C|Re(s) = 5}
Riemann déduit alors de (1) par des considérations heuristiques que si HR est vraie, alors

II(z) = Li z + O(2"*log ),



une forme forte du théoréme des nombres premiers. La formule (1), qui montre la relation in-
trinseque entre les deux ensembles Q et Z, est un cas particulier de la formule générale explicite
de Guinand-Weil ; voici la version de Bombieri [1]. Soit A(n) la fonction de von Mangoldt :

A(n) =log p if n est une puissance de p et A(n) = 0 partout ailleurs.

Si Re(s) > 1 alors

g3

Alors pour une classe suffisamment réguliere de fonctions de test,

n=2

(2) a(0) + (1) = Y alp) = Y A)[u(n) + u”(n)] + Wae(u),

PEX
ou

u(s) = /OOO u(t)tsdt

est la transformée de Mellin de u, ou

et ot W (u) est la partie finie d'une intégrale divergente :

2 tdt

Weu) = (log 47 +9)u() + [ {ult) +0'(0) - Fu(D} 5

oty = 0.577... est la constante d’Euler. Les cotés droit et gauche de (2) sont respectivement appelés
coté spectral et coté arithmétique de la formule explicite. La formule (1) peut étre formellement
déduite de (2) ; le point de départ est d’utiliser la fonction u telle que u(t) = 1/log t si 1 <t < =z,
et u(t) = 0 partout ailleurs.

La formule explicite (2) peut étre vue sous un autre point de vue. Pour cela, introduisons la fonction

de Chebyshev
U(x) =) An).
n=1

La formule explicite

(3) w(m):x—z/x—p—log 2%—%105; (1—%),

peEZ P

est obtenue a partir de (2) en prenant u(t) =1, si 1 <t < z, et u(t) = 0 partout ailleurs. Nous
calculerons la dérivée de ¢(x) dans 'espace 2'(R}) des distributions sur R}. Rappelons que toute
fonction f sur R donne lieu a une distribution (f) € 2'(R}) définie par

()(e) = (fr0) = / " F@)p(e)ds
3



pour toute fonction C* & support compact contenu dans RY. La dérivée (f)" de (f) et la multipli-
cation de (f) par une fonction C* sur R sont définies comme d’habitude. Avec ces notations, on
peut écrire

(¥)" = (log )(IT)!

et d’apres (3) cette dérivée peut s’exprimer comme une série convergente dans 2'(RY) :

(@) () = (1) = = Sty o ) = Szt )

YEZ

ou
fz{’yé@l((%—l—ﬁy)zo et ‘Jm )\‘:%}.

Notons au passage que nous n’avons pas vraiment besoin de théorie des distributions : la dérivée
(1)’ peut aussi étre définie comme une densité dans la théorie de lintégration de Riemann | Peut-
étre que Riemann a construit tous les outils, et que l'intégrale de Lebesgue n’est pas nécessaire
pour la preuve de HR.

1.2. Opérateurs dans les espaces de Hilbert

Si on regarde la distribution (4), on voit qu’il s’agit d'une série trigonométrique et qu’elle apparait
comme un signal, une série d’états propres ou de vibrations propres d’un systeme mystérieux et
hypothétique dont le spectre est 2. Les états de ce systéme devraient étre donnés par les fonctions

flz) = Z e,z

YEX

et un opérateur du systeme est alors donné par

Hf(@) =Y u(z)e,a”

YEZ

de telle sorte que
Spec H = {h(v)|ly € Z}

et
Trace H = Z h(v)

yeZ

Un tel systeme donnerait une interprétation du coté spectral de la formule explicite comme une
trace. Dans ce cercle d'idées, André Weil a prouvé que HR est équivalente a la positivité de la
distribution définie par n’importe quel coté de (2) ; notons le signe moins du coté gauche.

Dans ses travaux sur les équations intégrales, David Hilbert énonce le résultat suivant : un opérateur
normal non borné D d’un espace de Hilbert 7€ est auto-adjoint si et seulement si son spectre Spec D,
qui est un sous-ensemble fermé du plan complexe, est inclus dans la droite réelle. Et il aurait dit
. “Et avec ce théoreme, Messieurs, nous prouverons I’hypothese de Riemann”. La méme idée ap-
parait dans les papiers de Polya. Dans ce cercle d’idées, il existe deux approches de ’hypothese de
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Riemann.

On peut essayer ce qui suit : définir un espace de Hilbert .77 et un opérateur fermé et non borné
D dans 77, de domaine dense, tel que

SpecD = &,

prouver alors que Spec D est inclus dans la droite réelle (cette condition est par exemple remplie
si D est auto-adjoint). Bien entendu, il existe des réponses tautologiques aux constructions de tels
couples (D, ), en considérant par exemple

I = DI, dim 7 =1, Dz, =~x, si z, €

ou, comme dans la discussion ci-dessus, 7 pourrait étre I'espace des fonctions

, d
f(z) = Zcﬂ,m”’, Z lc,? < o0, et Dx= —ixd—

X
yEZ yEZ

(si & C R, J est l'espace des fonctions presque-périodiques de Besicovitch sur RY) ; mais ces
constructions n’apportent pas beaucoup d’informations ! Dans son article fondamental [12], Alain
Connes inverse le processus : 1'idée est de définir un espace de Hilbert 7 et un opérateur fermé
non borné D dans JZ tel que

Spec D = %

ou

@zgﬂR:{’yERIC(%—Hv):O}

puis d’essayer de prouver que Spec D = % a travers une analyse de la trace de la représentation
correspondante des fonctions de test, afin d’étre comparée a la formule explicite. Un tel couple
(D, ) est appelé un espace de Pdlya-Hilbert. 11 est intéressant d’observer que le signe moins dans
la formule explicite indique que l'espace de Pdélya-Hilbert fournissant la réalisation spectrale des
zéros doit apparaitre comme le dernier terme d’une séquence exacte d’espaces de Hilbert,

0— I — 74 — H — 0.
On peut également définir I'espace de Pélya-Hilbert comme
H =0 Hy,
puisque c’est le dual de 57, et on doit lire la formule trace sur
Iy = I 0 .

Citons [12] : “L’espace de Pélya-Hilbert doit apparaitre sur son opposé ©5#. En d’autres termes,
I'interprétation spectrale des zéros de la fonction zéta de Riemann devrait se faire comme un spectre
d’absorption plutdét que comme un spectre d’émission, pour emprunter le langage de la spectro-
scopie”.



2. Un espace de Pdlya-Hilbert sur la demi-droite
2.1. Série théta

Nous décrivons maintenant une version simplifiée de la construction de Connes. Cette construction
repose sur un résultat-clé, apparaissant déja dans les mémoires de Riemann, qui exprimait la
fonction zéta comme la transformée de Mellin de la série théta de Jacobi ; André Weil [10] a
retrouvé les mémes calculs dans un manuscrit d’Eisenstein. Cette construction a été généralisée
par Miintz en 1922 [9, p. 28] dans la proposition suivante. Si ¢ appartient a I'espace de Schwartz
< (R), la fonction

W) (x) =27 p(nx), x>0
n#0
décroit rapidement a l'infini. La transformée de Fourier-Mellin

D) = / () @)

définie si Jm A < —1/2, admet un prolongement analytique a I’ensemble du plan complexe, avec au
pire des poles simples A = £i/2.

Proposition 1. Si ¢ € Z(R), et si A € C, alors

) AW =¢ (5+) 1 (e +0),

ou I'(p, s) est la transformée de Mellin de p(t) + p(—t).

—

Cela montre que J(p) disparait aux zéros de ((1/2 4 i\) : ces zéros sont des valeurs spectrales
manquantes. On peut donc espérer qu'’ils apparaitront dans I'orthogonal de I'espace engendré ¥(p)
dans un espace approprié.

2.2. L’orthogonal de la série théta

Malheureusement, 1'espace L?(R’) n’est pas pratique : il n’y a pas de spectre discret & I'intérieur.
Si § € R, désignons par L3(RY) = L3 l'espace des fonctions sur R telles que

£ = /OOO )f(x)z‘ (1+ loggzzc)(s/2 d*z < +o0.

Supposons maintenant 6 > 1. Les espaces L? et L%, sont mutuellement duaux par le produit
scalaire

(f.9) = / " gD

La transformée de Fourier-Mellin convertit la partie supérieure du diagramme ci-dessous en sa
partie inférieure
L3 c L*cC L%,
N
S(R) Cc HY*R) c L(R) ¢ HJI?R) c S(R),

6



ot H™(R) est l'espace de Sobolev d’ordre m. Si f € L3 et si ¢ € L, alors

) | s@@as = 5 [ Fnaie

en utilisant la notation de Leibniz pour les distributions.

Soit .7 (R)g le sous-espace de .(R) constitué des fonctions telles que
F(0) = ¢(0) = 0.

Soit O le sous-espace de L2 généré par la série 9(p), ot p € .7 (R)o. Grace a l'introduction de ¢, il
existe effectivement des valeurs spectrales discrétes dans O+ :

Théoréme 2. La distribution 1 € L*5 est dans ©F si et seulement si le support de @ est inclus
dans l’ensemble localement fini % . Plus précisément, si v € %, appelons m(v) Uordre du zéro
correspondant ; alors tout 1 € ©F peut s’écrire comme une série convergente dans L*;

=D, @)= Y eyllog Ve,
-

Jj<m(7,6)

ot, m(7,6) = min (m(y), (0 — 1)/2). En particulier, si § < 3 alors ¥ est une mesure et

Y(x) = Z c .

~

Notons que si § < 3, on retrouve 1’espace tautologique des fonctions presque périodiques !

Preuve. De la Proposition 1 et de la formule (6), on obtient

Wl / ()9 (@) A"z,

—_

= 5 | FENT),

1 1 1 ~
=5 ¢ (5 +M) r (gp,g +M> dd(A).

1
Puisque T’ (go, 3 + i/\) ne disparait jamais, on voit que ¥ € L% si et seulement si

¢ (% + M) d(N) =

dans I'espace H~%/2(R). Si @ a un support compact, cela signifie qu’il s’agit d’une combinaison
linéaire finie de dérivées de mesures de Dirac
59 01



De plus, si § < 3, alors j = 0 et @E est une somme finie de mesures de Dirac. Il suffit maintenant
de remarquer que les distributions & support compact sont denses dans H~%2(RR). O

La représentation réguliere de R dans L? induit un semi-groupe d’opérateurs
V() fl(z) = fle'z), teR], zeR}
qui est de classe (Cp), puisqu'il satisfait 'estimation de croissance
5
V() =o@).
L’espace quotient % = L%/© apparait comme le dernier terme de la suite exacte
0— O — Ly(RY) — 54 — 0.

De plus,

A =0t C LA
L’espace © est invariant sous le semi-groupe V, et on obtient de cette maniére un semi-groupe Wj
dans % accompagné d'un générateur infinitésimal Ds, défini par

Dsf = lim 2=

e—0 €

Le spectre de Ds peut étre calculé dans ©+ & travers le semi-groupe transposé ‘Ws : on trouve que

- d
'Dsf = zxé

si f € ©F est suffisamment réguliere. Du Théoreme 2, on obtient le :

Théoreme 3. Le spectre de Dy est localement fini, et son ensemble de valeurs propres est égal a
% . La multiplicité de v € % est égale a m(~,d). Le couple (A5, Ds) est un espace de Pélya-Hilbert.

On remarque que 'opérateur Dy n’est ni auto-adjoint, ni normal, puisque

cdf i dlogx
tDFf =) L0 9B
o Y211 (log x)Qf

Le caractere de Wy est

(1
Trace Ws(u) = Z u (5 + w) ,

yeHW
ou

Wi(u) = / Wt ydr,

et ou u est la transformée de Mellin de la fonction de test u. La stratégie proposée par Alain
Connes est alors de prouver que

u(0) + u(1l) — Trace Ws(u)

8



est égal au coté arithmétique de la formule explicite, et il fournit de tres bons arguments pour
atteindre cet objectif.

3. Formes toriques : corps quadratiques imaginaires
3.1. Séries d’Eisenstein

Soit H le demi-plan supérieur, i.e. ’ensemble des z = x + iy tel que y > 0. Si s € C et si Res > [,
les séries d’Eisenstein E(z, s) sont les fonctions spéciales définies par

s

Y ~ s
E(zs) = Y et dE > (myz),

(m,n)=1 ('nP)\I'

ouI'=SL(2,7Z) est le groupe modulaire et

(il

Alors E(vz,s) = E(z,s) siy € ', et E(z, s) définit une fonction sur la surface modulaire X = T'\ H.

Les fonctions
E*(z,5) = £(25)E(2, 5)

admettent un prolongement méromorphe sur tout le plan, et sont régulieres sauf pour les poles
simples en s = 0 et 1. De plus, E(z, s) satisfait I’équation fonctionnelle suivante :

E*(z,1—5)=E"(z,s)

c’est-a-dire,
§(2(1 —s))
(2s)

Les séries d’Eisenstein ne sont pas harmoniques, mais sont des fonctions propres de 'opérateur de
Laplace de H:
0? 0?
A=— | ==+ =—
Y (axz y?

AE(z,s) = s(1 — s)E(z, s).

E(z,8) =c(s)E(z,1 —s), ou c¢(s) =

notamment

3.2. Mesures associées aux corps quadratiques imaginaires

Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant D < 0. L’ensemble de Gauss de K est
I’ensemble des nombres complexes
_ —b+VD

2a

z

tels que
a>0, (a,b,c)=1, b*—4ac=D, abc€Z



et appartenant au domaine fondamental .%#

1 1
——<9%ez§ 5

1
5 , \z!<1si—§<9%ez<0, |2 > 1810 <Re z <

DO | —

L’application
zr—a, =7 @ 27

induit une correspondance biunivoque de I’ensemble de Gauss de K vers le groupe de classes Clg
de K, et le nombre d’éléments dans ’ensemble de Gauss est égal au numéro de classe hx de K.
On note C' +— z¢ application réciproque de Clg vers I'ensemble Gauss. Introduisons maintenant
la mesure a support fini sur H :

7{ F(z)dm(z) = Y F(zc).

Proposition 4 (formule de Hecke pour les corps quadratiques imaginaires). Soit K un corps
quadratique imaginaire de discriminant D < 0, et (x(s) la fonction zéta de Dedekind de K. Si

s#£1, alors .
c(2s) f B am(z) =5 (7] culo)

o w est l'ordre du groupe des racines de ['unité dans K.

Preuve (Siegel [16]). Considérons n'importe quel idéal b € C~1. Si a € C, I'application

£ (b7

induit une bijection b/W — 'a, o W est I’ensemble des racines de 'unité dans K. Par conséquent,

1
SCOEDY N@y w Z N

acC éeb

Soit zc = 2 le point de Gauss d’'image C~ 1, de telle facon que b = Z @ z.Z. Alors

1 z
2| = e = zel = 290 = N(0)VD.
Ainsi,
1 D —s/2
C - (=
C( 78) w(4> Z|mzc+n|25
Maintenant
25s)
((25)E(zc, s Z |mzc+n\25
Ainsi




d’ou le résultat découle par sommation. O
3.3. Formes toriques

D’apreés Don Zagier [18], on dit que F' est une forme torique de K si

7{ F(z)dm(z) = 0.

Un paquet d’ondes (de Eisenstein) est une combinaison linéaire (finie) de séries d’Eisenstein. Plus
précisément, 'espace E(X) des paquets d’ondes est constitué de fonctions

W) = [ Be9dus) =Y aBes) (e ),
B
ou =Y ¢d(s;) appartient a 'espace #5(B) des mesures a support fini dans la bande ouverte
B={seC|0<Re(s) <1}

ce support étant supposé disjoint de I’ensemble des poles de E(z, s). Le spectre de F est le support
de p. La formule de Hecke implique la :

Proposition 5. F € E(X) est torique si et seulement si
Spec F' C {s € B|(k(s) = 0}.

La morale est que nous pouvons utiliser des paquets d’ondes toriques pour construire un espace de
Pélya-Hilbert pour la fonction zéta de Dedekind de K !

4. Un espace de Pdlya-Hilbert automorphe
4.1. Le groupe des classes d’idéles

Soit K un corps global. Si I'on souhaite généraliser les constructions précédentes a la fonction zéta
de K et aux L-fonctions, le cadre naturel pour de telles constructions est I'anneau Ay des adeles
de K [17]. En fait, le point de départ de la théorie de Connes repose sur la géométrie de 'espace
non-commutatif

K¥\Ag.

Soit O = K*\ A% le groupe des classes d’ideles de K. Alors, on définit I'application ¥ de 'espace
de Schwartz-Bruhat . (Ag) vers L?(C) donnée par

W) (@) =2} Y wlgr),  x €Ok,

qge KX

et les calculs de la section 2.1 constituent une dégradation de cette construction.

De plus, la surface modulaire I'\ H est un quotient de GLy(Q)\GL2(A), ot A est anneau d’adeles
de Q, et si I'on veut généraliser a tout corps numérique la construction de la section précédente, il

11



faut remplacer GLy par GL,,, comme nous le verrons.

Supposons que K soit un corps de nombres algébriques de degré n > 1 et soit ® l'anneau des
entiers de K. Soit (o, ..., ) avec ag = 1, une base fondamentale de K, i.e., une base telle que
I’application

it = (Ug, .y Up) > Uy + - F Uy,

est un isomorphisme de Z" dans ©. La représentation réguliére droite m de K dans Q" est définie
comme suit : si & € K*, on note p(§) la multiplication par £, et on pose

(€)= o p(€) o u(u).

La représentation 7w est “algébrique” et son image est un tore maximal 7" du groupe algébrique
G = GL, (T n’est pas dédoublé sur Q). Par exemple, si K est quadratique, de discriminant D = 2
ou 3 (mod 4) et si (o, ) = (1,4/D), alors

ﬂ(x+y\/5):($ y>

Dy «x
Si G est le groupe des points de G a valeurs dans A, la représentation induit un isomorphisme
Ck 5 TQ\TA C GQ\GA.

4.2. Série d’Fisenstein

La série d’Eisenstein admet la généralisation suivante. Désignons par

{6}

le sous-groupe parabolique maximal standard de G de type (n — 1,1), avec
¢ e€GL,,, teG,=GL, xeA" "

Le module de P, est
tn_l

5p(p) =

det ¢’ .
Maintenant G, = P,K, ou K est le sous-groupe compact maximal habituel de G4. Si g = pr € Gy
avec p € P et k € K, on pose 0p(g) = dp(p). La série d’Fisenstein normalisée correspondant a P
est

E(g,s)= Y  0p(19)°, g€Ga

YEPo\Gg

Cette série est convergente si Re(s) > 1 et appartient a 'espace C'(X) des fonctions continues sur
la variété modulaire

X = GoZy\Gu/K,

12



ou Z est le centre de G. La série E(g, s) admet un prolongement méromorphe sur tout le plan :
la fonction £(ns)E(g,s) est réguliere sauf pour les poles simples en s = 0 et s = 1. L’équation
fonctionnelle suivante est vérifiée :

E(g,s) = c(s)E('g ", 1~ 5), ol e(s) = &(n(l - s))/&(ns).

De plus, si A est Uopérateur de Laplace de X (un opérateur différentiel du second ordre qui est un
multiple approprié de 'opérateur de Casimir de I'algebre de Lie de GG), et si s n’est pas un pole,
alors

AE(g,s) = s(1 — s)E(g, s).

4.3. Formes toriques

Soit Ur le sous-groupe compact maximal du tore adélique Tj. Le groupe TpZx\Tx/Ur est une
extension du groupe de classes Clg de K par un tore topologique (produit de cercles) de dimension
r=ry+1ry— 1, ou r; et ry sont respectivement le nombre de réels et places imaginaires de K :

1— SO(2,R)T — TQZA\TA/UT — ClK — 1.

Si F e C(X), le terme constant de F' est

f{ F(hg) dh = / F(hg) dh
T@ZA\TA/UT

et on dit que F' € C'(X) est une forme torique si le terme constant de F' est égal a zéro pour tout
g € Gy, on note T'(X) l'espace de telles formes.

Soit ¢ une primitive de K, et ¢ la classe de conjugaison de 7(§) dans Gg. La série orbitale d'une
fonction de test u € Co(Zy\Ga/K) est

ue(g) = u(g"g).

YEC

La fonction u, a un support compact sur X. Voici une forme vague de présentation de T'(X) sur
son opposeé.

Proposition 6. La fonction F € C(X) est une forme torique si et seulement si

/ F(g)ue(g) dg = 0
GQZA\GA

pour tout u € C(Zy\Gy/K).
4.4. Lespace T?*(X)
La formule adélique de Hecke [15] montre que E(g,s) est une forme torique si et seulement si

Cx(s) = 0, plus précisément :
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Proposition 7. Si g,, alors
¢ Blhg.5) db = Ge(6)H(g.5),

ou &(ns)H(g,s) est holomorphe dans le demi-plan Res > 0. De plus, il existe gx € G, tel que
¢(ns)H(gk, s, x) ne disparait pas dans C.

Nous pouvons maintenant définir 'espace E(X) des paquets d’ondes comme dans la section 3.3, et
la proposition 7 donne la proposition 5 dans le cadre actuel.

Proposition 8. F' € E(X) est torique si et seulement si
Spec F' C {s € B|(k(s) = 0}.
On dit qu’un paquet d’ondes est principal si son spectre est contenu dans la ligne critique L, et on

note E'(X) I'espace des paquets d’ondes principaux. La proposition 8 implique que (x(s) satisfait
HR si et seulement si tout paquet d’ondes torique est principal.

Revenons un instant au cas des corps quadratiques imaginaires. Soit .%,, le domaine fondamental
de I'\ H tronqué en y = m, et x,, la fonction caractéristique de #,,. Si F' € C(X), on définit

A"F = Fx,.

On note &7%(X) I'espace pré-hilbertien constitué des fonctions F € C'(X) telles que

1
IF]3 = lim

m 2
A g m /X]A F(z)*dm(z) < +o0.

L’opérateur A™ a été généralisé pour la variété modulaire dans [11] ; par conséquent, nous pouvons
définir I'espace @/?(X) dans le cadre général. Soit A?(X) l'espace de Hilbert associé a «72(X).
Cette définition est un analogue automorphe des fonctions presque périodiques. Alors on a les
résultats suivants [14,15]. Des relations de Maass-Selberg relations, on déduit la :

Proposition 9. Si F' est un paquet d’ondes principal non nul, alors
0 < [[Fll2 < 400,

et
EY(X) c A%(X).

Sin =2, alors
EYX) = E(X)N A*(X).

Théoreme 10. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Les racines de (x(s) dans B se situent sur la droite critique.

(ii) Tout paquet d’ondes torique appartient a A*(X).
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Maintenant on note 72(X) I'espace de Hilbert qui est la fermeture de E'(X)NT(X) dans A*(X).
Soit D Dopérateur non borné dans T?(X) défini par l'opérateur de Laplace A, de domaine la
fermeture de E'(X) NT(X) pour la norme ||AF||5. Soit

Y = [y eR|x (%m) —0}.

Théoreme 11. L’opérateur D est auto-adjoint, et

1
SpecD:{A]/\:Z+72,7€@}.

Les valeurs propres sont doubles sin > 3 et simples st n = 2.

En d’autres termes, (T?(X), D) est un espace de Pdlya-Hilbert pour (x(s) (en laissant de coté le
changement de variables de v a \).

Il est intéressant de noter que le spectre de D prend en compte les zéros de (i (s) a multiplicité
uniforme. Mais malgré le fait que la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres arbitraire
puisse avoir plusieurs zéros, on connait quelques familles de corps pour lesquels les zéros sont censés
étre simples, selon les conjectures de Serre sur la simplicité des zéros de L-fonctions a caractere

irréductible [13, Conjecture 8.2.4, p. 324].

Soit 2A(G) l'algebre de Hecke des fonctions u € C.(Zy\Ga) bi-invariantes sous K et R(u) la
représentation réguliere a droite de A(G) dans C(X) :

Ref@) = [ flagulydy
Z(A\G(A)
Siu € A(G), alors R(u)E(g,s) = u(s)E(g, s), avec la fonction entiere
i = [ onlarute)dg

on obtient ainsi une représentation R?*(u) de A(G) dans T?(X).

Corollaire 12. Siu € A(G), alors

Trace R*(u) = » @ (% + m)

yEY

ol on suppose v > 0 sin = 2.
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