L’élimination des nceuds en mécanique quantique

P. A. M. Dirac

1. Introduction.

Les lois de la mécanique classique doivent étre généralisées quand on les applique a des systémes
atomiques, la généralisation étant que la loi commutative de la multiplication, lorsqu’on 'applique
a des variables dynamiques, doit étre remplacée par certaines conditions quantiques, qui sont juste
suffisantes pour permettre d’évaluer xy — yxr quand x et y sont donnés. Il découle de cela que
les variables dynamiques ne peuvent étre des nombres ordinaires exprimables en notation décimale
(nombres qui seront appelés des c-nombres), mais doivent étre considérés comme des nombres d’une
sorte particuliére (que nous appellerons ¢-nombres), dont la nature ne peut étre spécifiée exacte-
ment, mais qui peuvent étre utilisés dans la solution algébrique d’un probleme dynamique dune
maniére assez analogue a la maniére dont les variables classiques correspondantes sont utilisées *.

La seule justification des noms donnés aux variables dynamiques réside dans 'analogie avec la
théorie classique, e.g., si on dit que x,y, z sont les coordonnées cartésiennes d'un électron, on
veut seulement dire que x,y,z sont des g-nombres qui apparaissent dans la solution quantique
du probleme d’une maniere analogue aux coordonnées cartésiennes de 'électron dans la solution
classique. Il peut se produire que deux g-nombres ou plus sont analogues aux mémes quantités clas-
siques (I’analogie étant, bien siir, imparfaite et selon différentes caractéristiques pour des g-nombres
différents), et ainsi ont droit aux mémes noms. Cela arrive, par exemple, quand on considére que
les g-nombres seront appelés les fréquences d'un systeme multi-périodique, donnant lieu a plusieurs
fréquences orbitales et plusieurs fréquences de transition, chacune correspondant selon certains cri-
teres aux fréquences classiques. Dans un tel cas, on doit décider quelles sont les propriétés des
variables classiques qui sont dynamiquement les plus importantes, et on doit choisir le g-nombre
qui a ces propriétés comme étant la variable quantique correspondante.

Dans le traitement classique du probléeme dynamique d’un certain nombre de particules ou d’élec-
trons bougeant dans un champ central de force et se perturbant les uns les autres, on commence
toujours par faire la simplification initiale, connue sous le nom d’élimination des noeuds, qui consiste
a obtenir une transformation de contact des coordonnées cartésiennes et des moments des électrons
a un ensemble de variables canoniques, dont toutes sauf trois sont indépendantes de 1’orientation du
systeme comme un tout, alors que les trois en question déterminent I'orientation. En ’absence d’un
champ de force externe, I’'Hamiltonien, quand il est exprimé en fonction des nouvelles variables,
doit étre indépendant de ces trois, ce qui simplifie I’équation du mouvement. On peut montrer que
les nouvelles variables peuvent étre les suivantes : la distance r de chaque électron au centre, avec
la composante radiale du moment p, comme variable conjuguée, la composante M, (= p disons)
du moment angulaire total du systeme dans une direction donnée, z disons, avec 'azimut de cette
direction par rapport a la direction du moment total comme variable conjuguée ; et dans le cas d’'un
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systeéme avec un seul électron, les seules autres nouvelles variables doivent étre la grandeur du mo-
ment angulaire k, avec 'angle 6 dans le plan orbital entre le vecteur rayon et la ligne d’intersection
du plan orbital avec le plan xy comme variable conjuguée ; alors que dans le cas de deux électrons,
les nouvelles variables restantes doivent étre les moments angulaires k et £” des deux électrons, avec,
pour variables conjuguées, les angles 6 et 6" entre les vecteurs rayons et la ligne des nceuds, et le
moment angulaire total j avec I'azimut ¢ de la ligne de nceuds par rapport a la direction de 5 pour
variable conjuguée. La transformation n’implique pas de choses sensiblement différentes lorsqu’il y
a plus de deux électrons, et on peut considérer que tous les électrons sauf un forment un systeme
interne, ou noyau, qui joue le role du second électron quand il n’y en a que deux, de telle facon que
le j du noyau compte comme le k&’ du systeme global, le ¢ du noyau comptent comme le ' du sys-
teme global, alors que la grandeur des résultants de k et k&’ correspond aux j du systéme global, et
I’azimut par rapport a la direction du résultant de la ligne d’intersection des plans perpendiculaires
aux vecteurs de k et k" est le 1. Toutes les nouvelles variables sont indépendantes de 1’orientation
du systeme comme un tout, exceptés p, ¢ et 1 (ou 6 quand il n’y a qu'un seul électron). On peut
appeler les variables k, k', j et p des variables d’action, et leurs conjugués canoniques des variables
d’angle.

L’objet du présent article est de réaliser la simplication initiale correspondante dans le traitement
quantique du probleme par l'introduction de certaines variables quantiques, a qui on donnera les
mémes noms 7, p,, k, 0, etc. dont les propriétés apres recherche s’avereront étre tres analogues a celles
des variables classiques. Les variables quantiques, bien siir, ne peuvent étre considérées géométri-
quement. Les relations géométriques satisfaites par les variables classiques doivent étre exprimées
sous une forme analytique de telle facon que 1’on puisse essayer d’obtenir les variables quantiques
qui satisfont les mémes relations algébriques. Si une variable classique est indépendante de 1’orien-
tation du systeme comme un tout, la variable quantique correspondante doit étre invariante selon
la transformation

T =lLx+my+nz Dy = 1P + mupy + nip,
(1) Y = lax + moy + noz Py = lopy + mapy + nap.
Z = l3x + mgy + n3z P, = l3pz + mapy + nzp.

ou les [, m et n sont des c-nombres satisfaisant les mémes relations que les coefficients classiques
pour les axes de rotation. Les nouvelles variables, bien sfir, doivent étre réelles, et également les
variables d’angles 6,6',1 et ¢ doivent étre telles que les coordonnées cartésiennes, quand on les
exprime en fonction des nouvelles variables, sont des multiples périodiques des 6,6, et ¢ de pé-
riode 27. Finalement, la propriété la plus essentielle des nouvelles variables est qu’elles doivent étre
canoniques, ce qui peut étre vérifié seulement en évaluant toutes leurs expressions par crochets de
Poisson, calculées pour les variables prises deux a deux.

Dans le présent article, nous ne sommes pas trop concernés par ce qu’est I’Hamiltonien du systéme.
Nous voulons seulement trouver la transformation de contact a partir des coordonnées cartésiennes
et des moments pour les nouvelles variables, notamment, les r, p, et certaines variables que nous
appellerons variables d’action et variables d’angle. Ce seront de vraies actions et de vraies variables
d’angle seulement si I’'Hamiltonien est une fonction des 7, p, et des variables d’action seulement.
Dans ce cas, pour compléter la solution du probleme dynamique, il est seulement nécessaire d’ob-
tenir une transformation de contact de r et p, a une action externe et des variables d’angle, dont
la transformation peut nécessiter ’ajout de fonctions des r et p, aux précédentes variables d’angle.



Quand I"'Hamiltonien ne satisfait pas cette condition, les variables d’action et d’angle introduites
dans le présent article forment un systéme préliminaire de variables canoniques, dont les variables
uniformisantes finales peuvent étre obtenues par une transformation de contact supplémentaire. On
peut montrer que I'énergie cinétique d’un électron est une fonction des r, p,., et des seules variables
d’angle, et par conséquent, si le champ total dans lequel se meut 1’électron est approximativement
central ou symétrique par rapport a I'axe des z, I’Hamiltonien differera d’une fonction des r, p, et
des variables d’action seulement par une petite quantité, de telle facon que la transformation de
contact supplémentaire peut étre effectuée a l’aide de la théorie de la perturbation. En I'absence
d’un champ externe de force, ’Hamiltonien doit dans tous les cas étre une fonction seulement de
celles des nouvelles variables qui sont invariantes par la transformation (1), puisque I’'Hamiltonien
lui-méme est invariant selon cette transformation.

2. Relations algébriques préliminaires.

Soient x,y, 2 et pg,py,P., les coordonnées cartésiennes et les moments d'un électron. Toute fonc-
tion des coordonnées et moments d'un électron commute avec toute fonction de ceux d’un autre.
Définissons r et p, par

(2) r= (a2 +y? + 22,

(3) Dy = TPy + Ypy + 2, — ih.

Alors nous avons, puisque r commute avec x,y et z
[r,rp,] = x[r, pu] + ylr, py] + 2[r, p.].

Maintenant
1 1
[rpe] = [(2% +y° + 22)2,p] = 2/ (2 + y* + 2°)2 = a/r,
avec des équations similaires pour [r, p,| et [r, p.]. Par conséquent
[Ta rpr] = (1‘2 + y2 —+ 22)/7" =,
ou
[Ta pr] =1.

Ainsi r et p, sont canoniquement conjugués et peuvent étre pris comme paires des nouvelles va-
riables, puisqu’ils sont trivialement invariants selon la transformation (1). Le (—ih) est mis dans
I'équation (3) pour des raisons de symétrie et pour rendre p — r réel, I’équation imaginaire conju-
guée, obtenue en écrivant —i pour ¢ et en inversant I'ordre des facteurs des produits est

(3" Prl" = DT + pyy + .2 + 1h

qui est en accord avec (3).

Les composants du moment angulaire? d’un électron sont définis, comme dans la théorie classique,
par
My = YPz — ZPy, My = ZPg — TPz, Mmz; = TPy — YPg-

2. Les relations de moment angulaire de cette section ont été obtenues indépendamment par Born, Heisenberg et
Jordan (Zeits. . Phys. vol. 35, p. 557 (1926).



Nous avons & la fois 'identité

(4) xmy + ymy + zm, =0
comme dans la théorie classique. Aussi
5) { (m.,z] = [ep, —yps, 2] =y
[m.,yl = [zpy —ype,yl = —x
(6) [m.,z] = [zpy — yps, 2] = 0,
et similairement
(7) [mepe] =py,  [Mespy]= —pa,
(8) [m.,p.]=0,
avec les relations correspondantes pour m,, et m,. De plus,
[ma,my] = [My, 2pe — 2p.] = [Ma, 2] pr — @ (M, 2]
(5) = —yp; +ap, =m,
[my,m.] =mg,  [m,,mg| =m,, defacon similaire.

Ces relations seront continuellement utilisées dans la suite du travail. On peut se souvenir aisément
des équations (5), (7) et (9) a partir du fait que le signe + est utilisé quand 'ordre cyclique (z y z z)
est préservé, et le signe - dans le cas contraire.

De (2), (5) et (6),
[r?,m.] = [2? + y?,m.] = —2xy + 22y = 0,
et de (3), (5), (6), (7) et (8),
[Tpra mz] = [xp;r + YDy, mz] = —YPz — TPy + TPy + Yp: = O»
de telle facon que r et p, commutent avec m,, et par conséquent, il y a symétrie également avec
m, et m,, et par conséquent, avec toute fonction des moments angulaires.

Mettons,
szzmm Myzzmw Mzzzmzv

la sommation étant développée pour tous les électrons. Nous avons a la fois de (5) et (6) pour
chaque électron

(10) (M, z] = v, (M, y] = —=z, [M,, z] = 0.

Egalement

(11) [M:vaMy] = [meyzmy] - Z[mxvmy] = Zmz - Mz
My, M,] =M,, [M, M,] =DM, defagon similaire.

Posons
m2 +mi +m; =m’.
On a a partir de (9),
[m?,m,] = [mi +m2, mz} = —1My My — Mgy +mymy +mym, = 0,

de telle facon que m commute avec m,, et par conséquent également avec m, et m,. De facon
similaire, si
M2 4 M+ M? = M?



M commute avec M,, M, et M,.

L’énergie cinétique d'un électron est une fonction de (p + pi + p2). Grace a (2), (3) et (3), on
obtient
m? =30y (yp: — 2py)° = X0y (Upyp= + 2Py 2Py — YD22Dy — ZDyYP-)
= Y0y (UPD2 4 2P — ypypaz — 2DDyY — TPaPet + TPl — 2ihap,)
= (2% +y* + 2°)(pz + P, + p2) — (pa + ypy + 202) (D2 + Pyy + P22 + 2ih)
=7r2(p? + p§ + p?) — (rp, +ih)(p,r + ih)
= r*(p} +py +p2) — 7P}
Par conséquent
(12) i+ + 2 =pi+m?/r?

comme dans la théorie classique. Maintenant m? va étre une fonction des variables d’action, et par
conséquent, I’énergie cinétique du systeme sera une fonction des r, p, et des variables d’action.

Nous ne serons pas davantage concernés par les r et p, si ce n’est pour vérifier qu’ils commutent
avec chacune des variables d’action et d’angle qui seront introduites, ceci étant nécessaire pour que
les variables soient canoniques.

3. Les variables d’action

Dans la théorie classique, I'une des variables d’action a introduire, appelons-la k, est juste égale a
m. La variable quantique k peut ne pas étre égale a m, mais elle doit étre choisie de telle facon que
x,y et z soient des fonctions périodiques de sa variable conjuguée 6 de période 27. Dans la théorie
classique, si une coordonnée, disons z, est développée en série de Fourier des variables d’angle, les
coefficients des termes dans lesquels e“ intervient s’évanouissent tous a moins que n = £1. Ce fait
s’exprime analytiquement par I’équation 9%z/06% = —z, ou par I’expression par crochets de Poisson
[k, [k, z]] = —z. Nous essayons de choisir nos variables quantiques de fagon a satisfaire également
(13) [k, [k, z]] = —=.

Cette relation devrait assurer que quand z est exprimé en fonction des nouvelles variables, il devrait
étre périodique en 6 de période 27, et, de plus, que tous les coefficients dans le développement de
Fourier devraient s’évanouir exceptés ceux des termes en e et e, La regle de sélection ordinaire
pour k devrait alors en découler.

L’équation (13) donne
(K%, [k, 2]) = kK, [k, 2]] + [k, [k, 2]k = —(kz + zk),

et par conséquent
(K2 [K2, 2]) = k[K% [k, 2]) + [K2, [k, 2]] B = —(K*2 + 2kzk + 2k?)
= —2(k*z + 2k?) + (k2 — 2kzk + 2k?)
= —2(k?z + 2k?) — 2 [k, [k, 2]]
= —2(k%z + 2k?) + h?z

(14) k2, [k2, 2] = — (k2 — 3h2)z — 2(k2 — 1h2).

1
2 4



Maintenant de (5) et (6)
(15) 1im? 2] =1 {m +m z} = 3 (—ymy — myy + xmy + myx)

= My® — Myy + thz = myx — ym, = xm, — myy.

Des relations similaires sont vérifies pour 1[m? x| et 1[m?,y]. Par conséquent
3 [m?[m? 2] =my [m®, 2] —mg [m?, y] + ih [m?, ]
= m,2(ym, — myz) — m;2(m,z — xm,) + th [m?, 2|
= 2(mex + myy + mez)m, — 2(m; +m; +m2)z +ih [m?, 2]
= —2m*z + (m*z — zm?)
= —m?z — zm?>.

En comparant cela avec I’équation (14), nous voyons qu’elles sont en accord si I'on prend
(17) m2 = k}2 - ihz = klkg,

ou

ki =k + 3h, ky =k — Lh.

(En général, nous prendrons 'indice 1 pour chaque variable d’action pour dénoter que la valeur de
cette variable est augmentée de %h, et I'indice 2 pour dénoter que sa valeur est diminuée de %h)

Avec k définie par (17), 'équation (14) découle de I’équation (16), mais 1’équation (13) ne découle
pas nécessairement de ’équation (14). Nous pourrions, pourtant, prendre (13), en méme temps que
les équations correspondantes

(18) [k, [k, 2]] = —2 [k, [kl = =y

comme complétant la définition de k, qui avait été précédemment seulement défini par k2. Il semble
probable qu’en général, une équation algébrique en algebre quantique a un nombre infini de ra-
cines, e.g., I’équation algébrique xra — ax = b est analogue a une équation différentielle de la théorie
classique, et sa solution générale contient des c-nombres arbitraires. Il semble ainsi raisonnable de
prendre deux équations ou plus pour définir un g-nombre, lorsque c¢’est nécessaire, sous la contrainte
que ces équations sont consistantes, comme dans le cas présent.

On peut examiner la nécessité des prochaines suppositions (13), (18) dans la définition de k par la
méthode matricielle utilisée par Born, Heisenberg et Jordan?. Si on regarde (14) comme une équa-
tion matricielle et que I’on rend égaux les composants (nm) des deux c6tés, on obtient une relation
qui est effectivement la méme que 1’équation 22 chap. 4 de Born, Heisenberg et Jordan (excepté le
fait que Born, Heisenberg et Jordan utilisent M plutét que m, et X, une fonction linéaire de x, y et
z, plutdét que z). De ceci, ces auteurs déduisent que tous les composants (nm) de X s’évanouissent,
exceptés ceux reliés aux deux k, a, et a,, disons, qui satisfont

(23) chap. 4. a, = xa,, £ 1.

Mais nous voulons que tout X (nm) s’évanouisse excepté quand
(23') chap. 4. ap = am £ 1

Born, Heisenberg et Jordan posent que les valeurs négatives de k& peuvent étre ignorées sans perte
de généralité, mais ceci n’est justifiable que si on peut montrer que les transitions d’une valeur po-

3. Born, Heisenberg et Jordan, loc. cit.



sitive a une valeur négative k£ ne peuvent avoir lieu. Ceci ne peut étre réalisé sans une supposition
supplémentaire, puisque s’il y a une représentation matricielle dans laquelle tout X (nm) s’éva-
nouit excepté quand (23’) chap. 4 est satisfaite, on peut obtenir de celle-ci d’autres relations par
lesquelles la condition n’est pas respectée, mais seulement la condition que chaque X (nm) s’éva-
nouit, excepté quand (23) chap. 4 est satisfaite, en interchangeant dans la matrice k£ quelques-unes
des paires de lignes, et les paires de colonnes correspondantes, pour lesquelles les a,, sont égaux en
valeur mais de signes opposés, car ce procédé n’affecte pas la validité de toute équation matricielle
dans laquelle k& n’intervient que sous la forme k?. Les équations (13), (18) fournissent la supposition
supplémentaire nécessaire.

On peut prendre comme autre variable d’action la quantité M,, égale & p disons, puisque de (10)
p,[p, ] =Ipyl=—=
(19)
[p7[ 7y]] == [pa "L‘] =Y
Ces équations montrent que x et y sont des fonctions périodiques de ¢, les variables conjuguées des
p, de période 27, et que tous les coefficients dans leurs développements de Fourier s’évanouissent
exceptés ceux des termes en e'® et e~*. De plus, puisque [p, z] = 0, tous les coefficients dans le
développement de Fourier de z s’évanouissent exceptés ceux des termes indépendants de ¢. Les
regles de sélection pour p découlent de cela.

A nouveau, quand il y a plus d’un électron dans le systéme, nous pouvons définir j par

(20) M? = j" = 30* = ji, ja,

qui est analogue a (17), et prendre j comme une variable d’action, parce que, comme nous le mon-
trerons ultérieurement, des quantités p,, 11, 1, peuvent étre trouvées qui satisfont

Des résultats du § 2, il est évident que 7, p et les k commutent avec les r et les p, et les uns avec
les autres et également que les j et les k sont invariants par la transformation (1).

4. Les variables d’angle.

Chacune des variables d’angle w est donnée dans la théorie classique par le fait qu’e™ est égal a la
racine carrée du rapport de deux quantités qui sont des imaginaires conjugués, i.e. par une relation
du type

(22) el = (

ou a et b sont réels. Cela bien siir, rend w réel, puisque si on écrit —i a la place de i dans (22), elle
reste vraie. Dans la théorie quantique, il y a deux fagons correspondantes par lesquelles on peut
définir €™, notamment,

. o1 e . 1 RY
ezw:{(a—Hb)a—z’b} o e“":{a_ib(a—i—zb)},

mais aucune des deux ne rend w réel. La généralisation quantique correcte de (22) est la relation
plus symétrique
(23) e(a —ib)e™ = a + ib.

a+ib\?
a—1b




Celle-ci devient, quand on rend égaux les imaginaires conjugués des deux cotés
e "(a+ib)e ™ = a — ib,

ce qui est équivalent a (23), de telle facon que w défini de cette maniére est réel. On peut résoudre
I'équation (23) pour " des deux maniéres, notamment,

e (a — ib)e™ (a — ib) = (a +ib)(a — ib),

ce qui donne

¢(a—ib) = {(a-+ib)(a—ib)}} = {(a+ib)(a—ib)}~%(a+ib)(a—ib),

de telle facon que,
(24) e = {(a+1b)(a —ib)} 2 (a + ib),
ou alternativement

(a —ib)e™(a — ib)e™ = (a — ib)(a + ib),

qui donne )
(25) e = (a +ib){(a — ib)(a + ib)} 2.

Supposons maintenant que J est une variable d’action telle que
(26) [J,a] =, [J,b] = —a.

On a
[J,a +ib] = b —ia = —i(a + ib)

[J,a —ib] = b+ ia = i(a — ib),
de telle fagcon que
J(a+ib) = (a+1ib)(J+h)

(27) { J(a —ib) = (a—1ib)(J —h),
J(a+1ib)(a —ib) = (a+1ib)(J+ h)(a —1ib) = (a + ib)(a — ib)J,

de telle facon que J commute avec le produit (a + ib)(a — ib). Par conséquent, de (24) ou (25)
Je = e™(J + h),

ou
[e, J] = ie™.

Il n’en découle pas rigoureusement que |w,.J| = 1, mais puisque w n’intervient dans l’analyse
) Y

que dans 'expression e, la relation [e"”, J] = ie™ est suffisante pour montrer que nous pouvons

prendre w comme étant la variable conjuguée de J.

De (26)
(28) [, [J,a]] = —a.

Par conséquent, pour déterminer la variable d’angle w canoniquement conjuguée a n’importe quelle



variable d’action J, on doit rechercher une quantité a qui satisfait (28) et qui commute avec chacune
des autres variables d’action, et alors, si on réussit a en trouver une, il faut alors définir w par (28)
avec b égal a [J, a]. Cela rendra w réel et conjugué a J, et le fera commuter avec toutes les autres
variables d’action. Il devra étre vérifié, bien stir, qu’il commute avec les r et p,. (Dans la théorie
classique, les conditions qu’a doit satisfaire sont qu’elle doit varier périodiquement selon la loi des
cosinus lorsque w croit uniformément et que les autres nouvelles variables sont gardées constantes,
et doit rester constante lorsque les variables d’action r, p,, et w sont gardées constantes et que les
autres variables d’angle varient arbitrairement.)

Pour déterminer, par exemple, la variable d’angle 6 canoniquement conjuguée au k du § 3, nous

savons que [k, [k, z]] = —z et que z commute avec p, et par conséquent, pour le cas d'un systéme
avec un seul électron quand il n’y a pas d’autre variable d’action, nous pouvons définir 6 par
(29) ez —ilk, 2])e? =z +ilk,z2].

Nous devrons prendre une valeur différente pour a lorsqu’il y a plus d’un électron dans le systeme,
puisque z ne commute pas avec j. Il est évident que 6, défini par (29) ou

e = {(z+i[k,2))(z =i [k, 2)} 2 (z + [k, 2]),

commute avec r puisque z et k le font. Pour prouver qu’il commute également avec p,., on a
[z,rp.] = 2

ou
2(rpy) = (rp, + ih)z.

Cette équation doit rester vraie quand on substitue a z 'expression (z + i[k, z]) ou (z — i[k, z]) ou
{(z +ilk, 2](z — i[k, 2])}2.* 1l en découle que € commute avec rp,, et par conséquent avec p,. De
(27), nous déduisons I’équation

(30) ko(z +ilk,z]) = (z +1i[k, 2])k,

qui sera nécessaire ultérieurement.

De la méme fagon, nous pouvons définir ¢, la variable d’angle canoniquement conjuguée a p, en
prenant a = M, puisque nous savons que [p, [p, M,|] = —M,, et que M, commute avec chaque k
et avec j. Nous avons par conséquent

e?(M, — iM,)e'* = M, + iM,,.

Il est évident que r et p, commutent avec ¢, puisqu’elles commutent avec M, et M,.

Les équations (23), (24), (25) pour les variables d’angle typiques sont plus utiles sous la forme
a+ib={(a+ib)(a—ib)}2e™ = e{(a — ib)(a + ib)}>.

(31)
a—ib={(a—ib)(a+ib)}ie™ = e {(a +ib)(a — ib)}3.

I est nécessaire d’évaluer les produits de (a + ib) et (a — ib) dans chaque cas dans lesquels ces

4. Cela n’est pas rigoureux, mais semble justifiable.



équations sont utilisées. Dans le cas ou a est M, et b est M, on a
(M, +iM,) (M, —iM,) = M2 + M; — (MM, — M,M,)

= M?— M2+ hM, = j>— 1h? —p* + hp
= j2 - p%v
de telle fagon que les équations (31) deviennent

(32) {M¢M@=W—ﬁW@=WW—ﬁﬁ
. . L —4 .
M, —iM, = (52 — pi)2e @ = e (52 — p3)

N

L’évaluation du produit (z + i[k, z])(z — i[k, z]) n’est pas si facile. Nous évaluerons le produit plus
général (z + ik, z])(¢ —i[k,(]), ou &, n, ¢ sont trois quantités satisfaisant les relations analogues a
(4), (5) et (6) (et les relations correspondant a (5) et (6) pour m, et m,) dans lesquelles x,y, z ont
été remplacées par &, n,  car nous aurons besoin de cette partie de I’analyse ultérieurement.

&, 1, ¢ doivent satisfaire les relations analogues a n’importe quelle conséquence de (4), (5) et (6) qui
ne nécessitent pas pour leur preuve le fait que x,y, 2 commutent les unes avec les autres, comme
(15) et (13) [si la contrainte que les suppositions auxiliaires (13), (18) nécessitées pour la définition
de k sont vraies pour les &, 1, (].

Nous déduisons de (15), dans laquelle m? est remplacé par k?,
[k, z] + [k, 2] k = [k?, 2] = 2(myx — mgy + ihz).

Egalement
klk,z] — [k, z] k =ih [k, [k, z]] = —ihz

qui découle de (13). Par conséquent,
(33) k [k, z] = myx — muy + Lihz,

et de facon similaire
[k, C] = my& — man + LihC,
De (4)
mz2m,C = (mex + myy)(m.€ +myn),

de telle facon que
(myx — may)(my€ — man) + mzzm.¢
= my(xmy + ymy)E + my(ym, + xmy)n
+ my(zmy — ymy)E + my(ym, — xmy)n
= my(myx + myy)§ + my(myy + myz)n

+ My (mez — myy)f + my(myy — Mm,T)n
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= (m3 4+ m3)(x€ +yn) — ihm.y& + ihm,an

En utilisant ces résultats et également (30), on trouve
(34)
k(k —h)(z + ik, 2])(¢C — i [k, ¢])

k(z +ilk, 2])k(¢C —i[k,C])
= {k2z + i(my‘r - mmy)}{klg - Z(myf - mxn)}
= (myx — myy)(my€ — myn) + {kez + i(myx — myy) }i1C
— tkoz(my& — myn)

= (m3 +m2)(x€ +yn) — m2z( 4 ihm,(xn — y€)

+ ko{kaz + i(myx — muy) }¢ — ikoz(my& — myn)
= (kikg —m2)(x€ +yn) + (k3 — m?)2¢ + ihm.(vn — y¢))

— tho{—(myz — myy){ + (myz — ihx)§ — (myz + ihy)n}

= (k3 — m2)(x€ + yn + 2C) + ihm.(xn — y§)
— iko{m.(yC — zn) + my (2§ — xQ)}.

Maintenant, prenons &, 7, égaux a z,y, z. L’équation (34) se réduit a ce simple résultat
(35) k(k—h)(z+ilk 2])(z —ilk,z2]) = (k3 — m?)r’.

5. Les équations de transformation pour le systeme avec un seul électron

Quand le systeme est constitué d’un seul électron, les nouvelles variables canoniques sont, en plus
des r et p,, les variables d’action k [définies par (17)] et p [= m.] et les variables d’angle 6 et ¢
[définies par (29) et (32)]. Grace a (35), 'équation de transformation (29) peut étre mise sous la
forme (31). Le résultat est

4ilk, 2] =rk 2(k—h)"z (k2 — p?)ze?

Nl

(36) = rk 2 (k3 — p?)2ek 2 = rkm2e® (k2 — p?)2k”

=

k=2

N|=

z—ilk, 2] =rk 2 (k2 — p?)2e k™2 = rk2e70 (k2 — p?)

Nous avons déja montré que les nouvelles variables satisfont toutes les conditions qu’elles doivent
satisfaire a l'exception du fait que [0, ¢] = 0. Cette relation n’est pas treés facile a prouver, mais
heureusement, elle n’est pas d’une importance dynamique puisque si elle n’est pas vraie, nos 6 et
¢ differeront des vraies variables conjuguées a k et p seulement par des quantités réelles qui sont
fonctions de k et p seulement, et sont, par conséquent, constantes. L’amplitude de x,y, z exprimée
en série de Fourier ne sera alors pas affectée.

Un maniere plus simple que celle déja fournie de prouver que la transformation depuis les variables
originales vers les nouvelles variables est une transformation de contact consiste a supposer que les
nouvelles variables sont canoniques et satisfont les conditions quantiques, et de déduire de cela que
les variables originales sont canoniques. Il est pratique avec cette méthode d’introduire les variables
= (htp—gh)zes ™9 = O (4 p o in)s,
m = —i(k+p+1h)2e 21040 = i3 (k4 p — L)z,

11



b= (k=p—3h)hedO9 = HODh—ptgh)s,

1
2
me = =ik —p+5h)ze s = —iem O (k —p— 5h)3,

dont on vérifie facilement qu’elles sont canoniques, ce qui donne
&m = —i(k+p—3h), mé = —i(k+p+ 3h),
Somp = —i(k—p—%h), UNSES _i(k?—P‘i‘%h)-
Les équations de transformation peuvent maintenant étre mises sous la forme simple
Ty = —3rkT3(& - )k E
(37) v —iy=—grk=>(& —np)k >
z = %Tk?f%(flfé + )k
my + imy = i§1772
my — 1My, = 1€
m; = %i(flﬁl - 52772)
TPy + Ypy + 2p. = 1rpr +ih,

-

dont on peut aisément vérifier que z,y, 2, pz, py, p. sont canoniques quand on suppose que les & et
7 sont canoniques. Accessoirement, cette méthode montre que nos 0 et ¢ précédents commutent.

Les équations (37) sont aussi les plus pratiques pour évaluer les amplitudes des différentes compo-
santes des vibrations, puisqu’elles donnent directement

1 1
1 {(k+p— sh)z(k+p— %h)Qei(G-&-qﬁ)

Tty =—3r 1 1
Y 2 k2(k+ h)2 ) 1
+ (k —P i %1h)§(k _1p i gh)2€i(¢9)}
kz(k+ h)2
17\1 3774
r—iy = ér{ (k=p- %h)Q(k —1p ik i(0—9)
(38) Rk —h)E
N (k+p+ §lh)2(/{; +1p+ Sh)2 e_l(¢+9)}
kz(k+ h)2
= 17’{ (htp- %lh)i(k b 21)? iora)
? k2 (k — h)z
_(ktp+sh)i(k—p+ 3’1)26_1-9‘}
kz(k+ h)?

La simplicité des équations (37) est due au fait qu’on peut associer chaque composante de vi-
bration du systéme avec le produit de deux des variables £, qui ne sont pas conjuguées. Avec
des systemes de plus d’un électron, il y a trop de composantes des vibrations pour qu’on puisse
procéder ainsi, de telle fagon qu'’il n’y a pas d’équations correspondant a (37) pour de tels systémes.
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6. Les équations de transformation pour le systéeme a deux électrons.

Considérons maintenant le cas d’un systéme avec deux électrons et utilisons des lettres avec des
primes comme ', p), m., k" pour dénoter le second électron. Nous prenons comme nouvelles va-
riables, en plus des r, p,, 7', pl. les variables d’action k [définies par (17)], k', p et j [définies par (20)],
et leurs variables conjuguées 6, 6’, ¢ et 1, seront maintenant définies.

Nous définissons comme auparavant ¢ par les équations (32). Pour définir 6, nous devons remplacer
les z dans (29) par une quantité qui satisfait également (13) et qui commute avec les k', p et j. Les
quantités zm), +ym;, + zm’, (= q . m’ disons, en utilisant le point pour dénoter le produit scalaire
et ¢ pour dénoter le vecteur z,y, z) a les propriétés nécessaires, puisque

[k [kq . m']] = [k [k, q]] - m'=—q.m’

de (18), et
[a. m', k] =0,
grace au fait que k' commute avec m/,, m; et m’; et de plus, de (4)
qm=q.(M—-—m)=q.M,

de telle fagcon que
[a. m',p] =[q. M, M.] = [xM, + yM,, M.]

= —yM, — xM, + xM, +yM, =0,
et par symétrie
[q.m', M,] =0, [q.m', M) =0,
de telle facon que
[a.m',j]=0,
comme requis. Ainsi, 6 défini par
(39) e?(q. m' —ilk,q. m')e? =q.m’'+ilk,q.m].

est conjugué a k et commute avec k', p et j, et on peut également montrer que, comme dans le cas
d’un électron unique, il commute avec r et p,.. D’'une facon similaire, on peut définir 6" par
(40) e(q . m—ilk,q . m)e? =q . m+i[k,q . m].

Pour définir v, nous devons introduire les quantités

/ /A / / _ / /
P = My, — mymy, = Mym’, —my M, = m’, M, — M,m,,
— / / / / _ / /
(41) fy = mym!, —mgm!, = M,m! —m/ M, =m/ M, — M,m/,
/ !/ / / _ / !/
Pz = Mgy, — Mymy, = Mmmy —myM, = mme M,m;,
Nous avons
M _ / / / _ / !
(42) (M., 1] = [mz, mym.] + |m’, —mmy, | = —Mem), +m.mi, = i,
(M., ] = [mz, —mam.] + [m),m,m.] = —m,m/, + m,m! = —
Z?/’Ly - Z9 x z 2z z xl T Y z z Y - /"LZE
_ / / / r
(43) (M, p.] = mym;, + mym), — mym), —my,m, =

et également
pomo= (momy — myme)my + (mem, — momg)my, + (mymg — mgmy,)m,
= —ih(mym}, +m,m; +m.m’),

13



{ po.m' = mg(mym’ —mim,) +my(m,m), —m,m.)+m.(m,m, —m,m)
= —ih(m,m}, + mym;, +m.m’),
de telle facon que
w.m=0.

Les relations (42), (43) et (44) entre i, fiy, pt. €t My, My, M, correspondent exactement aux re-
lations (5), (6) et (4) entre x,y, z et m,, m,, m,, de telle facon que n’'importe quelle conséquence
de (5), (6) et (4) qui ne nécessite pas pour étre démontrée que x,y, z commutent les uns avec les
autres peut étre appliquée directement aux p et aux M. Les équations (13), (18) sont de telles
conséquences, et elles donnent quand on les applique aux p exactement les équations (21), et ainsi
justifient la définition (20) pour la variable d’action j. [Le fait que (13), (18) fassent intervenir
une supposition supplémentaire, qui peut étre vue comme complétant la définition de k, se répete
elle-méme, comme (21) fait intervenir la supposition supplémentaire correspondante, qui peut étre
vue comme complétant la définition de j.] L’équation (33) appliquée aux p donne de la méme fagon
j [j7 /le] = My,uac - Mxluly + %Zhljm

dont on aura besoin ultérieurement.

Maintenant p, commute de fagon évidente avec 7,p,, 7", pl, k et k', et nous avons démontré qu'il
commute avec p, de telle fagon que nous pouvons le prendre pour étre substitué a a dans (28) pour
la définition de 1. Nous obtenons alors

ew(,uz —1 []a qu])eiw =y + { []7 /Lz] .

Nous avons ainsi établi toutes les relations nécessaires pour que les nouvelles variables soient ca-
noniques, excepté que les variables d’angle ne commutent pas les unes avec les autres, mais cela,
comme précédemment dans le cas de 1’électron unique, n’a pas d’importance dynamique. Toutes
les nouvelles variables exceptées p, ¢ et ¢ sont de facon évidente invariantes par la transformation

(1).

Pour mettre les équations de transformation (39) et (46) sous la forme (31), il est nécessaire d’éva-
luer les (a+ib)(a —ib) pour chacune d’elles. Dans le cas de (46), 'analyse menant a ’équation (34)
est directement applicable, et donne, quand on écrit j pour k, M, et M, pour m, et m,, p pour
My, €6 [y, fly, iz POUT T,Y, 2 et &1, C,
3G = h) (e + [, pa]) (e — 2[4, p22])
= (45 = P) (1l + g + pcz?) + ihp(papty — pyht)
— a7 { Mo (pyptz — przpty) + My(papte — proftz)}-

On a
ph A+l = xyz(mz +m my2 — Mymm,my, — m_mym,m’)
= (m2 +m;, +m 2)(mly 4+ mip +m??)
— (mgml, + mym,, + m.m’,)*
+> xyz(mymz m.my)(m,m, —m.,m,)
=m*m”? — (m . m')? — h’m . m/,
et

14



s py] = [, 2]+ [, M) — [, Mg M, — Mg [, M
= mym,m}, +m.(m,m;, +m.m})
— (=m.m/, — mymy)m/, + mgym.m/,
= (m. +m.)(m,m], + mym, + m_m’)
+ (mem. —momg)m}, + my(m,m’, —m_m,)
=M,m.m’

comme les deux derniers termes s’évanouissent, avec des relations similaires pour 2 et |y, pz).
) Y )

Par conséquent, le coté droit de (47) devient
(75 — ) {m*m” — (m . m')*> — h*m . m'} — A*p*m . m’ + hjp (M7 + M7)m . m’

!/

= (j2 — p){m*m”? — (m . m’)?} — h%j2m . m’ + hjs(j1j> — p*)m . m

= (j2 — pH){m*m”? — (m . m’)?> + hjom . m’.

Maintenant

(48)

m.m = %( 1]2 ]{?1]{32 k?llké)

= 5(J5 — kaka — KK + hij)

m.m'—hjp = %(]S —k k2 kiky — hj)

m*m? — (m . m' — hjo)m . m' = kikokikl — 3{(j3 — kiks — k{K5)* — h?53}
= 1{j5 — 2]2(/{:1/€2 + ki kb + $h?)
+ (kiky — k1 Ky)?}

= 1j = 233(8 + ) + (K — K?)?)
= %(k,k/,jg),

ou nous avons utilisé la notation
(a,b,c) = —(a*+ b+ c* — 20°c? — 2c%a® — 2a%V?)
=(a+b+c)la+b—c)la—b+c)(—a+b+c)

pour les trois quantités a, b, ¢ qui commutent. Par conséquent, (47) se réduit a
(49) 3G =B (pe + i () — il = 303 — p*) (R, K, ja).

L’évaluation du produit (a -+ ib)(a — ib) pour I’équation (39) est plus compliqué, et la méthode sera
seulement indiquée. Le produit & évaluer, notamment, (q . m’ +ilk,q . m'])(q . m’' —i[k,q . m’]),
est composé de la somme des trois termes comme

m?(x +ilk,x])(x — ik, z]),

et de trois termes comme

{mimy, (x + [k, 2])(y — 0 [k, y]) + mymi(y + i [k, y]) (@ — i [k, 2])}-

Les valeurs des trois premiers termes sont données directement par I’équation (35), alors que la va-
leur de la somme des quantités (z + i[k, x])(y — ik, y]) et (y + ik, y])(x —i[k, z]) peut étre obtenue
en appliquant la transformation linéaire (1) au z et m, dans (35) en égalisant les coefficients de
[3ms, des deux cOtés. En procédant de cette maniere, on obtient finalement

(50) k(k—=h)(q.m +ilk,q.m])(q.m' —ilk,q.m]) = 5(ko, K, j)r?
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Grace a (49) et (50), les équations de transformation (46), (39), (40) peuvent &étre mises sous la
forme (31), et donner

- 1 1 ;
pe il ] = 5572 (G5 — p*)2 (k K, jo) ety
(51) = %j_few(jlz _]172)5(]{77 k’,‘?l)i'j_il
Mz — [ []7 Plz] = %]_?(j% —p2)5(k‘, {flaj1>§6*”fj_?
= 50 2e (i — )2 (kK )25
q.m' +ilk,q.m'] =2Lrk2(ky, k', j)2e%k 2 = Lrk~ze (ke k', j)2 k2
et (52) I / % -1 roaNE —if—2 21 -1 —i0 rooNLg -1
q.m' —ilk,q.m'] = rk72(k, K, j)2e k72 = srkT2e (kg K, j) 2k 72

avec les relations correspondantes pour #'.
7. Systemes a plus de deux électrons.

L’extension de la transformation aux systemes a plus de deux électrons peut étre faite comme
en théorie classique, comme cela a été expliqué au § 1. Les M, M,, M., du noyau forment les
m;,, my, m’, du systeme global et les j du noyau forment les &" du systéme global. Un léger chan-
gement doit étre effectué dans le 1) du noyau qui devient le # du systéme global, puisque le ¥ du
noyau doit commuter avec les M, du noyau ou les m/, du systeme global alors que les § du systeme
global n’ont pas besoin de le faire, comme m/, n’est pas une variable d’action, mais doivent plutot
commuter avec les p et les j du systeme global. Ce changement est effectué en substituant aux pu,
dans 'équation de définition (46) le produit scalaire des (fiy, fty, f1.) du noyau et les (mg, my, m;)
de I’électron externe, de la méme fagon qui a été utilisée quand on a changé la définition de 6 en
passant du cas a un électron a celui a deux électrons en remplagant ¢ . m’ par z dans (29).

Ce changement rend également 6’ invariant selon la transformation (1), alors que ga n’était pas le
cas de 1) du noyau. Dans la théorie classique, la signification géométrique du changement est que
le b du noyau est son azimut par rapport a la direction du 7 du noyau mesuré a partir du plan
contenant ce j et 'axe des z, alors que le #’ du systéme global est la méme azimut, mesuré a partir
du plan contenant le j du noyau et le 57 du systeme global.

Il y a des méthodes alternatives pour traiter le systeme contenant plus de deux électrons, et on
peut ajouter les moments angulaires ensemble selon les différents plans; par exemple, on devrait
d’abord ajouter les moments angulaires des deux électrons extérieurs, et alors ajouter cette somme
au moment angulaire résultant de ceux restant. La pertinence des différentes méthodes dépend
de I'importance relative des termes différents de la perturbation dans I'Hamiltonien. Les variables
d’action (excepté p) sont toujours reliées aux grandeurs des moments angulaires par des équations
de type (17) et (20), alors que la méthode du § 4 peut toujours étre utilisée pour trouver les va-
riables d’angle.

8. Applications. Valeurs limites des variables d’action.
Les applications qui vont étre faites maintenant ne sont valides que lorsque I’Hamiltonien est tel

que k, k', j, p sont les vraies variables d’action ou §’il en est approximativement ainsi.
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Pour obtenir des résultats physiques de la théorie présente, on doit substituer aux variables d’ac-
tion un ensemble de c-nombres qui peuvent étre vus comme représentant un état stationnaire. Les
différents c-nombres qu’une variable d’action particuliere peut prendre forment une progression
arithmétique de différence constante h, qui doit étre habituellement bornée, dans une direction
au moins, de facon a ce que le systéeme puisse avoir un état normal. Tous les termes dans le dé-
veloppement de Fourier des coordonnées cartésiennes qui correspondent aux transitions d’un état
stationnaire dans les limites a un état a l'extérieur des limites doivent s’évanouir. Il peut sembler
que ces conditions soient difficiles a satisfaire, et qu’en général, il devrait n’y avoir aucun moyen
de choisir une progression arithmétique qui satisfasse ces conditions. En pratique, il semble y avoir
une regle générale qui fait que les conditions peuvent étre satisfaites d’une fagon dont I'exemple a
suivre est un exemple type.

Supposons que w est une variable d’angle et que J est la variable d’action conjuguée et que partout
ou e apparait dans les équations de transformation, il ait immédiatement face a lui le facteur
(Jy — ¢), ol ¢ est un c-nombre, et partout ot e~ intervient, il ait immédiatement apres lui le fac-
teur (Jo — ), ce qui est équivalent au facteur (J; — ¢) immédiatement devant. Alors faisons prendre
a J la série de valeurs ¢ + %h, c+ %h, c+ gh, ..., qui se termine en (¢ + %h) L’amplitude reliée a
(c+ %h, c— %h) est donnée en mettant J = c + %h dans le coefficient devant ¢™ ou le coefficient
derriére e~ et ainsi, s’évanouit & cause du facteur (Jo—c). Les amplitudes reliées & (c+ 1h, c— 2h)
et (c+ %h, c— %h) sont données en mettant J = ¢ + %h et J =c+ %h dans le coefficient devant
e?™ ou le coefficient derriere e=2™. Maintenant e ne peut arriver qu’a travers

{e7™(Jy —c)}? = e 2 (J —c— %h)((] —c— % ).

de telle facon que son coefficient s’évanouit quand J = ¢+ %h ou ¢+ %h, et similairement e~2
peut intervenir que dans

2iw

rw ne

{(Jo—c)e™} = (J —c—3h)(J —c—3h)(J — c— 2h)e*™,

De la méme facon, €3 ne peut intervenir qu’a travers

{(J2—c)e™}3 = (J —c—3h)(J —c—3h)(J — c— 2h)e*™,

et son coefficient s’évanouit quand J = ¢+ %h, ou ¢+ %h, et etc.

Ainsi toutes les amplitudes dans les développements de Fourier qui sont reliées a une valeur de J
plus grande que c et une valeur moindre que ¢ s’évanouissent, ce qui justifie la série que nous avons
choisie pour J. Nous pourrions aussi bien avoir pris la série ¢ — %h, c— %hc — gh, .... Nous pourrions
appeler la valeur J = ¢ la valeur limite de 'une ou 'autre série.

De la méme facon, quand il y a plus d’une variable d’action, J et J’ disons, si e/ est toujours
précédé dans les équations de transformation par un coefficient avec le facteur f(Jo, J'), et e~ ™
est précédé par f(Ji,J') nous pouvons prendre f(J,J') = 0 comme valeur limite pour J. Cette
équation, pourtant, peut également étre considérée comme le fait de fixer une valeur limite pour .J’,
et il est alors nécessaire que le facteur f(.J, J5) doive toujours étre devant ™ et f(.J, J!) devant e ™.

Maintenant considérons (32) et (36), les équations de transformation qui font intervenir les va-
riables d’angle pour le systéme avec un seul électron. On voit que e?¥ est précédé par les facteurs
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(j —p2)?, (j +p2)?, qui sont les mémes que (k—pa)2, (k+p2)?, et € par (k—p1)2, (k+p1)?, et, de
plus, que e est précédé par (ko — p)%, (ko + p)%, et e= par (k; — p)%, (k14 p)%. Toutes les conditions
sont ainsi satisfaites pour k —p = 0 et k4 p = 0 pour étre les valeurs limites des variables d’action.
Par conséquent, pour k donné, p prend les 2|k| valeurs allant de |k| — 3k & —|k| + $h. On peut
montrer que k prend des valeurs quantiques demi-entieres quand le champ central consiste en un
champ inverse du carré de la force avec un petit inverse de cube de champ de force superposé (en
mécanique non-relativiste), et qu’ainsi il prend les valeurs i%h, :l:%h, :l:gh. .., correspondant aux
termes S, P, D... en spectroscopie. Il y aura ainsi 1, 3, 5... états stationnaires pour les termes
S, P, D ... quand le systeme a été rendu non dégénéré par un champ magnétique, en accord avec
I’observation des spectres de singlets.

Nous avons déja montré les régles de sélection pour k et p. Il reste a prouver que les transitions de
k= %h vers k = —%h ne peuvent advenir, car elles apparaitraient expérimentalement comme des
transitions S — S. Quand k est :I:%h, la seule valeur possible pour p est zéro, de telle facon que
nous n’avons qu’a considérer des transitions pour lesquelles p ne change pas. De (36) ou (38), on
voit que le coefficient devant e’ dans le développement de Fourier de z s’évanouit quand on met
k= %h, p = 0, de telle facon que la transition £ = %h vers k = —%h ne peut avoir lieu.

Pour un systéme de deux électrons ou plus, on voit dans les équations (32) et (51) que j +p =0
sont des valeurs limites pour j et p, et des équations (51), (52) et des équations correspondant &
(52) pour @', que k + k' £ j = 0 sont des valeurs limites pour k, k" et j. Par conséquent, p prend
des valeurs de |j| — %h a—|j| + %h, alors que j prend les valeurs, quand k et k&’ sont positifs, de
k+ kK — %h alk— K|+ %h, en accord avec l'expérience. Cette regle s’applique généralement pour
I’addition de deux moments quelconques.

La transition k = %h vers k = —%h est toujours interdite, puisque quand k£ = i%h, J peut seulement
prendre la valeur &/, de telle fagon que j ne peut pas changer pendant la transition et de (52), le
coefficient devant e s’évanouit quand on met k = %h, Jj =K, a cause des facteurs (ky + k' — j)%

ou (ks — k' + j)2.
9. Effet anomal de Zeeman.

La présente théorie ne donne aucune explication de ces phénomenes atomiques qui sont regroupés
sous le terme de duplicité, notamment, les relations particulieres de la relativité et des doublets a
I’écran dans le spectre des rayons X, la regle de branchement de la spectroscopie et 'effet anomal de
Zeeman. Si, pourtant, on adopte le modele habituel de I’atome, consistant en une série d’électrons
et un noyau dans lequel le rapport entre le moment magnétique et le moment angulaire mécanique
est le double de la valeur normale de Lorentz, alors la théorie présente donne la g-formule correcte
pour I'énergie des états stationnaires dans un champ magnétique faible sans avoir besoin d’aucune
supposition supplémentaire.

L’énergie de 'atome dans un champ magnétique dans la direction de I’axe des z est proportionnelle,
dans ce modele, a
m, +2m. = M, +m/

plutét qu’a M,, comme dans le modele normal. Si le champ est faible, nous pouvons utiliser la
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théorie de la perturbation, selon laquelle le changement d’énergie des états stationnaires est donné,
au premier ordre, par le terme constant dans le développement de Fourier de I'énergie, en fonction
des variables uniformisantes pour le systéme non perturbé. Nous devons alors obtenir le terme
constant dans le développement de Fourier de (M, +m’) en fonction des 6,6', ¢ et 1. Nous avons,
découlant de (45) et (41)
j g, =] = My(Mym!, — m! M.) — My(m/,M. — Mym!,) + Jihju.
= (M? + M} + MZ2)ym/, — (Mym}, + Mym), + M.m/,) M, + 3ihys..

Des équations (51), les développements de Fourier de p., et [j, .| ne contiennent aucun terme
constant. Par conséquent, le terme constant dans le développement de m/, est

Mg, &+ Mymy, + Momi, - Kok + 5 (702 = kuk = kiky)
MMM 1z z’

en utilisant (48), et le terme constant dans le développement de M, + m/, est

1170 — kiko + K K.
(1_1_;]1]2 1Ko + K3 2) M.,

J1J2
Le coefficient de M, dans cette expression est la g-valeur, et est en accord avec la formule de Landé .

10. Intensités relatives des lignes d’un multiplet.

L’amplitude de vibration d’'un atome correspondant aux transitions de l'état J. = n,.h a 'état
J. = (n, — a,.)h est obtenue en mettant J, = n,.h dans le coefficient devant exp.i } o, w,, dans le
développement de Fourier de la polarisation totale de I’atome, ou en mettant J, = (n, — «,.)h dans
le coefficient derriere son exponentielle. Nous ne pouvons pas vraiment déterminer les amplitudes
a présent parce que nous ne connaissons pas les variables d’action et d’angle correspondant aux r
et p,. Si, pourtant, nous supposons que dans le développement de Fourier de r, les variables p, 7, ¢
¥ n’interviennent pas, alors quand z/r,y/r, z/r sont développés en séries de Fourier en ei®, ¢,
les rapports des coefficients donneront les rapports des amplitudes correspondantes. Nous pouvons
ainsi déterminer les intensités relatives des lignes d’un multiplet et des composantes dans lesquelles
ces lignes sont séparées dans un champ magnétique faible©.

Dans le cas d'un systéme avec un seul électron, les équations (38) donnent en une seule fois les
amplitudes relatives des composantes d’'un champ magnétique. Dans le cas des électrons de la série
du noyau de 'atome, nous devons obtenir les développements de Fourier z,y, z de (32), (51) et
(52). 11 est pratique d’introduire les quantités

Ao = Myz —yM, = 2M, — M,y = Myz — M,y — ihx

ANy = M,x — 2M, = aM, — Myz = M,x — M,z — thy

A, = My — oMy = yM, — Myx = M,y — Myx — ihz

5. Landé, Zeits. f. Phys. vol. 15, p. 189 (1923).
6. Les intensités relatives des composantes d’une ligne d’'un champ magnétique ont été obtenues par Born, Hei-
senberg et Jordan (loc. cit.) par leur méthode matricielle.
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On a

(53) Mo\, + My)\y + M\, = nyz{(MxMy — MyMz)z — ihMZZ} =0
et
(54) (M, A = [M,, Myz — yM,| = =M,z + M, =\,
(M., \)] = [M,, M,x — 2M,] = Myy + zM, = =\,
(55) (M., \.] = [M,, M,y — M, = Myy — M,z — yM, +xM, =0

Les relations (53), (64), (63) entre les A et M correspondent exactement aux relations (4), (5), (6)
entre les x,y, z et les m ou les relations (44), (42), (43) entre les et M. Nous pouvons donc alors
appliquer les résultats déduits de (4), (5), (6) directement aux A. Nous obtenons ainsi, correspon-
dant & (33) ou (45)

(56) 317, Al = My, — Myhy + 2ih.,

et nous pouvons également prendre \,, A, A, égaux aux &, 7, ¢ de 'équation (34) et nous pouvons
alors écrire iz, [1y, [t POUr x,y, z a la condition de remplacer les m,, m,, m., par les M,, M,, M, j.
Cela donne
(57) 50— 1) (e + i [, D) Oe — i [, AL)
(73 = P*) (ade + piyAy + pz) + WM. (e Xy — p1yAs)
- ijQ{Mm<uy)\z - ,Uz)\y> + My(ﬂz)\x - ,ua:)\z>}-

Maintenant
Hads + HyAy + HeAs = Py (mimy, — m;mz)(Myz — M.y — ihz)
= nyz{(m;my - m;mz)My — (mfm, —m,mg) M,
— ih(mym, —m,m,)}z
= Ezyz{mlz<mﬂch + myMy + szz>
— (mi, My +mi, M, +m_M.)m_}z
= > uye U (Me My + my M, +m M,)m’,
+ my(m, M, — Mym.) +my,(m, M, — M,m/,)}z
=m.Mm'.q+ihy.q.

Egalement
fady = pyhe = pa(TM, — My2) — py(Myz — yM,)
= (Mo + piyy + p22) My — (e My + pu, My, + pz M)z
= p . qM;,
et de facon similaire
HyAs — pzy = . qMo,
feAe — paz = p. qM,y,
alors que
foq =Ygy (myml —m.m)x =3, (myx —myy)m,
=klk,q.m'] — %ihq .m’

de (83).
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En utilisant ces résultats et le fait que M,, M, M,, commutent avec p . ¢ (puisqu’ils commutent
avec k et avec g . m'), 'équation (57) devient
ﬂj—thf+ﬂjuAXA i[J,A:])
= (j3 —p°)(m . Maq.m'+ihp . q) +i{hM? — jo(M7 + M) }i . q
( p)m.Mq.m' +ihy.q—thip. q)
(jg P (e + K — k%)q . m'’
— 2ijo(k[k,q . m'] — 3ihq . m')}
(2 =P ){(k+ & + j2)|(k — K + j2)(q . m' — i [k,q . m])
—(k+ K —jo)(=k+ K +j2)(a. m' +ik,q.m'])}.

N[

Maintenant en substituant aux p, +i[j, u.], @ . m’ —i[k,q . m’] et q . m’ + i[k,q . m’] leur valeur
donnée par (51) et (52).

Apres I'élimination de certain facteurs et en prenant le € du coté droit, on obtient

s _ (j%_ )2]1 i6+v) v i(6—9)

(58) A Z[j7>\2]_r—j2(j+h) {F. e~ Fie 1
ou

Foa=Yk+k+j+1I0)sk =K +5j+in)z(k+k +j+3h)2(k—k +j+2h)2

= (j+ 1h)2k2 (k + h)3,

Wl

Fl = Lkt K = j— Lh)h(— k+kf+] Ln)s(k+ K —j— 3h)3(—k + K +j + 3h)3

De facon similaire, on peut montrer que

2 ooyl.3 ' ‘
(59) Az +i [ L )\z] = Tw{}w_ﬂ?l(eﬂm — F_1€_Z(9_¢)}
32 (j +h)>
ou F’,, F_1 sont les quantités obtenues en écrivant —h pour h dans Fq, Fjrl, respectivement.

Egalement de (52)
(60) Q. ' = r(juja/§)} (Foe ™ + Fye)
ou
Fo=1Yp(k+ K +j+ )3k + & —j+ sk —k +j+1n)3(—k+ K 45— Lh)3
+ jE3kE(k + h)
et Fj est la quantité obtenue en écrivant —h pour h dans Fj.

De (56)
Jl A = My(Myz — yM,) — My(zM, — M,z) + ih,

= (M + M + M?2)z — (Myx + Myy + M.z) M, + 3ih)..
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Par conséquent
Jijez =q.m'p— SihA, + 5[5, A.] .
ou

D , 1.1 - 1.1 .
61 z=—q.m + —i—(\, —i|j,\,]) — =i— (A, + 1], \.]).
(61) Log '+ im0 = i) = i (s 10 )

On a également
(x +iy) (M, —iM,) = xM, + yM, + i(yM, — xM,)
=q.m' —pz+i(\, —ihz2)

C —h 1 7, — —h
_ i =pp=h) e L= R)
172 2 7
15 —h
L LT )
2 72

en utilisant (61). Maintenant, prenons le facteur (M, —iM,) du coté droit et substituons sa valeur a
(M, —iM,)~" dans les équations (32), notamment, (52 — p2)~2e'®. Le résultat aprés réarrangement
des facteurs est

) 2\ 1 3,41

_ B) _ _{_7h

(62) x+iy={mq~m'+ TP )
4

O+ il Adl) b,

Pour obtenir les développements de Fourier de x/r,y/r, z/r, il est maintenant seulement nécessaire
de substituer aux facteurs q . m’, A, —i[j, \.], et A\, +i[j, A,] dans (61) et (62), leur valeur donnée
par (60), (58) et (59). Les rapports des amplitudes obtenus de cette maniére sont maintenant en
parfait accord avec ceux obtenus précédemment par Kronig et al.” au moyen de certaines suppo-
sitions spécifiques, et en accord parfait avec 'expérience. Les F. 1, F_1, Fy du présent article sont
proportionnels aux racines carrées des Flyi, F'_ 1, %Fo de Kronig.

Mes remerciements vont a M. R. H. Fowler, F.R.S., pour ses critiques et aide dans I’écriture de cet
article.

Résumé.

La nouvelle mécanique quantique dans laquelle intervient I'algebre non-commutative est appliquée
au probleme d’un certain nombre d’électrons se déplacant dans un champ de force approximati-
vement central, une transformation de contact étant obtenue pour un ensemble de variables qui
incluent les k£ pour chaque électron et les j du systeme global. On trouve que k n’est pas égal a
m, la valeur du moment angulaire de 1’électron, comme dans la théorie classique, mais doit étre
reliée & m par la formule m? = (k + $h)(k — $h), et une relation similaire est respectée entre j et
le moment angulaire résultant du systeme global.

On montre que la théorie donne les valeurs limites correctes pour les j du résultant de deux

7. Kronig, Zeits. f. Phys., vol. 31, p. 885 (1925) ; Sommerfeld et Honl, Sitz. d. Preuss. Akademie, p. 141 (1925);
Russell, Proc. Nat. Academy Sciences, U.S.A., vol. 11, p. 314 (1925).

22



moments angulaires dont les k& sont donnés, et donne également la g-formule correcte pour les
niveaux d’énergie d’un atome dans un champ magnétique faible sous la supposition de 'anomalie
magnétique usuelle du noyau de I'atome. La théorie fournit également les résultats de Kronig pour

les intensités relatives des lignes d’'un multiplet et leurs composants dans un champ magnétique
faible.
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