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1. Introduction.

Les lois de la mécanique classique doivent être généralisées quand on les applique à des systèmes
atomiques, la généralisation étant que la loi commutative de la multiplication, lorsqu’on l’applique
à des variables dynamiques, doit être remplacée par certaines conditions quantiques, qui sont juste
suffisantes pour permettre d’évaluer xy − yx quand x et y sont donnés. Il découle de cela que
les variables dynamiques ne peuvent être des nombres ordinaires exprimables en notation décimale
(nombres qui seront appelés des c-nombres), mais doivent être considérés comme des nombres d’une
sorte particulière (que nous appellerons q-nombres), dont la nature ne peut être spécifiée exacte-
ment, mais qui peuvent être utilisés dans la solution algébrique d’un problème dynamique d’une
manière assez analogue à la manière dont les variables classiques correspondantes sont utilisées 1.

La seule justification des noms donnés aux variables dynamiques réside dans l’analogie avec la
théorie classique, e.g., si on dit que x, y, z sont les coordonnées cartésiennes d’un électron, on
veut seulement dire que x, y, z sont des q-nombres qui apparaissent dans la solution quantique
du problème d’une manière analogue aux coordonnées cartésiennes de l’électron dans la solution
classique. Il peut se produire que deux q-nombres ou plus sont analogues aux mêmes quantités clas-
siques (l’analogie étant, bien sûr, imparfaite et selon différentes caractéristiques pour des q-nombres
différents), et ainsi ont droit aux mêmes noms. Cela arrive, par exemple, quand on considère que
les q-nombres seront appelés les fréquences d’un système multi-périodique, donnant lieu à plusieurs
fréquences orbitales et plusieurs fréquences de transition, chacune correspondant selon certains cri-
tères aux fréquences classiques. Dans un tel cas, on doit décider quelles sont les propriétés des
variables classiques qui sont dynamiquement les plus importantes, et on doit choisir le q-nombre
qui a ces propriétés comme étant la variable quantique correspondante.

Dans le traitement classique du problème dynamique d’un certain nombre de particules ou d’élec-
trons bougeant dans un champ central de force et se perturbant les uns les autres, on commence
toujours par faire la simplification initiale, connue sous le nom d’élimination des nœuds, qui consiste
à obtenir une transformation de contact des coordonnées cartésiennes et des moments des électrons
à un ensemble de variables canoniques, dont toutes sauf trois sont indépendantes de l’orientation du
système comme un tout, alors que les trois en question déterminent l’orientation. En l’absence d’un
champ de force externe, l’Hamiltonien, quand il est exprimé en fonction des nouvelles variables,
doit être indépendant de ces trois, ce qui simplifie l’équation du mouvement. On peut montrer que
les nouvelles variables peuvent être les suivantes : la distance r de chaque électron au centre, avec
la composante radiale du moment pr comme variable conjuguée, la composante Mz (= p disons)
du moment angulaire total du système dans une direction donnée, z disons, avec l’azimut de cette
direction par rapport à la direction du moment total comme variable conjuguée ; et dans le cas d’un
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système avec un seul électron, les seules autres nouvelles variables doivent être la grandeur du mo-
ment angulaire k, avec l’angle θ dans le plan orbital entre le vecteur rayon et la ligne d’intersection
du plan orbital avec le plan xy comme variable conjuguée ; alors que dans le cas de deux électrons,
les nouvelles variables restantes doivent être les moments angulaires k et k′ des deux électrons, avec,
pour variables conjuguées, les angles θ et θ′ entre les vecteurs rayons et la ligne des nœuds, et le
moment angulaire total j avec l’azimut ψ de la ligne de nœuds par rapport à la direction de j pour
variable conjuguée. La transformation n’implique pas de choses sensiblement différentes lorsqu’il y
a plus de deux électrons, et on peut considérer que tous les électrons sauf un forment un système
interne, ou noyau, qui joue le rôle du second électron quand il n’y en a que deux, de telle façon que
le j du noyau compte comme le k′ du système global, le ψ du noyau comptent comme le θ′ du sys-
tème global, alors que la grandeur des résultants de k et k′ correspond aux j du système global, et
l’azimut par rapport à la direction du résultant de la ligne d’intersection des plans perpendiculaires
aux vecteurs de k et k′ est le ψ. Toutes les nouvelles variables sont indépendantes de l’orientation
du système comme un tout, exceptés p, φ et ψ (ou θ quand il n’y a qu’un seul électron). On peut
appeler les variables k, k′, j et p des variables d’action, et leurs conjugués canoniques des variables
d’angle.

L’objet du présent article est de réaliser la simplication initiale correspondante dans le traitement
quantique du problème par l’introduction de certaines variables quantiques, à qui on donnera les
mêmes noms r, pr, k, θ, etc. dont les propriétés après recherche s’avèreront être très analogues à celles
des variables classiques. Les variables quantiques, bien sûr, ne peuvent être considérées géométri-
quement. Les relations géométriques satisfaites par les variables classiques doivent être exprimées
sous une forme analytique de telle façon que l’on puisse essayer d’obtenir les variables quantiques
qui satisfont les mêmes relations algébriques. Si une variable classique est indépendante de l’orien-
tation du système comme un tout, la variable quantique correspondante doit être invariante selon
la transformation

(1)


x = l1x+m1y + n1z px = l1px +m1py + n1pz
y = l2x+m2y + n2z py = l2px +m2py + n2pz
z = l3x+m3y + n3z pz = l3px +m3py + n3pz

où les l, m et n sont des c-nombres satisfaisant les mêmes relations que les coefficients classiques
pour les axes de rotation. Les nouvelles variables, bien sûr, doivent être réelles, et également les
variables d’angles θ, θ′, ψ et φ doivent être telles que les coordonnées cartésiennes, quand on les
exprime en fonction des nouvelles variables, sont des multiples périodiques des θ, θ′, ψ et φ de pé-
riode 2π. Finalement, la propriété la plus essentielle des nouvelles variables est qu’elles doivent être
canoniques, ce qui peut être vérifié seulement en évaluant toutes leurs expressions par crochets de
Poisson, calculées pour les variables prises deux à deux.

Dans le présent article, nous ne sommes pas trop concernés par ce qu’est l’Hamiltonien du système.
Nous voulons seulement trouver la transformation de contact à partir des coordonnées cartésiennes
et des moments pour les nouvelles variables, notamment, les r, pr et certaines variables que nous
appellerons variables d’action et variables d’angle. Ce seront de vraies actions et de vraies variables
d’angle seulement si l’Hamiltonien est une fonction des r, pr et des variables d’action seulement.
Dans ce cas, pour compléter la solution du problème dynamique, il est seulement nécessaire d’ob-
tenir une transformation de contact de r et pr à une action externe et des variables d’angle, dont
la transformation peut nécessiter l’ajout de fonctions des r et pr aux précédentes variables d’angle.
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Quand l’Hamiltonien ne satisfait pas cette condition, les variables d’action et d’angle introduites
dans le présent article forment un système préliminaire de variables canoniques, dont les variables
uniformisantes finales peuvent être obtenues par une transformation de contact supplémentaire. On
peut montrer que l’énergie cinétique d’un électron est une fonction des r, pr, et des seules variables
d’angle, et par conséquent, si le champ total dans lequel se meut l’électron est approximativement
central ou symétrique par rapport à l’axe des z, l’Hamiltonien diffèrera d’une fonction des r, pr et
des variables d’action seulement par une petite quantité, de telle façon que la transformation de
contact supplémentaire peut être effectuée à l’aide de la théorie de la perturbation. En l’absence
d’un champ externe de force, l’Hamiltonien doit dans tous les cas être une fonction seulement de
celles des nouvelles variables qui sont invariantes par la transformation (1), puisque l’Hamiltonien
lui-même est invariant selon cette transformation.

2. Relations algébriques préliminaires.

Soient x, y, z et px, py, pz, les coordonnées cartésiennes et les moments d’un électron. Toute fonc-
tion des coordonnées et moments d’un électron commute avec toute fonction de ceux d’un autre.
Définissons r et pr par
(2) r = (x2 + y2 + z2) 1

2 ,

(3) rpr = xpx + ypy + zpz − ih.

Alors nous avons, puisque r commute avec x, y et z
[r, rpr] = x[r, px] + y[r, py] + z[r, pz].

Maintenant
[r, px] = [(x2 + y2 + z2) 1

2 , px] = x/(x2 + y2 + z2) 1
2 = x/r,

avec des équations similaires pour [r, py] et [r, pz]. Par conséquent
[r, rpr] = (x2 + y2 + z2)/r = r,

ou
[r, pr] = 1.

Ainsi r et pr sont canoniquement conjugués et peuvent être pris comme paires des nouvelles va-
riables, puisqu’ils sont trivialement invariants selon la transformation (1). Le (−ih) est mis dans
l’équation (3) pour des raisons de symétrie et pour rendre p− r réel, l’équation imaginaire conju-
guée, obtenue en écrivant −i pour i et en inversant l’ordre des facteurs des produits est
(3′) prr = pxx+ pyy + pzz + ih

qui est en accord avec (3).

Les composants du moment angulaire 2 d’un électron sont définis, comme dans la théorie classique,
par

mx = ypz − zpy, my = zpx − xpz, mz = xpy − ypx.

2. Les relations de moment angulaire de cette section ont été obtenues indépendamment par Born, Heisenberg et
Jordan (Zeits. f. Phys. vol. 35, p. 557 (1926).
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Nous avons à la fois l’identité
(4) xmx + ymy + zmz = 0
comme dans la théorie classique. Aussi

(5)
{

[mz, x] = [xpy − ypx, x] = y
[mz, y] = [xpy − ypx, y] = −x

(6) [mz, z] = [xpy − ypx, z] = 0,
et similairement
(7) [mz, px ] = py, [mz, py ]= −px,
(8) [mz, pz ]= 0,
avec les relations correspondantes pour mx, et my. De plus,

(5)


[mx,my] = [mx, zpx − xpz] = [mx, z] px − x [mx, pz]

= −ypx + xpy = mz

[my,mz] = mx, [mz,mx] = my, de façon similaire.

Ces relations seront continuellement utilisées dans la suite du travail. On peut se souvenir aisément
des équations (5), (7) et (9) à partir du fait que le signe + est utilisé quand l’ordre cyclique (x y z x)
est préservé, et le signe - dans le cas contraire.

De (2), (5) et (6),
[r2,mz] = [x2 + y2,mz] = −2xy + 2xy = 0,

et de (3), (5), (6), (7) et (8),
[rpr,mz] = [xpx + ypy,mz] = −ypx − xpy + xpy + ypx = 0,

de telle façon que r et pr commutent avec mz, et par conséquent, il y a symétrie également avec
mx et my, et par conséquent, avec toute fonction des moments angulaires.

Mettons,
Mx = ∑

mx, My = ∑
my, Mz = ∑

mz,

la sommation étant développée pour tous les électrons. Nous avons à la fois de (5) et (6) pour
chaque électron
(10) [Mx, x] = y, [Mx, y] = −x, [Mx, z] = 0.
Également

(11)
{

[Mx,My] = [∑mx,
∑
my] = ∑ [mx,my] = ∑

mz = Mz

[My,Mz] = Mx, [Mz,Mx] = My, de façon similaire.
Posons

m2
x +m2

y +m2
z = m2.

On a à partir de (9),
[m2,mz] =

[
m2
x +m2

y,mz

]
= −mymx−mxmy+mxmy+mymx = 0,

de telle façon que m commute avec mz, et par conséquent également avec mx et my. De façon
similaire, si

M2
x +M2

y +M2
z = M2
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M commute avec Mx, My et Mz.

L’énergie cinétique d’un électron est une fonction de (p2
x + p2

y + p2
z). Grâce à (2), (3) et (3’), on

obtient
m2 = ∑

xyz(ypz − zpy)2 = ∑
xyz(ypzypz + zpyzpy − ypzzpy − zpyypz)

= ∑
xyz(y2p2

z + z2p2
y − ypypzz − zpzpyy − xpxpxx+ x2p2

x − 2ihxpx)
= (x2 + y2 + z2)(p2

x + p2
y + p2

z)− (xpx + ypy + zpz)(pxx+ pyy + pzz + 2ih)
= r2(p2

x + p2
y + p2

z)− (rpr + ih)(prr + ih)
= r2(p2

x + p2
y + p2

z)− r2p2
r.

Par conséquent
(12) p2

x + p2
y + p2

z = p2
r +m2/r2

comme dans la théorie classique. Maintenant m2 va être une fonction des variables d’action, et par
conséquent, l’énergie cinétique du système sera une fonction des r, pr et des variables d’action.

Nous ne serons pas davantage concernés par les r et pr si ce n’est pour vérifier qu’ils commutent
avec chacune des variables d’action et d’angle qui seront introduites, ceci étant nécessaire pour que
les variables soient canoniques.

3. Les variables d’action

Dans la théorie classique, l’une des variables d’action à introduire, appelons-la k, est juste égale à
m. La variable quantique k peut ne pas être égale à m, mais elle doit être choisie de telle façon que
x, y et z soient des fonctions périodiques de sa variable conjuguée θ de période 2π. Dans la théorie
classique, si une coordonnée, disons z, est développée en série de Fourier des variables d’angle, les
coefficients des termes dans lesquels euiθ intervient s’évanouissent tous à moins que n = ±1. Ce fait
s’exprime analytiquement par l’équation ∂2z/∂θ2 = −z, ou par l’expression par crochets de Poisson
[k, [k, z]] = −z. Nous essayons de choisir nos variables quantiques de façon à satisfaire également
(13) [k, [k, z]] = −z.
Cette relation devrait assurer que quand z est exprimé en fonction des nouvelles variables, il devrait
être périodique en θ de période 2π, et, de plus, que tous les coefficients dans le développement de
Fourier devraient s’évanouir exceptés ceux des termes en eiθ et e−iθ. La règle de sélection ordinaire
pour k devrait alors en découler.

L’équation (13) donne
[k2, [k, z]] = k[k, [k, z]] + [k, [k, z]]k = −(kz + zk),

et par conséquent
[k2, [k2, z]] = k [k2, [k, z]] + [k2, [k, z]] k = −(k2z + 2kzk + zk2)

= −2(k2z + zk2) + (k2z − 2kzk + zk2)
= −2(k2z + zk2)− h2 [k, [k, z]]
= −2(k2z + zk2) + h2z

ou
(14) 1

2 [k2, [k2, z]] = −(k2 − 1
4h

2)z − z(k2 − 1
4h

2).
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Maintenant de (5) et (6)
(15) 1

2 [m2, z] = 1
2

[
m2
x +m2

y, z
]

= 1
2(−ymx −mxy + xmy +myx)

= myx−mxy + ihz = myx− ymx = xmy −mxy.

Des relations similaires sont vérifiées pour 1
2 [m2, x] et 1

2 [m2, y]. Par conséquent
1
2 [m2 [m2, z]] = my [m2, x]−mx [m2, y] + ih [m2, z]

= my2(ymz −myz)−mx2(mxz − xmz) + ih [m2, z]
= 2(mxx+myy +mzz)mz − 2(m2

x +m2
y +m2

z)z + ih [m2, z]
= −2m2z + (m2z − zm2)
= −m2z − zm2.

En comparant cela avec l’équation (14), nous voyons qu’elles sont en accord si l’on prend
(17) m2 = k2 − 1

4h
2 = k1k2,

où
k1 = k + 1

2h, k2 = k − 1
2h.

(En général, nous prendrons l’indice 1 pour chaque variable d’action pour dénoter que la valeur de
cette variable est augmentée de 1

2h, et l’indice 2 pour dénoter que sa valeur est diminuée de 1
2h.)

Avec k définie par (17), l’équation (14) découle de l’équation (16), mais l’équation (13) ne découle
pas nécessairement de l’équation (14). Nous pourrions, pourtant, prendre (13), en même temps que
les équations correspondantes
(18) [k, [k, x]] = −x [k, [k, y]] = −y
comme complétant la définition de k, qui avait été précédemment seulement défini par k2. Il semble
probable qu’en général, une équation algébrique en algèbre quantique a un nombre infini de ra-
cines, e.g., l’équation algébrique xa−ax = b est analogue à une équation différentielle de la théorie
classique, et sa solution générale contient des c-nombres arbitraires. Il semble ainsi raisonnable de
prendre deux équations ou plus pour définir un q-nombre, lorsque c’est nécessaire, sous la contrainte
que ces équations sont consistantes, comme dans le cas présent.

On peut examiner la nécessité des prochaines suppositions (13), (18) dans la définition de k par la
méthode matricielle utilisée par Born, Heisenberg et Jordan 3. Si on regarde (14) comme une équa-
tion matricielle et que l’on rend égaux les composants (nm) des deux côtés, on obtient une relation
qui est effectivement la même que l’équation 22 chap. 4 de Born, Heisenberg et Jordan (excepté le
fait que Born, Heisenberg et Jordan utilisent M plutôt que m, et X, une fonction linéaire de x, y et
z, plutôt que z). De ceci, ces auteurs déduisent que tous les composants (nm) de X s’évanouissent,
exceptés ceux reliés aux deux k, an et am disons, qui satisfont
(23) chap. 4. an = ±am ± 1.
Mais nous voulons que tout X (nm) s’évanouisse excepté quand
(23′) chap. 4. an = am ± 1
Born, Heisenberg et Jordan posent que les valeurs négatives de k peuvent être ignorées sans perte
de généralité, mais ceci n’est justifiable que si on peut montrer que les transitions d’une valeur po-

3. Born, Heisenberg et Jordan, loc. cit.
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sitive à une valeur négative k ne peuvent avoir lieu. Ceci ne peut être réalisé sans une supposition
supplémentaire, puisque s’il y a une représentation matricielle dans laquelle tout X (nm) s’éva-
nouit excepté quand (23’) chap. 4 est satisfaite, on peut obtenir de celle-ci d’autres relations par
lesquelles la condition n’est pas respectée, mais seulement la condition que chaque X (nm) s’éva-
nouit, excepté quand (23) chap. 4 est satisfaite, en interchangeant dans la matrice k quelques-unes
des paires de lignes, et les paires de colonnes correspondantes, pour lesquelles les an sont égaux en
valeur mais de signes opposés, car ce procédé n’affecte pas la validité de toute équation matricielle
dans laquelle k n’intervient que sous la forme k2. Les équations (13), (18) fournissent la supposition
supplémentaire nécessaire.

On peut prendre comme autre variable d’action la quantité Mz, égale à p disons, puisque de (10)

(19)


[p, [p, x]] = [p, y] = −x

[p, [p, y]] = − [p, x] = −y.
Ces équations montrent que x et y sont des fonctions périodiques de φ, les variables conjuguées des
p, de période 2π, et que tous les coefficients dans leurs développements de Fourier s’évanouissent
exceptés ceux des termes en eiφ et e−iφ. De plus, puisque [p, z] = 0, tous les coefficients dans le
développement de Fourier de z s’évanouissent exceptés ceux des termes indépendants de φ. Les
règles de sélection pour p découlent de cela.

À nouveau, quand il y a plus d’un électron dans le système, nous pouvons définir j par
(20) M2 = j

2 − 1
4h

2 = j1, j2,

qui est analogue à (17), et prendre j comme une variable d’action, parce que, comme nous le mon-
trerons ultérieurement, des quantités µx, µy, µz peuvent être trouvées qui satisfont
(21) [j, [j, µx]] = −µx, [j, [j, µy]] = −µy, [j, [j, µz]] = −µz.
Des résultats du § 2, il est évident que j, p et les k commutent avec les r et les pr et les uns avec
les autres et également que les j et les k sont invariants par la transformation (1).

4. Les variables d’angle.

Chacune des variables d’angle w est donnée dans la théorie classique par le fait qu’eiw est égal à la
racine carrée du rapport de deux quantités qui sont des imaginaires conjugués, i.e. par une relation
du type

(22) eiw =
(
a+ ib

a− ib

) 1
2

où a et b sont réels. Cela bien sûr, rend w réel, puisque si on écrit −i à la place de i dans (22), elle
reste vraie. Dans la théorie quantique, il y a deux façons correspondantes par lesquelles on peut
définir eiw, notamment,

eiw =
{

(a+ ib) 1
a− ib

} 1
2

et eiw =
{ 1
a− ib

(a+ ib)
} 1

2
,

mais aucune des deux ne rend w réel. La généralisation quantique correcte de (22) est la relation
plus symétrique
(23) eiw(a− ib)eiw = a+ ib.
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Celle-ci devient, quand on rend égaux les imaginaires conjugués des deux côtés
e−iw(a+ ib)e−iw = a− ib,

ce qui est équivalent à (23), de telle façon que w défini de cette manière est réel. On peut résoudre
l’équation (23) pour eiw des deux manières, notamment,

eiw(a− ib)eiw(a− ib) = (a+ ib)(a− ib),
ce qui donne

eiw(a−ib) = {(a+ib)(a−ib)} 1
2 = {(a+ib)(a−ib)}− 1

2 (a+ib)(a−ib),

de telle façon que,
(24) eiw = {(a+ ib)(a− ib)}− 1

2 (a+ ib),
ou alternativement

(a− ib)eiw(a− ib)eiw = (a− ib)(a+ ib),
qui donne
(25) eiw = (a+ ib){(a− ib)(a+ ib)}− 1

2 .

Supposons maintenant que J est une variable d’action telle que
(26) [J, a] = b, [J, b] = −a.

On a
[J, a+ ib] = b− ia = −i(a+ ib)

[J, a− ib] = b+ ia = i(a− ib),
de telle façon que

(27)


J(a+ ib) = (a+ ib)(J + h)
J(a− ib) = (a− ib)(J − h),

J(a+ ib)(a− ib) = (a+ ib)(J + h)(a− ib) = (a+ ib)(a− ib)J,

de telle façon que J commute avec le produit (a+ ib)(a− ib). Par conséquent, de (24) ou (25)
Jeiw = eiw(J + h),

ou
[eiw, J ] = ieiw.

Il n’en découle pas rigoureusement que [w, J ] = 1, mais puisque w n’intervient dans l’analyse
que dans l’expression eiw, la relation [eiw, J ] = ieiw est suffisante pour montrer que nous pouvons
prendre w comme étant la variable conjuguée de J .

De (26)
(28) [J, [J, a]] = −a.

Par conséquent, pour déterminer la variable d’angle w canoniquement conjuguée à n’importe quelle
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variable d’action J , on doit rechercher une quantité a qui satisfait (28) et qui commute avec chacune
des autres variables d’action, et alors, si on réussit à en trouver une, il faut alors définir w par (28)
avec b égal à [J, a]. Cela rendra w réel et conjugué à J , et le fera commuter avec toutes les autres
variables d’action. Il devra être vérifié, bien sûr, qu’il commute avec les r et pr. (Dans la théorie
classique, les conditions qu’a doit satisfaire sont qu’elle doit varier périodiquement selon la loi des
cosinus lorsque w croît uniformément et que les autres nouvelles variables sont gardées constantes,
et doit rester constante lorsque les variables d’action r, pr, et w sont gardées constantes et que les
autres variables d’angle varient arbitrairement.)

Pour déterminer, par exemple, la variable d’angle θ canoniquement conjuguée au k du § 3, nous
savons que [k, [k, z]] = −z et que z commute avec p, et par conséquent, pour le cas d’un système
avec un seul électron quand il n’y a pas d’autre variable d’action, nous pouvons définir θ par
(29) eiθ(z − i [k, z])eiθ = z + i [k, z] .

Nous devrons prendre une valeur différente pour a lorsqu’il y a plus d’un électron dans le système,
puisque z ne commute pas avec j. Il est évident que θ, défini par (29) ou

eiθ = {(z + i [k, z])(z − i [k, z])}− 1
2 (z + i [k, z]),

commute avec r puisque z et k le font. Pour prouver qu’il commute également avec pr, on a
[z, rpr] = z

ou
z(rpr) = (rpr + ih)z.

Cette équation doit rester vraie quand on substitue à z l’expression (z + i[k, z]) ou (z − i[k, z]) ou
{(z + i[k, z](z − i[k, z])} 1

2 . 4 Il en découle que eiθ commute avec rpr, et par conséquent avec pr. De
(27), nous déduisons l’équation
(30) k2(z + i [k, z]) = (z + i [k, z])k1,

qui sera nécessaire ultérieurement.

De la même façon, nous pouvons définir φ, la variable d’angle canoniquement conjuguée à p, en
prenant a = Mx, puisque nous savons que [p, [p,Mx]] = −Mx, et que Mx commute avec chaque k
et avec j. Nous avons par conséquent

eiφ(Mx − iMy)eiφ = Mx + iMy.

Il est évident que r et pr commutent avec φ, puisqu’elles commutent avec Mx et My.

Les équations (23), (24), (25) pour les variables d’angle typiques sont plus utiles sous la forme

(31)


a+ ib = {(a+ ib)(a− ib)} 1

2 eiw = eiw{(a− ib)(a+ ib)} 1
2 .

a− ib = {(a− ib)(a+ ib)} 1
2 e−iw = e−iw{(a+ ib)(a− ib)} 1

2 .

Il est nécessaire d’évaluer les produits de (a + ib) et (a − ib) dans chaque cas dans lesquels ces

4. Cela n’est pas rigoureux, mais semble justifiable.
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équations sont utilisées. Dans le cas où a est Mx et b est My, on a
(Mx + iMy)(Mx − iMy) = M2

x +M2
y − i(MxMy −MyMx)

= M2 −M2
z + hMz = j2 − 1

4h
2 − p2 + hp

= j2 − p2
2,

de telle façon que les équations (31) deviennent

(32)
{
Mx + iMy = (j2 − p2

2)
1
2 eiφ = eiφ(j2 − p2

1)
1
2

Mx − iMy = (j2 − p2
1)

1
2 e−iφ = e−iφ(j2 − p2

2)
1
2

L’évaluation du produit (z + i[k, z])(z − i[k, z]) n’est pas si facile. Nous évaluerons le produit plus
général (z + i[k, z])(ζ − i[k, ζ]), où ξ, η, ζ sont trois quantités satisfaisant les relations analogues à
(4), (5) et (6) (et les relations correspondant à (5) et (6) pour my et mz) dans lesquelles x, y, z ont
été remplacées par ξ, η, ζ car nous aurons besoin de cette partie de l’analyse ultérieurement.

ξ, η, ζ doivent satisfaire les relations analogues à n’importe quelle conséquence de (4), (5) et (6) qui
ne nécessitent pas pour leur preuve le fait que x, y, z commutent les unes avec les autres, comme
(15) et (13) [si la contrainte que les suppositions auxiliaires (13), (18) nécessitées pour la définition
de k sont vraies pour les ξ, η, ζ].

Nous déduisons de (15), dans laquelle m2 est remplacé par k2,
k [k, z] + [k, z] k = [k2, z] = 2(myx−mxy + ihz).

Également
k [k, z]− [k, z] k = ih [k, [k, z]] = −ihz

qui découle de (13). Par conséquent,
(33) k [k, z] = myx−mxy + 1

2ihz,

et de façon similaire
k [k, ζ] = myξ −mxη + 1

2ihζ.

De (4)
mzzmzζ = (mxx+myy)(mxξ +myη),

de telle façon que
(myx−mxy)(myξ −mxη) +mzzmzζ

= my(xmy + ymx)ξ +mx(ymx + xmy)η

+mx(xmx − ymy)ξ +my(ymy − xmx)η

= my(myx+mxy)ξ +mx(mxy +myx)η

+mx(mxx−myy)ξ +my(myy −mxx)η

10



= (m2
x +m2

y)(xξ + yη)− ihmzyξ + ihmzxη

En utilisant ces résultats et également (30), on trouve
(34)
k(k − h)(z + i [k, z])(ζ − i [k, ζ]) = k(z + i [k, z])k(ζ − i [k, ζ])

= {k2z + i(myx−mxy)}{k1ζ − i(myξ −mxη)}
= (myx−mxy)(myξ −mxη) + {k2z + i(myx−mxy)}k1ζ

− ik2z(myξ −mxη)
= (m2

x +m2
y)(xξ + yη)−m2

zzζ + ihmz(xη − yξ)
+ k2{k2z + i(myx−mxy)}ζ − ik2z(myξ −mxη)

= (k1k2 −m2
z)(xξ + yη) + (k2

2 −m2
z)zζ + ihmz(xη − yξ))

− ik2{−(myx−mxy)ζ + (myz − ihx)ξ − (mxz + ihy)η}
= (k2

2 −m2
z)(xξ + yη + zζ) + ihmz(xη − yξ)
− ik2{mx(yζ − zη) +my(zξ − xζ)}.

Maintenant, prenons ξ, η, ζ égaux à x, y, z. L’équation (34) se réduit à ce simple résultat
(35) k(k − h)(z + i [k, z])(z − i [k, z]) = (k2

2 −m2
z)r2.

5. Les équations de transformation pour le système avec un seul électron

Quand le système est constitué d’un seul électron, les nouvelles variables canoniques sont, en plus
des r et pr, les variables d’action k [définies par (17)] et p [= mz] et les variables d’angle θ et φ
[définies par (29) et (32)]. Grâce à (35), l’équation de transformation (29) peut être mise sous la
forme (31). Le résultat est

(36)



z + i [k, z] = rk−
1
2 (k − h)− 1

2 (k2
2 − p2) 1

2 eiθ

= rk−
1
2 (k2

2 − p2) 1
2 eiθk−

1
2 = rk−

1
2 eiθ(k2

1 − p2) 1
2k−

1
2

z − i [k, z] = rk−
1
2 (k2

1 − p2) 1
2 e−iθk−

1
2 = rk−

1
2 e−iθ(k2

2 − p2) 1
2k−

1
2 .

Nous avons déjà montré que les nouvelles variables satisfont toutes les conditions qu’elles doivent
satisfaire à l’exception du fait que [θ, φ] = 0. Cette relation n’est pas très facile à prouver, mais
heureusement, elle n’est pas d’une importance dynamique puisque si elle n’est pas vraie, nos θ et
φ diffèreront des vraies variables conjuguées à k et p seulement par des quantités réelles qui sont
fonctions de k et p seulement, et sont, par conséquent, constantes. L’amplitude de x, y, z exprimée
en série de Fourier ne sera alors pas affectée.

Un manière plus simple que celle déjà fournie de prouver que la transformation depuis les variables
originales vers les nouvelles variables est une transformation de contact consiste à supposer que les
nouvelles variables sont canoniques et satisfont les conditions quantiques, et de déduire de cela que
les variables originales sont canoniques. Il est pratique avec cette méthode d’introduire les variables

ξ1 = (k + p− 1
2h) 1

2 e
1
2 i(θ+φ) = e

1
2 i(θ+φ)(k + p+ 1

2h) 1
2 ,

η1 = −i(k + p+ 1
2h) 1

2 e−
1
2 i(θ+φ) = −ie− 1

2 i(θ+φ)(k + p− 1
2h) 1

2 ,
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ξ2 = (k − p− 1
2h) 1

2 e
1
2 i(θ−φ) = e

1
2 i(θ−φ)(k − p+ 1

2h) 1
2 ,

η2 = −i(k − p+ 1
2h) 1

2 e−
1
2 i(θ−φ) = −ie− 1

2 i(θ−φ)(k − p− 1
2h) 1

2 ,

dont on vérifie facilement qu’elles sont canoniques, ce qui donne
ξ1η1 = −i(k + p− 1

2h), η1ξ1 = −i(k + p+ 1
2h),

ξ2η2 = −i(k − p− 1
2h), η2ξ2 = −i(k − p+ 1

2h).
Les équations de transformation peuvent maintenant être mises sous la forme simple

(37)


x+ iy = −1

2rk
− 1

2 (ξ2
1 − η2

2)k− 1
2

x− iy = −1
2rk

− 1
2 (ξ2

2 − η2
1)k− 1

2

z = 1
2rk

− 1
2 (ξ1ξ2 + η1η2)k−

1
2 .

mx + imy = iξ1η2
mx − imy = iξ2η1

mz = 1
2i(ξ1η1 − ξ2η2)

xpx + ypy + zpz = rpr + ih,

dont on peut aisément vérifier que x, y, z, px, py, pz sont canoniques quand on suppose que les ξ et
η sont canoniques. Accessoirement, cette méthode montre que nos θ et φ précédents commutent.

Les équations (37) sont aussi les plus pratiques pour évaluer les amplitudes des différentes compo-
santes des vibrations, puisqu’elles donnent directement

(38)



x+ iy = −1
2r
{(k + p− 1

2h) 1
2 (k + p− 3

2h) 1
2

k
1
2 (k + h) 1

2
ei(θ+φ)

+
(k − p+ 1

2h) 1
2 (k − p+ 3

2h) 1
2

k
1
2 (k + h) 1

2
ei(φ−θ)

}

x− iy = 1
2r
{(k − p− 1

2h) 1
2 (k − p− 3

2h) 1
2

k
1
2 (k − h) 1

2
ei(θ−φ)

+
(k + p+ 1

2h) 1
2 (k + p+ 3

2h) 1
2

k
1
2 (k + h) 1

2
e−i(φ+θ)

}

z = 1
2r
{(k + p− 1

2h) 1
2 (k − p− 3

2h) 1
2

k
1
2 (k − h) 1

2
ei(θ+φ)

−
(k + p+ 1

2h) 1
2 (k − p+ 3

2h) 1
2

k
1
2 (k + h) 1

2
e−iθ.

}

La simplicité des équations (37) est due au fait qu’on peut associer chaque composante de vi-
bration du système avec le produit de deux des variables ξ, η qui ne sont pas conjuguées. Avec
des systèmes de plus d’un électron, il y a trop de composantes des vibrations pour qu’on puisse
procéder ainsi, de telle façon qu’il n’y a pas d’équations correspondant à (37) pour de tels systèmes.
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6. Les équations de transformation pour le système à deux électrons.

Considérons maintenant le cas d’un système avec deux électrons et utilisons des lettres avec des
primes comme x′, p′z,m′x, k′ pour dénoter le second électron. Nous prenons comme nouvelles va-
riables, en plus des r, pr, r′, p′r les variables d’action k [définies par (17)], k′, p et j [définies par (20)],
et leurs variables conjuguées θ, θ′, φ et ψ, seront maintenant définies.

Nous définissons comme auparavant φ par les équations (32). Pour définir θ, nous devons remplacer
les z dans (29) par une quantité qui satisfait également (13) et qui commute avec les k′, p et j. Les
quantités xm′x + ym′y + zm′z (= q . m′ disons, en utilisant le point pour dénoter le produit scalaire
et q pour dénoter le vecteur x, y, z) a les propriétés nécessaires, puisque

[k, [k, q . m′]] = [k, [k,q]] . m′ = −q . m′

de (18), et
[q . m′, k′] = 0,

grâce au fait que k′ commute avec m′x,m′y et m′z ; et de plus, de (4)
q . m′ = q . (M−m) = q . M,

de telle façon que
[q . m′, p] = [q . M,Mz] = [xMx + yMy,Mz]

= −yMx − xMy + xMy + yMx = 0,
et par symétrie

[q . m′,Mx] = 0, [q . m′,My] = 0,
de telle façon que

[q . m′, j] = 0,
comme requis. Ainsi, θ défini par
(39) eiθ(q . m′ − i [k,q . m′])eiθ = q . m′ + i [k,q . m′] .
est conjugué à k et commute avec k′, p et j, et on peut également montrer que, comme dans le cas
d’un électron unique, il commute avec r et pr. D’une façon similaire, on peut définir θ′ par
(40) eiθ(q′ . m− i [k′,q′ . m])eiθ′ = q′ . m + i [k′,q′ . m] .

Pour définir ψ, nous devons introduire les quantités

(41)


µx = mym

′
z −mzm

′
y = Mym

′
z −m′yMz = m′zMy −Mzm

′
y

µy = mzm
′
x −mxm

′
z = Mzm

′
x −m′zMx = m′xMz −Mxm

′
z

µz = mxm
′
y −mym

′
x = Mxm

′
y −m′xMy = m′yMx −Mym

′
x

Nous avons
(42)

{
[Mz, µx] = [mz,mym

′
z] +

[
m′z,−mzm

′
y

]
= −mxm

′
z +mzm

′
x = µy

[Mz, µy] = [mz,−mxm
′
z] + [m′z,mzm

′
x] = −mym

′
z +mzm

′
y = −µx

(43) [Mz, µz] = mym
′
y +mxm

′
x −mxm

′
x −mym

′
y = 0

et également {
µ . m = (mzmy −mymz)m′x + (mxmz −mzmx)m′y + (mymx −mxmy)m′z

= −ih(mxm
′
x +mym

′
y +mzm

′
z),
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et {
µ . m′ = mx(m′ym′z −m′zm′y) +my(m′zm′x −m′xm′z) +mz(m′xm′y −m′ym′x)

= −ih(mxm
′
x +mym

′
y +mzm

′
z),

de telle façon que
µ . m = 0.

Les relations (42), (43) et (44) entre µx, µy, µz et Mx,My,Mz correspondent exactement aux re-
lations (5), (6) et (4) entre x, y, z et mx,my,mz, de telle façon que n’importe quelle conséquence
de (5), (6) et (4) qui ne nécessite pas pour être démontrée que x, y, z commutent les uns avec les
autres peut être appliquée directement aux µ et aux M . Les équations (13), (18) sont de telles
conséquences, et elles donnent quand on les applique aux µ exactement les équations (21), et ainsi
justifient la définition (20) pour la variable d’action j. [Le fait que (13), (18) fassent intervenir
une supposition supplémentaire, qui peut être vue comme complétant la définition de k, se répète
elle-même, comme (21) fait intervenir la supposition supplémentaire correspondante, qui peut être
vue comme complétant la définition de j.] L’équation (33) appliquée aux µ donne de la même façon

j [j, µz] = Myµx −Mxµy + 1
2ihµz,

dont on aura besoin ultérieurement.

Maintenant µx commute de façon évidente avec r, pr, r′, p′r, k et k′, et nous avons démontré qu’il
commute avec p, de telle façon que nous pouvons le prendre pour être substitué à a dans (28) pour
la définition de ψ. Nous obtenons alors

eiψ(µz − i [j, µz])eiψ = µz + i [j, µz] .

Nous avons ainsi établi toutes les relations nécessaires pour que les nouvelles variables soient ca-
noniques, excepté que les variables d’angle ne commutent pas les unes avec les autres, mais cela,
comme précédemment dans le cas de l’électron unique, n’a pas d’importance dynamique. Toutes
les nouvelles variables exceptées p, φ et ψ sont de façon évidente invariantes par la transformation
(1).

Pour mettre les équations de transformation (39) et (46) sous la forme (31), il est nécessaire d’éva-
luer les (a+ ib)(a− ib) pour chacune d’elles. Dans le cas de (46), l’analyse menant à l’équation (34)
est directement applicable, et donne, quand on écrit j pour k,Mx et My pour mx et my, p pour
mx, et µx, µy, µz pour x, y, z et ξ, η, ζ,
j(j − h)(µz + i [j, µz])(µz − i [j, µz])

= (j2
2 − p2)(µ2

x + µ2
y + µçz2) + ihp(µxµy − µyµx)

− ij2{Mx(µyµz − µzµy) +My(µzµx − µxµz)}.

On a
µ2
x + µ2

y + µ2
z = ∑

xyz(m2
ym
′2
z +m2

zm
′2
y −mymzm

′
zm
′
y −mzmym

′
ym
′
z)

= (m2
x +m2

y +m2
z)(m′2x +m′2y +m′2z )
− (mxm

′
x +mym

′
y +mzm

′
z)2

+∑
xyz(mymz −mzmy)(m′ym′z −m′zm′y)

= m2m′2 − (m . m′)2 − h2m . m′,
et
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[µx, µy] = [µx,mz]m′x +mz [µx,m′x]− [µx,mx]m′z −mx [µx,m′z]
= mxm

′
zm
′
x +mz(mym

′
y +mzm

′
z)

− (−mzm
′
z −mym

′
y)m′z +mxmzm

′
x

= (mz +m′z)(mxm
′
x +mym

′
y +mzm

′
z)

+ (mxmz −mzmx)m′x +my(m′ym′z −m′zm′y)
= Mzm . m′

comme les deux derniers termes s’évanouissent, avec des relations similaires pour [µy, µz] et [µz, µx].

Par conséquent, le côté droit de (47) devient
(j2

2 − p2){m2m′2 − (m . m′)2 − h2m . m′} − h2p2m . m′ + hj2(M2
x +M2

y )m . m′

= (j2
2 − p2){m2m′2 − (m . m′)2} − h2j2

2m . m′ + hj2(j1j2 − p2)m . m′

= (j2
2 − p2){m2m′2 − (m . m′)2 + hj2m . m′.

Maintenant
(48)

m . m′ = 1
2(j1j2 − k1k2 − k′1k′2)

= 1
2(j2

2 − k1k2 − k′1k′2 + hj2)
m . m′ − hj2 = 1

2(j2
2 − k1k2 − k′1k′2 − hj2)

m2m′2 − (m . m′ − hj2)m . m′ = k1k2k
′
1k
′
2 − 1

4{(j
2
2 − k1k2 − k′1k′2)2 − h2j2

2}
= 1

4{j
4
2 − 2j2

2(k1k2 + k′1k
′
2 + 1

2h
2)

+ (k1k2 − k′1k′2)2}
= 1

4{j
4
2 − 2j2

2(k2 + k′2) + (k2 − k′2)2}
= 1

4(k, k′, j2),
où nous avons utilisé la notation
(a, b, c) = −(a4 + b4 + c4 − 2b2c2 − 2c2a2 − 2a2b2)

= (a+ b+ c)(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c)
pour les trois quantités a, b, c qui commutent. Par conséquent, (47) se réduit à
(49) j(j − h)(µz + i [])(µz − i [] = 1

4(j2
2 − p2)(k, k′, j2).

L’évaluation du produit (a+ ib)(a− ib) pour l’équation (39) est plus compliqué, et la méthode sera
seulement indiquée. Le produit à évaluer, notamment, (q . m′ + i[k,q . m′])(q . m′ − i[k,q . m′]),
est composé de la somme des trois termes comme

m′2x (x+ i [k, x])(x− i [k, x]),
et de trois termes comme

{m′xm′y(x+ i [k, x])(y − i [k, y]) +m′ym
′
x(y + i [k, y])(x− i [k, x])}.

Les valeurs des trois premiers termes sont données directement par l’équation (35), alors que la va-
leur de la somme des quantités (x+ i[k, x])(y− i[k, y]) et (y+ i[k, y])(x− i[k, x]) peut être obtenue
en appliquant la transformation linéaire (1) au z et mz dans (35) en égalisant les coefficients de
l3m3, des deux côtés. En procédant de cette manière, on obtient finalement
(50) k(k − h)(q . m′ + i [k, q . m′])(q . m′ − i [k, q . m′]) = 1

4(k2, k
′, j)r2.
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Grâce à (49) et (50), les équations de transformation (46), (39), (40) peuvent être mises sous la
forme (31), et donner

(51)


µz + i [j, µz] = 1

2j
− 1

2 (j2
2 − p2) 1

2 (k, k′, j2)
1
2 eiψj−

1
2

= 1
2j
− 1

2 eiψ(j2
1 − p2) 1

2 (k, k′, j1)
1
2 j−

1
2

µz − i [j, µz] = 1
2j
− 1

2 (j2
1 − p2) 1

2 (k, k′, j1)
1
2 e−iψj−

1
2

= 1
2j
− 1

2 e−iψ(j2
2 − p2) 1

2 (k, k′, j2)
1
2 j−

1
2

et (52)
{

q . m′ + i [k,q . m′] = 1
2rk

− 1
2 (k2, k

′, j) 1
2 eiθk−

1
2 = 1

2rk
− 1

2 eiθ(k1, k
′, j) 1

2k−
1
2

q . m′ − i [k,q . m′] = 1
2rk

− 1
2 (k1, k

′, j) 1
2 e−iθk−

1
2 = 1

2rk
− 1

2 e−iθ(k2, k
′, j) 1

2k−
1
2

avec les relations correspondantes pour θ′.

7. Systèmes à plus de deux électrons.

L’extension de la transformation aux systèmes à plus de deux électrons peut être faite comme
en théorie classique, comme cela a été expliqué au § 1. Les Mx,My,Mz, du noyau forment les
m′x,m

′
y,m

′
z, du système global et les j du noyau forment les k′ du système global. Un léger chan-

gement doit être effectué dans le ψ du noyau qui devient le θ′ du système global, puisque le ψ du
noyau doit commuter avec les Mz du noyau ou les m′z du système global alors que les θ′ du système
global n’ont pas besoin de le faire, comme m′z n’est pas une variable d’action, mais doivent plutôt
commuter avec les p et les j du système global. Ce changement est effectué en substituant aux µz
dans l’équation de définition (46) le produit scalaire des (µx, µy, µz) du noyau et les (mx,my,mz)
de l’électron externe, de la même façon qui a été utilisée quand on a changé la définition de θ en
passant du cas à un électron à celui à deux électrons en remplaçant q . m′ par z dans (29).

Ce changement rend également θ′ invariant selon la transformation (1), alors que ça n’était pas le
cas de ψ du noyau. Dans la théorie classique, la signification géométrique du changement est que
le ψ du noyau est son azimut par rapport à la direction du j du noyau mesuré à partir du plan
contenant ce j et l’axe des z, alors que le θ′ du système global est la même azimut, mesuré à partir
du plan contenant le j du noyau et le j du système global.

Il y a des méthodes alternatives pour traiter le système contenant plus de deux électrons, et on
peut ajouter les moments angulaires ensemble selon les différents plans ; par exemple, on devrait
d’abord ajouter les moments angulaires des deux électrons extérieurs, et alors ajouter cette somme
au moment angulaire résultant de ceux restant. La pertinence des différentes méthodes dépend
de l’importance relative des termes différents de la perturbation dans l’Hamiltonien. Les variables
d’action (excepté p) sont toujours reliées aux grandeurs des moments angulaires par des équations
de type (17) et (20), alors que la méthode du § 4 peut toujours être utilisée pour trouver les va-
riables d’angle.

8. Applications. Valeurs limites des variables d’action.

Les applications qui vont être faites maintenant ne sont valides que lorsque l’Hamiltonien est tel
que k, k′, j, p sont les vraies variables d’action ou s’il en est approximativement ainsi.
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Pour obtenir des résultats physiques de la théorie présente, on doit substituer aux variables d’ac-
tion un ensemble de c-nombres qui peuvent être vus comme représentant un état stationnaire. Les
différents c-nombres qu’une variable d’action particulière peut prendre forment une progression
arithmétique de différence constante h, qui doit être habituellement bornée, dans une direction
au moins, de façon à ce que le système puisse avoir un état normal. Tous les termes dans le dé-
veloppement de Fourier des coordonnées cartésiennes qui correspondent aux transitions d’un état
stationnaire dans les limites à un état à l’extérieur des limites doivent s’évanouir. Il peut sembler
que ces conditions soient difficiles à satisfaire, et qu’en général, il devrait n’y avoir aucun moyen
de choisir une progression arithmétique qui satisfasse ces conditions. En pratique, il semble y avoir
une règle générale qui fait que les conditions peuvent être satisfaites d’une façon dont l’exemple à
suivre est un exemple type.

Supposons que w est une variable d’angle et que J est la variable d’action conjuguée et que partout
où eiw apparaît dans les équations de transformation, il ait immédiatement face à lui le facteur
(J2 − c), où c est un c-nombre, et partout où e−iw intervient, il ait immédiatement après lui le fac-
teur (J2− c), ce qui est équivalent au facteur (J1− c) immédiatement devant. Alors faisons prendre
à J la série de valeurs c + 1

2h, c + 3
2h, c + 5

2h, . . ., qui se termine en (c + 1
2h). L’amplitude reliée à

(c + 1
2h, c −

1
2h) est donnée en mettant J = c + 1

2h dans le coefficient devant eiw ou le coefficient
derrière e−iw et ainsi, s’évanouit à cause du facteur (J2−c). Les amplitudes reliées à (c+ 1

2h, c−
3
2h)

et (c + 3
2h, c −

1
2h) sont données en mettant J = c + 1

2h et J = c + 3
2h dans le coefficient devant

e2iw, ou le coefficient derrière e−2iw. Maintenant e2iw ne peut arriver qu’à travers
{e−iw(J2 − c)}2 = e−2iw(J − c− 1

2h)(J − c− 3
2h).

de telle façon que son coefficient s’évanouit quand J = c+ 1
2h ou c+ 3

2h, et similairement e−2iw ne
peut intervenir que dans

{(J2 − c)eiw}3 = (J − c− 1
2h)(J − c− 3

2h)(J − c− 5
2h)e3iw,

De la même façon, e3iw ne peut intervenir qu’à travers
{(J2 − c)eiw}3 = (J − c− 1

2h)(J − c− 3
2h)(J − c− 5

2h)e3iw,

et son coefficient s’évanouit quand J = c+ 1
2h, ou c+ 3

2h, et etc.

Ainsi toutes les amplitudes dans les développements de Fourier qui sont reliées à une valeur de J
plus grande que c et une valeur moindre que c s’évanouissent, ce qui justifie la série que nous avons
choisie pour J . Nous pourrions aussi bien avoir pris la série c− 1

2h, c−
3
2hc−

5
2h, . . .. Nous pourrions

appeler la valeur J = c la valeur limite de l’une ou l’autre série.

De la même façon, quand il y a plus d’une variable d’action, J et J ′ disons, si eiw est toujours
précédé dans les équations de transformation par un coefficient avec le facteur f(J2, J

′), et e−iw
est précédé par f(J1, J

′) nous pouvons prendre f(J, J ′) = 0 comme valeur limite pour J . Cette
équation, pourtant, peut également être considérée comme le fait de fixer une valeur limite pour J ′,
et il est alors nécessaire que le facteur f(J, J ′2) doive toujours être devant eiw

′ et f(J, J ′1) devant e−iw.

Maintenant considérons (32) et (36), les équations de transformation qui font intervenir les va-
riables d’angle pour le système avec un seul électron. On voit que eiψ est précédé par les facteurs
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(j−p2)
1
2 , (j+p2)

1
2 , qui sont les mêmes que (k−p2)

1
2 , (k+p2)

1
2 , et eiψ par (k−p1)

1
2 , (k+p1)

1
2 , et, de

plus, que eiθ est précédé par (k2−p)
1
2 , (k2 +p

1
2
) , et e−iθ par (k1−p)

1
2 , (k1 +p

1
2
) . Toutes les conditions

sont ainsi satisfaites pour k− p = 0 et k+ p = 0 pour être les valeurs limites des variables d’action.
Par conséquent, pour k donné, p prend les 2|k| valeurs allant de |k| − 1

2h à −|k| + 1
2h. On peut

montrer que k prend des valeurs quantiques demi-entières quand le champ central consiste en un
champ inverse du carré de la force avec un petit inverse de cube de champ de force superposé (en
mécanique non-relativiste), et qu’ainsi il prend les valeurs ±1

2h,±
3
2h,±

5
2h . . ., correspondant aux

termes S, P, D . . . en spectroscopie. Il y aura ainsi 1, 3, 5... états stationnaires pour les termes
S, P, D . . . quand le système a été rendu non dégénéré par un champ magnétique, en accord avec
l’observation des spectres de singlets.

Nous avons déjà montré les règles de sélection pour k et p. Il reste à prouver que les transitions de
k = 1

2h vers k = −1
2h ne peuvent advenir, car elles apparaitraient expérimentalement comme des

transitions S → S. Quand k est ±1
2h, la seule valeur possible pour p est zéro, de telle façon que

nous n’avons qu’à considérer des transitions pour lesquelles p ne change pas. De (36) ou (38), on
voit que le coefficient devant eiθ dans le développement de Fourier de z s’évanouit quand on met
k = 1

2h, p = 0, de telle façon que la transition k = 1
2h vers k = −1

2h ne peut avoir lieu.

Pour un système de deux électrons ou plus, on voit dans les équations (32) et (51) que j ± p = 0
sont des valeurs limites pour j et p, et des équations (51), (52) et des équations correspondant à
(52) pour θ′, que k ± k′ ± j = 0 sont des valeurs limites pour k, k′ et j. Par conséquent, p prend
des valeurs de |j| − 1

2h à −|j| + 1
2h, alors que j prend les valeurs, quand k et k′ sont positifs, de

k + k′ − 1
2h à |k − k′| + 1

2h, en accord avec l’expérience. Cette règle s’applique généralement pour
l’addition de deux moments quelconques.

La transition k = 1
2h vers k = −1

2h est toujours interdite, puisque quand k = ±1
2h, j peut seulement

prendre la valeur k′, de telle façon que j ne peut pas changer pendant la transition et de (52), le
coefficient devant eiθ s’évanouit quand on met k = 1

2h, j = k′, à cause des facteurs (k2 + k′ − j) 1
2

ou (k2 − k′ + j) 1
2 .

9. Effet anomal de Zeeman.

La présente théorie ne donne aucune explication de ces phénomènes atomiques qui sont regroupés
sous le terme de duplicité, notamment, les relations particulières de la relativité et des doublets à
l’écran dans le spectre des rayons X, la règle de branchement de la spectroscopie et l’effet anomal de
Zeeman. Si, pourtant, on adopte le modèle habituel de l’atome, consistant en une série d’électrons
et un noyau dans lequel le rapport entre le moment magnétique et le moment angulaire mécanique
est le double de la valeur normale de Lorentz, alors la théorie présente donne la g-formule correcte
pour l’énergie des états stationnaires dans un champ magnétique faible sans avoir besoin d’aucune
supposition supplémentaire.

L’énergie de l’atome dans un champ magnétique dans la direction de l’axe des z est proportionnelle,
dans ce modèle, à

mz + 2m′z = Mz +m′z

plutôt qu’à Mx, comme dans le modèle normal. Si le champ est faible, nous pouvons utiliser la
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théorie de la perturbation, selon laquelle le changement d’énergie des états stationnaires est donné,
au premier ordre, par le terme constant dans le développement de Fourier de l’énergie, en fonction
des variables uniformisantes pour le système non perturbé. Nous devons alors obtenir le terme
constant dans le développement de Fourier de (Mz +m′z) en fonction des θ, θ′, φ et ψ. Nous avons,
découlant de (45) et (41)

j [j, µz] = My(Mym
′
z −m′yMz)−Mx(m′xMz −Mxm

′
z) + 1

2ihµz

= (M2
x +M2

y +M2
z )m′z − (Mxm

′
x +Mym

′
y +Mzm

′
z)Mz + 1

2ihµz.

Des équations (51), les développements de Fourier de µz, et [j, µz] ne contiennent aucun terme
constant. Par conséquent, le terme constant dans le développement de m′z est

Mxm
′
x +Mym

′
y +Mzm

′
z

M2
x +M2

y +M2
z

Mz =
k′1k

′
2 + 1

2(j1j2 − k1k2 − k′1k′2)
j1j2

Mz,

en utilisant (48), et le terme constant dans le développement de Mz +m′z, est(
1 + 1

2
j1j2 − k1k2 + k′1k

′
2

j1j2

)
Mz.

Le coefficient deMz dans cette expression est la g-valeur, et est en accord avec la formule de Landé 5.

10. Intensités relatives des lignes d’un multiplet.

L’amplitude de vibration d’un atome correspondant aux transitions de l’état Jr = nrh à l’état
Jr = (nr − αr)h est obtenue en mettant Jr = nrh dans le coefficient devant exp.i∑αrwr, dans le
développement de Fourier de la polarisation totale de l’atome, ou en mettant Jr = (nr−αr)h dans
le coefficient derrière son exponentielle. Nous ne pouvons pas vraiment déterminer les amplitudes
à présent parce que nous ne connaissons pas les variables d’action et d’angle correspondant aux r
et pr. Si, pourtant, nous supposons que dans le développement de Fourier de r, les variables p, j, φ
ψ n’interviennent pas, alors quand x/r, y/r, z/r sont développés en séries de Fourier en eiφ, eiψ,
les rapports des coefficients donneront les rapports des amplitudes correspondantes. Nous pouvons
ainsi déterminer les intensités relatives des lignes d’un multiplet et des composantes dans lesquelles
ces lignes sont séparées dans un champ magnétique faible 6.

Dans le cas d’un système avec un seul électron, les équations (38) donnent en une seule fois les
amplitudes relatives des composantes d’un champ magnétique. Dans le cas des électrons de la série
du noyau de l’atome, nous devons obtenir les développements de Fourier x, y, z de (32), (51) et
(52). Il est pratique d’introduire les quantités

λx = Myz − yMz = zMy −Mzy = Myz −Mzy − ihx
λy = Mzx− zMx = xMz −Mxz = Mzx−Mxz − ihy
λz = Mxy − xMy = yMx −Myx = Mxy −Myx− ihz

5. Landé, Zeits. f. Phys. vol. 15, p. 189 (1923).
6. Les intensités relatives des composantes d’une ligne d’un champ magnétique ont été obtenues par Born, Hei-

senberg et Jordan (loc. cit.) par leur méthode matricielle.
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On a
(53) Mxλx +Myλy +Mzλz = ∑

xyz{(MxMy −MyMx)z − ihMzz} = 0
et
(54)

{
[Mz, λx] = [Mz,Myz − yMz] = −Mxz + xMz = λy
[Mz, λy] = [Mz,Mzx− zMx] = Mxy + zMy = −λx

(55) [Mz, λz] = [Mz,Mxy − xMy] = Myy −Mxx− yMy + xMx = 0

Les relations (53), (64), (63) entre les λ et M correspondent exactement aux relations (4), (5), (6)
entre les x, y, z et les m ou les relations (44), (42), (43) entre les µ et M . Nous pouvons donc alors
appliquer les résultats déduits de (4), (5), (6) directement aux λ. Nous obtenons ainsi, correspon-
dant à (33) ou (45)
(56) j [j, λz] = Myλx −Mxλy + 1

2ihλz,

et nous pouvons également prendre λx, λy, λz égaux aux ξ, η, ζ de l’équation (34) et nous pouvons
alors écrire µx, µy, µz pour x, y, z à la condition de remplacer les mx,my,mz, par les Mx,My,Mz, j.
Cela donne
(57) j(j − h)(µz + i [j, µz])(λz − i [j, λz])

(j2
2 − p2)(µxλx + µyλy + µzλz) + ihMz(µxλy − µyλx)

− ij2{Mx(µyλz − µzλy) +My(µzλx − µxλz)}.

Maintenant
µxλx + µyλy + µzλz = ∑

xyz(m′zmy −m′ymz)(Myz −Mzy − ihx)
= ∑

xyz{(m′zmy −m′ymz)My − (m′xmz −m′zmx)Mx

− ih(m′ymx −m′xmy)}z
= ∑

xyz{m′z(mxMx +myMy +mzMz)
− (m′xMx +m′yMy +m′zMz)mz}z

= ∑
xyz{(mxMx +myMy +mzMz)m′z

+mx(m′zMx −Mxm
′
z) +my(m′zMy −Mym

′
z)}z

= m . M m′ . q + ihµ . q.

Également
µxλy − µyλx = µx(xMz −Mxz)− µy(Myz − yMz)

= (µxx+ µyy + µzz)Mz − (µxMx + µyMy + µzMz)z
= µ . qMz,

et de façon similaire
µyλz − µzλy = µ . qMx,
µzλx − µxλz = µ . qMy,

alors que
µ . q = ∑

xyz(mym
′
z −mzm

′
y)x = ∑

wyz(myx−mxy)m′z
= k [k,q . m′]− 1

2ihq . m′

de (83).
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En utilisant ces résultats et le fait que Mx,My,Mz, commutent avec µ . q (puisqu’ils commutent
avec k et avec q . m′), l’équation (57) devient

j(j − h)(µz + i [j, µz])(λz − i [j, λz])
= (j2

2 − p2)(m . M q . m′ + ihµ . q) + i{hM2
z − j2(M2

x +M2
y )}µ . q

= (j2
2 − p2)(m . M q . m′ + ihµ . q − ih1µ . q)

= 1
2(j2

2 − p2){(j1j2 + k2 − k′2)q . m′
− 2ij2(k [k,q . m′]− 1

2ihq . m′)}
= 1

2(j2
2 − p2){(k + k′ + j2)|(k − k′ + j2)(q . m′ − i [k,q . m′])

− (k + k′ − j2)(−k + k′ + j2)(q . m′ + i [k,q . m′])}.

Maintenant en substituant aux µz + i[j, µz], q . m′ − i[k,q . m′] et q . m′ + i[k,q . m′] leur valeur
donnée par (51) et (52).

Après l’élimination de certain facteurs et en prenant le eiψ du côté droit, on obtient

(58) λz − i [j, λz] = r
(j2

1 − p2) 1
2 j

1
2
1

j
1
2 (j + h) 1

2
{F+1e

−i(θ+ψ) − F ′+1e
i(θ−φ)},

où
F+1 = 1

4(k + k′ + j + 1
2h) 1

2 (k − k′ + j + 1
2h) 1

2 (k + k′ + j + 3
2h) 1

2 (k − k′ + j + 3
2h) 1

2

÷ (j + 1
2h) 1

2k
1
2 (k + h) 1

2 ,

F′+1 = 1
4(k + k′ − j − 1

2h) 1
2 (−k + k′ + j + 1

2h) 1
2 (k + k′ − j − 3

2h) 1
2 (−k + k′ + j + 3

2h) 1
2

÷ (j + 1
2h) 1

2k
1
2 (k − h) 1

2 .

De façon similaire, on peut montrer que

(59) λz + i [j, λz] = r
(j2

2 − p2) 1
2 j

1
2
2

j
1
2 (j + h) 1

2
{F ′−1e

i(θ+ψ) − F−1e
−i(θ−ψ)}

où F ′−1, F−1 sont les quantités obtenues en écrivant −h pour h dans F+1, F ′+1, respectivement.

Également de (52)
(60) q . m′ = r(j1j2/j)

1
2 (F0e

−iθ + F ′0e
iθ)

où
F0 = 1

4j
1
2 (k + k′ + j + 1

2h) 1
2 (k + k′ − j + 1

2h) 1
2 (k − k′ + j + 1

2h) 1
2 (−k + k′ + j − 1

2h) 1
2

÷ j
1
2
1 j

1
2
2 k

1
2 (k + h) 1

2

et F ′0 est la quantité obtenue en écrivant −h pour h dans F0.

De (56)
j [j, λz] = My(Myz − yMz)−Mx(xMz −Mxz) + 1

2ihλz

= (M2
x +M2

y +M2
z )z − (Mxx+Myy +Mzz)Mz + 1

2ihλz.
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Par conséquent
j1j2z = q . m′p− 1

2ihλz + j [j, λz] .
ou
(61) z = p

j1j2
q . m′ + 1

2i
1
j1

(λz − i [j, λz])−
1
2i

1
j2

(λz + i [j, λz]).

On a également
(x+ iy)(Mx − iMy) = xMx + yMy + i(yMx − xMy)

= q . m′ − pz + i(λz − ihz)

= j1j2 − p(p− h)
j1j2

q . m′ + 1
2i
j1 − (p− h)

j1
(λz − i [j, λz])

+ 1
2i
j2 + (p− h)

j2
(λz + i [j, λz])

en utilisant (61). Maintenant, prenons le facteur (Mx−iMy) du côté droit et substituons sa valeur à
(Mx− iMy)−1 dans les équations (32), notamment, (j2− p2

2)−
1
2 eiφ. Le résultat après réarrangement

des facteurs est

(62) x+ iy =
{(j2 − p2

2)
1
2

j2 − 1
4h

2) q . m′ + 1
2i

(j − p+ 3
2h) 1

2

j1(j + p+ 1
2h) 1

2
(λz − i [j, λz])

+ 1
2i

(j + p− 3
2h) 1

2

j2(j − p− 1
2h) 1

2
(λz + i [j, λz])

}
eiφ.

Pour obtenir les développements de Fourier de x/r, y/r, z/r, il est maintenant seulement nécessaire
de substituer aux facteurs q . m′, λz − i[j, λz], et λz + i[j, λz] dans (61) et (62), leur valeur donnée
par (60), (58) et (59). Les rapports des amplitudes obtenus de cette manière sont maintenant en
parfait accord avec ceux obtenus précédemment par Kronig et al. 7 au moyen de certaines suppo-
sitions spécifiques, et en accord parfait avec l’expérience. Les F+1, F−1, F0 du présent article sont
proportionnels aux racines carrées des F+1, F−1,

1
2F0 de Kronig.

Mes remerciements vont à M. R. H. Fowler, F.R.S., pour ses critiques et aide dans l’écriture de cet
article.

Résumé.

La nouvelle mécanique quantique dans laquelle intervient l’algèbre non-commutative est appliquée
au problème d’un certain nombre d’électrons se déplaçant dans un champ de force approximati-
vement central, une transformation de contact étant obtenue pour un ensemble de variables qui
incluent les k pour chaque électron et les j du système global. On trouve que k n’est pas égal à
m, la valeur du moment angulaire de l’électron, comme dans la théorie classique, mais doit être
reliée à m par la formule m2 = (k + 1

2h)(k − 1
2h), et une relation similaire est respectée entre j et

le moment angulaire résultant du système global.

On montre que la théorie donne les valeurs limites correctes pour les j du résultant de deux

7. Kronig, Zeits. f. Phys., vol. 31, p. 885 (1925) ; Sommerfeld et Hönl, Sitz. d. Preuss. Akademie, p. 141 (1925) ;
Russell, Proc. Nat. Academy Sciences, U.S.A., vol. 11, p. 314 (1925).
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moments angulaires dont les k sont donnés, et donne également la g-formule correcte pour les
niveaux d’énergie d’un atome dans un champ magnétique faible sous la supposition de l’anomalie
magnétique usuelle du noyau de l’atome. La théorie fournit également les résultats de Kronig pour
les intensités relatives des lignes d’un multiplet et leurs composants dans un champ magnétique
faible.
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