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Résultats numériques
sur la conjecture de Goldbach

Jan Bohman et Carl-Erik Fröberg

Résumé. Le nombre de décompositions de Goldbach a été calculé pour tous les nombres pairs ≥ 350 000 et comparé
aux estimées théoriques bien connues. Les fluctuations aléatoires sont lentement décroissantes et inférieures à ±5
pour cent à l’extrémité supérieure de l’intervalle. Le nombre de décompositions est donné explicitement pour les
2n, n = 3(1)22. De plus, si pour un N donné, le plus petit premier de toutes les décompositions de 2N est a = a(2N),
on a également déterminé a1(2N1) < a2(2N2) < ... avec N1 < N2 < ... tel que n < Nk implique a(2n) < ak(2Nk)
jusqu’à 2n = 40 000 000.

Introduction.

La conjecture de Goldbach, qui stipule que tout nombre pair 2N ≥ 6 peut s’écrire comme une
somme de deux nombres premiers impairs d’au moins une manière, a été précédemment vérifiée
jusqu’à au moins 2N = 33 000 000 [1], et la possibilité de trouver un échec semble être extrêmement
petite. Au lieu de cela, nous étudierons le nombre de décompositions dans un intervalle raisonnable-
ment grand comparé aux résultats théoriques obtenus d’un modèle probabiliste pour la densité des
nombres premiers.

Nous mentionnerons d’abord brièvement l’existence d’une fonction génératrice.

Soit p un nombre premier et

f(x) =
∑

(p 1er impair)

xp = x3 + x5 + x7 + x11 + . . . .

Alors (
1

2

)[
{f(x)}2 + f(x2)

]
= x6 + x8 + 2x10 + x12 + 2x14 + . . . =

∞∑
n=3

G(2n)x2n

définira le nombre G(2n) de décompositions de Goldbach du nombre pair 2n. Malheureusement,
cette fonction génératrice apporte peu de lumière sur l’une quelconque des propriétés de G(2n).

Estimations probabilistes.

Le nombre G(2n) dépend fortement de la structure du nombre 2n. Si, par exemple, 3 est un
facteur de 2n, alors aucun des nombres 2n − 5, 2n − 7, 2n − 11, 2n − 13, ... ne peut avoir pour
facteur 3, et donc il est hors de question que ce facteur intervienne dans des candidats pour les
décompositions de Goldbach. D’un autre côté, si 3 n’est pas un facteur de 2n, alors 2n−5, 2n−7, ...
sera≡ 0,≡ 1,≡ 2 (mod. 3) selon les probabilités (1

2
, 0, 1

2
) ou (1

2
, 1
2
, 0), mais seuls les deux derniers cas

seront candidats pour les décompositions de Goldbach puisque la première alternative représente des
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nombres divisibles par 3. Par conséquent, si d’autres facteurs de 2n sont si grands que leur influence
peut être négligée, nous aurons environ deux fois plus de décompositions dans le premier cas que
dans le second. En général, pour un facteur p de 2n, on doit réduire le nombre de décompositions
par (p− 1)/(p− 2) pour rendre toutes les décompositions comparables. Évidemment, les nombres
de la forme 2n ou 2p auront peu de décompositions d’un point de vue absolu.

En 1915, Brun [2] a donné la formule asymptotique

G(2n) ∼ 2ω
∏
pr|2n

pr≤
√

(2n)

((pr − 1)/(pr − 2)) n/(ln 2n)2

avec

ω =
∞∏
p=3

p(p− 2)/(p− 1)2 = 0.6601618.

En 1942, Selmer [4] a donné une formule plus précise G(2n) ∼ H(2n), où

H(2n) = 2ω
∏
pr|2n

pr≤
√

(2n)

((pr − 1)/(pr − 2))

∫ n

0

dx/(ln(n+ x)ln(n− x)).

L’intégrale devrait être interprétée au sens de Cauchy.

Dans cet article, nous rendons compte de nos études sur le quotient G(2n)/H(2n) pour 6 ≤ 2n ≤
350 000. On construit une représentation adéquate en prenant le maximum et le minimum de 1000
valeurs couvrant un intervalle de 2000 nombres. La figure 1 a été obtenue de cette façon. Les
fluctuations aléatoires décroissent lentement vers environ 15 pour cent à l’extrémité supérieure de
l’intervalle.

Figure 1 : Maximum et minimum du quotient G(2n)/H(2n) dans des intervalles de longueur 2000.
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On a également enregistré le nombre minimum absolu de décompositions dans les mêmes intervalles
jusqu’à 300 000 (voir figure 2 ; cf. aussi table 1), et comme on peut s’y attendre, ces valeurs sont
légèrement plus petites que les valeurs “moyennes” H(2n) quand les facteurs (pr − 1)/(pr − 2) sont
négligés.

Figure 2. Le nombre minimum de décompositions de Goldbach dans des intervalles de longueur
2000. Pour 98000 < 2n ≤ 100000, ce nombre est égal à 559. Notons que des intervalles plus gros

sont utilisés dans la table 1.

Table 1. Nombre minimum de décompositions de Goldbach g dans l’intervalle
(k − 1) · 104 < 2n ≤ k · 104.

De plus, les valeurs G(2n), n = 3(1)22, ont également été calculées, et les résultats sont fournis dans
la table 2 et la figure 3.
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Figure 3. Nombre de décompositions de Goldbach sur une échelle logarithmique
pour les puissances de 2.

Table 2. Nombre de décompositions de Goldbach pour les puissances de 2.

Finalement, on a également étudié les nombres ak = ak(2Nk) définis par la propriété que n < Nk

impliquerait l’existence d’une partition 2n = p + q, p ≤ q, avec p < ak. Par exemple, tous les
nombres pairs inférieurs à 98 ont au moins une décomposition avec un décomposant le plus petit
≤ 7, mais quand 2n = 98, la “plus petite” décomposition est 19 + 79. Le résultat est donné dans
la table 3 et la figure 4.
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Figure 4. Si (2n1, a1) et (2n2, a2) définissent deux points adjacents, alors n1 ≤ n < n2, implique
l’existence d’une décomposition de Goldbach de 2n contenant un nombre premier p ≤ a1.

Table 3. Pour des explications, consulter la figure 4.

Pour de plus grandes valeurs de 2n, le quotient ln(2n)/(ln a)2 semble être approximativement con-
stant (variant à partir de la huitième valeur entre 0.335 et 0.375).
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