Automorphismes périodiques du facteur hyperfini de type 11,
A. Connes

Introduction

Il y a de nombreuses constructions de facteurs qui donnent naissance au facteur hyperfini de type
I1;, que nous noterons R dans la suite. Par exemple 1) tout produit tensoriel infini d’'un nombre
dénombrable d’algebres matricielles selon leur trace, 2) la construction de l'espace du groupe de
mesure pour une mesure ergodique préservant les transformations, 3) la représentation réguliere a
gauche d'un groupe discret localement fini avec classes de conjugaison infinies.

A chacune de ces facons d’obtenir R correspondent des automorphismes de R. Deux automor-
phismes a et 3 of R sont conjugués quand pour un certain automorphisme o de R on a cac™! = 3.

Le probleme le plus simple non trivial de la théorie ergodique est certainement celui de classifier,
a conjugaison pres, les automorphismes périodiques de R. Il s’avere qu'une classification complete
est possible, au moyen d’invariants tres simples que nous allons maintenant décrire.

Notons d’abord que le probleme de la conjugaison se sépare en deux problemes :

a) le probleme de la conjugaison extérieure : décider s’il existe, étant donnés «, 8 € Aut R un
automorphisme intérieur Ad W tel que § est conjugué de Ad W - o

b) le probleme de la conjugaison intérieure : étant donné ov € Aut R décider quels W, unitaires
dans R, sont tels que Ad W - « est conjugué de a.

Pour résoudre le probleme a) on définit d’abord deux invariants de conjugaison extérieure :

1. po(car) est la période extérieure de « défini comme lentier tel que, pour
ne€Z, o"e€lnt R < n € py(a)Z.

2. v(«) est un nombre complexe de module 1 défini par I'implication : U unitaire dans R,
a?(@ = Ad U = a(U) = qU. On vérifie par calcul direct (prop. 1.4) que p, et 7 sont
invariants de classes de conjugaison extérieures et que y(a)P(® = 1.

On trouve pour chaque couple p € N,y € C, avec 4 = 1, un automorphisme de R, s}, de période
égale a p - Ordre de 7y et tel que

po(sy) =p.  ~(sp) =~  (prop. 1.6).

On démontre que les invariants pg, v classifient completement les automorphismes périodiques de R,
a conjugaison extérieure pres, de telle fagon que tout automorphisme périodique de R est conjugué
extérieur d'un (et d'un seul) des s} (théoreme 6.2).
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La preuve s’appuie sur 'introduction d’une structure de groupe sur l'ensemble Br,, des classes
de conjugaison extérieures des automorphismes de période extérieure p. On vérifie que si a et
sont de telles classes alors av ® 3 est également une classe appartenant a Br, ainsi que la classe
de I'opposé a® de a, une fois que R ® R et R° (le facteur opposé de R) sont identifiés avec R par
un certain isomorphisme (les classes a® 3 et a® étant bien stir indépendantes de cet isomorphisme).

Une fois ceci fait, on démontre que Br, est un groupe d’opération inverse o — o’ et que v est un
isomorphisme de Br, sur le groupe des racines p'“** de 1 dans C.

La preuve de l'injectivité de v, i.e. de I'unicité de la classe de conjugaison extérieure avec invariants
extérieurs (p, 1), est obtenue grace a une technique de séquences centrales, comme cela a été utilisé
par D. McDUFF dans [7] (voir le théoréme 5.1).

Le lecteur familier avec la construction du groupe de Brauer B(k) d’un corps commutatif arbitraire
k reconnaitra ’analogie avec la construction de Br), ci-dessus - les objets que nous étudions sont
des automorphismes périodiques de R et le concept de similarité des algebres centrales simples
sur k correspond au concept de conjugaison extérieure de deux automorphismes périodiques. Le
role des algebres de division est joué par I'automorphisme périodique minimal : « est dit minimal
périodique quand sa période est la plus petite période de sa classe de conjugaison extérieure. Ex-
actement comme tout algebre centrale simple sur k est le produit tensoriel d'une unique algebre
de division par une algebre de matrices M, (k), on a que tout automorphisme périodique de R
est le produit tensoriel d’'un automorphisme périodique minimal (déterminé de maniére unique a
conjugaison pres) par un automorphisme intérieur (théoreme 1.11). De plus, les automorphismes
minimaux sont également caractérisés par le fait que leur algebre de point fixe est un facteur
(théoreme 2.5).

Pour tout p € N,y € C,4? = 1, automorphisme s} est 'unique automorphisme minimal de la

classe de conjugaison extérieure avec invariants extérieurs p, .

Aussi, le produit tensoriel de deux algebres de division sur k& peut ne pas étre une algebre de division
et de la méme fagon que le produit tensoriel de deux automorphismes minimaux peut ne pas étre
minimal. La réponse au probléme b) est obtenue en définissant l'invariant intérieur (a) d’un auto-
morphisme périodique arbitraire & de R comme la mesure spectrale (définie seulement & rotation
prés) correspondant au vecteur trace et un U € R arbitraire tel que a?»(®) = Ad U, ol p,(a) est
la période minimale de «. Il s’avere que pg,y et € forment un systeme complet d’invariants pour
les automorphismes intérieurs de R, les seules relations étant que 7v7° = 1 et que le support de ¢
est I'une des ni*™® racines de 1 pour un certain n (théoréme 1.11).

Cela permet aussi de résoudre le probleme de 1’équivalence faible :

¢) Pour a et B € Aut R, quand existe-t-il un ¢ € Aut R tel que olajo™ = [5] 7 (ou le
groupe complet [a] de « est défini en termes classiques (voir par exemple [4] déf. 1.5.4)). Les
invariants d’équivalence faible sont py(«), Ordre de v(«) = ¢(a) et les symboles de Legendre
(j/p) = £1, ou p est un nombre premier divisant ¢(«), et y(a) = —exp i27j/c, avec deux
symboles additionnels £(j),w(j) (resp. un : £(j)) quand c¢(«) est divisible par 4 (resp. 2 mais
pas 4) qui sont classiques en arithmétique élémentaire.



Il S’avere que ce sont des invariants complets d’équivalence faible, la seule relation étant que ¢(«)
divise p(«) (théoreme 6.5).

On applique alors ces résultats a des questions simples de théorie ergodique non-commutative et
on obtient les réponses suivantes : un «a périodique est conjugué de I'opposé de son inverse si et
seulement si y(a)? = 1 (théoréme 7.2).

Un « périodique est le produit tensoriel infini d’automorphismes intérieurs si et seulement si
v(a) =1 (théoreme 7.9).

On détermine également les conditions, de nature arithmétique, selon lesquelles « est un produit
tensoriel infini d’automorphismes de facteurs de dimension finie (théoreme 7.4 (c)).

On démontre alors que tout automorphisme périodique o de R admet une tres bonne approxima-
tion par des automorphismes de dimension finie, au sens ou a(F,) = P,,Vn € N pour une certaine

o]
séquence croissante de sous-algebres de dimension finie de R avec | P,, dense dans R.
n=1

Cela, bien siir, implique que les produits croisés ou les algebres de von Neumann a points fixes de
n’importe quel automorphisme périodique arbitraire de R sont hyperfinis (voir la remarque 7.10
sur ce point).

Finalement, on donne un exemple d'un automorphisme (périodique) de R qui n’a pas de racine
carrée, et on donne les conditions (théoreme 7.7) (notamment ¢(= Ordre de 7) impair) selon
lesquelles s a une racine carrée.

I. Construction des automorphismes s),p € N,7¥ =1

Soit N un facteur, ar € Aut N, alors on définit deux nombres, p() et y(ar) comme suifl] :

(1.1) {neZ,aelnt N} =py(a)Z et py(a) €N
(a?(®) = Ad U, U unitaire dans N) = a(U) = y(a)U.

On voit que pour tout a, po(cr) est un entier, que 'on appelle période extérieure de « ; il est égal
a 0 si toutes les puissances non nulles de o sont extérieures.

On voit également que y(«) est un nombre complexe de module 1, indépendant du choix de U tel
que o = Ad U, et satisfaisant

(12) Yo =1
parce que o) (U) = y(a)P@U et a?()(U) = UUU* = U.

Définition 1.3. a et § € Aut N sont dits extérieurs conjugués ssi il existe un o € Aut N tel que
S et oo™t ont la méme image dans Out N = Aut N/Int N.

Woir la remarque 6.8 pour une interprétation cohomologique de (a) comme une obstruction.



Pour W unitaire dans IV, posons que a € Aut N, o = Ad W-a. Quand W varie, les yy« forment
la classe de o dans Out N par conséquent les § € Aut N qui sont conjugués extérieurs des a sont
tous les automorphismes conjugués d’un certain y o, W unitaire dans N.

Proposition 1.4. Si« et 5 sont conjugués extérieurs alors po(a) = po(B8), () = v(5) ; (po(), v())
est appelé l'invariant extérieur de .

Démonstration. La premiere égalité est claire. Pour démontrer la seconde, on peut supposer
que = wa pour un certain W unitaire dans N. Alors appelons p = po(a),y = vy(a) ; o =
Ad U,a(U) =~U, alors on a

(wa)? = Ad (Wa(W)...a?P L (W)(U),
wa(Wa(W)...aPt(W)U) = Wa(W)...aP tW)UWU*a(U)W*,

donc  wa(Wa(W)...aP Y(W)U) = Wa(W)...aPY (W)U~ Q.E.D.

Fixons maintenant nos notations, aussi loin que la classification simple des automorphismes périodiques
intérieurs est concernée, pour le cas du facteur N de type II; avec trace canonique 7 (7(1) = 1).

Soit a = Ad U périodique, alors I'unitaire U qui est déterminé de maniére unique par o & multipli-
cation pres par un A € C,|A| = 1, a la propriété que UP est un scalaire Ay pour p = période de . 11
s’ensuit de cela que U est une combinaison linéaire finie de ses projections spectrales correspondant

iemes

p
aux p racines a; de \g, disons U = ‘21 ajej;, ou e; est la projection spectrale de U correspondant
]:
a {a;}.

On définit maintenant I'invariant intérieur £(a) comme étant la mesure de probabilité - 7(e;)eq;
déterminée a rotation pres sur T = {z € C,|z| = 1}. Il est facile de voir que deux automorphismes
intérieurs « et 3 sont conjugués ssi e(a) = €(f) et que toutes les mesures de probabilité sur T qui
ont un support contenu dans les p®™® racines de d’'un certain \y € T surgissent comme (a). Pour
a € Aut N, a périodique avec invariants extérieurs pg,y on pose p,, = po + Ordre de v et on pose
e(a) = e(aPm). (Vérifier que o™ € Int N.)

Théoreme 1.5. Soit N le facteur 11y hyperfini R. Deux automorphismes périodiques «, 3 €
Aut R sont conjugués si et seulement s’ils ont les mémes invariants extérieurs et intérieurs (i.e.

po(a),v(a) et e()).

Cet article est entierement consacré a la démonstration du théoreme 1.5. On utilise le reste de
ce paragraphe a donner une description simple des automorphismes, les s} ® Ad V, en ayant con-
traint les invariants extérieurs et intérieurs. Notre premiere tache est de décrire les automorphismes
s3,p € N,7P =1 qui ont un invariant extérieur (p,7) et un invariant intérieur trivial. Pour p = 1 on
appelle s{ 'automorphisme identité de R. Soit p # 1. Alors on écrit R comme le produit tensoriel
infini, indexé par IN, des couples (F},, Trace canonique sur F,) ot F), est 'algebre des matrices p x p
sur C avec les unités matricielles (e; ;) j=1. p-



Pour ¢ € N, soit m; l'isomorphisme canonique de F, sur un sous-facteur F}! de R, tel que
T2)=1®..1z®1....

Soit ef; = my(ei;) et 0 le décalage : Omy(x) = myi1(x), x € F,. Le décalage 0 est un automorphisme
de R sur le commutant de F, dans R.

Soit y € C,/7 =1,et U, € Fp1 I'unitaire :
Uy = 7ej;
j=1

On définit un unitaire v, € (F, U F;)'f| par la formule :

p—1
vy = 611)19([];) + Z e}7j+1.
i=1

La proposition suivante est en méme temps la définition de 'automorphisme s de R.

Proposition 1.6. Soit p et v comme ci-dessus.

(a) La séquence des automorphismes intérieurs de R définis par

a = Ad (0,0(v,)60%(v,)67 (v,)...0%(v,))

converge point par point fortement vers un automorphisme s, de R.
(b) La p*™® puissance (s7)? de cet automorphisme est égale & Ad U, et s7(U,) = yU,.

(c) L'invariant extérieur de s} est égal & (p,), son invariant intérieur est {e; }.

m "
Démonstration. (a) Soit m donné et z € F{1™) = <U Fz?) . Alors pour n > mon a [0"(v),z] =0
1

pour tout v € R. Il s’ensuit que a,(z) = Ad (v,0(v,)...0" H(v,))(x) = am-1(x) de telle fagon que

la séquence (o, (z))nen est constante pour n > m. Pour tout n, a,, est une isométrie dans la norme

L? de R ; cela découle donc de la densité forte dans R de la sous-algebre | Flgl’m) qu’il existe un
m=1

homomorphisme s} de R dans R tel que

sy(z) = nli_)rroloozn(:v), r € R.

On va démontrer maintenant que (s))? = Ad U,. Il s’ensuivra de cela que s} est surjective et est
un automorphisme de R.

2A partir de maintenant, on pose Fzgi’j) =( > F})", donc par exemple v, € F1§1*2>
1<q<j



(b) On a d’abord, en utilisant I'égalité s} (U,) = ao(U,), que :

sg(UW) = Ad v, (U,) = Ad (é:l ,J+1> ) = (ij: ej,j+1> <Z]i: ”ykekk) X
p

p
<21: €l+1l =Y e;; = U,

1

On termine la preuve de (b) en montrant par induction sur m que ’énoncé suivant est vrai :

(1.7) VyeCy» =1, zeFM ona (s)(x)=UaU;.

On suppose que 1’énoncé est vrai pour m, on le démontre pour m + 1, sa vérité pour m = 1 découle
également de ce calcul.

Posons, pour x € R, f(z) = lim Ad (6(v,)0%(vy)...0™(vy))(z) alors, comme ci-dessus, [ est un

homomorphisme de R dans R, qui laisse Fp1 ponctuellement invariant et satisfait 1’égalité :
(1.8) B(0(x)) =0(s)(x)), =€R.
Prenons z € Fzgl’m“),x = %e,}jﬁ(mzj) avec x;; € F;Lm). De (1.8) et de 'hypothese d’induction on
conclut que :
BP0(xi;) = 0((s)" (wi5)) = 0(U,)0(25)0(U,)"  pour i, j=1,....p;
et par conséquent, en utilisant les égalités GP(e

(1.9) 3 (a) — O(U )b

Mais on a s) = Ad v, - 3, et donc (1.7) s’ensuivra de
(1.10) 0y B(vy)...87 " (vy) = U,0(U7).

):U,pourzy—l P
U,)*.

Pour prouver (1.10) on a juste a utiliser 'égalité 30(U,) = 0(s)(U,)) = 0(yU,), de telle fagon qu’on
it: 5H9(U) = 4 1(U2),
k k1 (S
B (vy) =7 "ep 0(U7) + j; €h5+17
v3(BP0,) .. B7Hvy) = EA7e;0(U7) = U,0(UY).

(c) On a juste a prouver que (s))? est extérieur pour ¢ € {1,...,p — 1}. Pour faire cela, noter que
vy commute avec 67(U,) pour j > 1, {'}? =1, (v")P = 1. Aussi v,nUyvi, = +'U, comme vu
ci-dessus, de telle fagon que :

Sz(en(U’W)) = Pylen(UV’)? Vn € N7 vﬁ)/a P}/p =1

Cela montre que pour ¢ € {1,....,p — 1} on a ||(s))?0"(U,) — 0"(Uy)|l2 = |7/ — 1], et donc que
(sg)q ne peut étre un automorphisme intérieur parce que la séquence (0™ (U,/))nen est une séquence

P
3Dans toutes les sommes comme Y ej.j+1, on prend ey, ,41 = €51, disons plus généralement que €;yp, ji1p, = €i,j

a chaque fois que p; et ps sont des multiples de p.



centrale dans R.
On peut maintenant établir une conséquence importante du théoreme 1.5 et de la proposition 1.6 :

Théoréme 1.11. Soit R le facteur hyperfini de type 11,. Soit p €N, v €C avec v¥ = 1 et
e une mesure de probabilité sur T telle que Support de e{n'®™® racine de \o} pour un certain
Ao € T et n eN. Alors il existe un certain automorphisme périodique o € Aut R, satisfaisant les
conditions po(a) = p,v(a) = v,e(a) = €. De plus, soit 5 un automorphisme intérieur de R tel
que (PO de Yy —¢ qlors tout o € Aut R périodique, avec les invariants po(a) = p, (o) =
v, e(a) = e est conjugué de

sy ®pB e Aut R® R.

Démonstration. On a juste a vérifier que I'invariant extérieur de sJ @ 3 est (p,v), ce qui est facile
et & vérifier que son invariant intérieur est . Mais (s] ® )P Ordeder = 1 @ grOrdreden
Q.E.D.

II. Automorphismes périodiques minimaux

Dans toute la suite, N est un facteur, décomposable de fagon dénombrable pour simplifier. Etant
donné o € Aut N soit Sp « le spectre de o dans 'algebre de Banach B(V) des applications linéaires
faiblement continues de N dans N. Alors Sp « est un sous-ensemble fermé de T = {z € C, |z| = 1}
et est égal au spectre au sens de [1] [4] de la représentation n — o™ de Z sur N[ (cf. [4] 2.3.8).

Pour n’importe quelle projection non nulle e € N* on pose comme dans [4] p.170, a® = « restreint
a N, et on a par [4] 2.2.1 et 2.3.17 que
(2.1) I'(a)= N Spa‘= N Sp wa

ee N« W unitaire dans N

ou wa = Ad W - a par définition.

Par le théoreme 2.2.4 de [4], ['(«v) est un sous-groupe fermé de T et par le théoreme 2.3.1 de [4] on
a:
(2.2) [(a)t = {n € Z,a" est intérieur : o"(z) = uru*,Vo € N avec u € N},

Proposition 2.3. Soit a un automorphisme périodique de N et soit p,,(a) = po(c)+Ordre de v(«),
ot (po,7y) sont les invariants extérieurs de o. Alors py,(a) est la plus petite période des automor-
phismes conjugués extérieurs de c. (On appelle p,,(«) la période minimale de c.)

Démonstration. Comme aP(®) = Ad Ordrede (@) oy oPo(@) = Ad U, on voit que p,,(a) € I'(a)*.
Inversement, si ¢ € I'(a)t alors ¢ est un multiple npy(c) de po(a) et nécessairement v(a)” = 1
de telle fagon que ¢ est un multiple de p,,(a). En utilisant le corollaire 2.3.11 de [4] on obtient la
proposition 2.3 parce que

(2.4) D)t = {pn(a)Z}, T(a)={)e C: I\ =1},

4en identifiant T avec le groupe dual de Z, par (n,\) = \*, A € T,n € Z.



Les conditions équivalentes suivantes définissent les automorphismes périodiques minimaux :

Théoreme 2.5. Soit o un automorphisme périodique de N, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a

)
(b) Sp a=T(a),
)
)

Période de o = période minimale de «,

(¢) N© est un facteur,

(d

Démonstration. (a) <= (b) découle de 2.4 ; (b) <= (c) est un corollaire du théoreme 2.4.1 de
[4], et également (a) <= (d) découle de 2.2.

Pour n € {1, (période de o) — 1} et a* = Ad U, U € N ona «o(U) #U.

Corollaire 2.6. Soit o un automorphisme périodique minimal de N de période minimale p, alors

(a) Un wunitaire U € N est de la forme v*a(v), v wunitaire dans N, si et seulement si
Ua(U)...aP 1 (U) = 1.

(b) Tout p € Aut N périodique minimal qui est conjugué extérieur de o est conjugué de c.

Démonstration. La condition (a) est clairement nécessaire puisque pour tout v on a
va()a(v*a(v))...a’ (vt a(v)) = v*v = 1.
Pour prouver que c’est suffisant, soit ([4] lemme 2.2.6) § 'automorphisme de N ® F ﬂtel que :
flx®@en) =a(r)®en, Pla®en)=Ualz)U", [B(l®ey)=U® ey

Alors la condition (a) et le calcul dans [4] p. 176 montre que S? = 1. Par conséquent, comme
['(B) =T'(a) = {pZ} on voit que  est périodique minimal.

Si N est fini, alors 1 ® e;; et 1 ® egy ont la méme trace dans le facteur fini (N ® Fy)? et par
conséquent sont équivalents dans (N ® Fy)P.

Si N est proprement infini, alors il en est de méme de N® et N(U%) ce qui signifie que 1 ® eq1, et
1 ® ey sont proprement infinis, et par conséquent équivalents, dans (N ® Fy)?.

Dans tous les cas il existe donc une isométrie partielle v* ® ey € (N ® Fg)ﬁ avec 1 ® e;; comme
support initial et 1 ® egy comme support final. Mais alors 5(v* ® e91) = v* ® €9y signifie Ua(v*)
de telle fagon que v est 'unitaire requis. (b) On peut supposer que 5 = pa pour un certain W.
Comme I'(5) = I'(a) on voit que la période de § est égale a p = période de «v. 1l s’ensuit de cela
que Wa(W)...aP~ (W) est un scalaire. En remplacant W par AW, X € C, pour un )\ adéquat,
on peut supposer que Wa(W)...a?"*(W) = 1. Alors I’énoncé (a) du corollaire montre que S est
conjugué de a.

5F, est un facteur de type I avec un systéme d’unités matricielles (€ij)ij=1,2

8



Corollaire 2.7. Soit o un automorphisme minimal période de N.

(a) Soit e, ey deux projections dans N* qui sont équivalentes relativement a N. Alors pour tout
A € Sp « il existe une isométrie partielle U € N telle que :

a(U)=NU, U'U=e, UU"=e,.

(b) Si N est continu, alors pour tout entier m divisant période de a = p et pour chaque A, \™ =1
il ewiste un systeme d’unités matricielles de taille m x m notées e;; € N telles que

aley) = N eyf]

Démonstration. (a) Comme on l'a vu ci-dessus, soit N est fini et e; ~ ey(N®), soit N est
proprement infini et on a encore e; ~ ey(N®) de telle fagon qu’il existe une isométrie partielle
v e N v'v = e, vv* = ey. Maintenant a® a une période au plus égale a la période de « alors
que I'(a®) = I'(«) par [4] 2.3.3. Donc a® est périodique minimal avec la méme période que a.
Mais alors par le corollaire 2.6 (a), il existe un opérateur unitaire W € N tel que o(W) = AW
(appliquer 2.6 (a) & U = A). On a alors W*W = e, WIW* = ¢e1, et a(W) = AW de telle facon que
U = oW satisfait la condition (a) de 2.7. (b) Le facteur N* est continu parce qu'une projection
minimale dans N% est automatiquement minimale dans N.

Donc on définit (e;);=1,.. » comme étant une famille de m projections de N* équivalentes dans N.
Alors par 2.7 (a), appelons U; satisfaisant U; € N,U;U; = e;, U;Ur = ejiq et a(U;) = AUj, pour
j=1,2,..,m— 1.

Il s’ensuit que e;y;1; = U; engendre un systeme d’unités matricielles satisfaisant les conditions req-
uises.

Q.E.D.

Corollaire 2.8. Soient a et 5 des automorphismes périodiques d’un facteur N de type 11, ayant
pour trace canonique T. Alors o et 8 sont conjugués si et seulement s’ils sont conjugués extérieurs
et si les automorphismes intérieurs aPm(® et fPm(®) sont conjugués.

En d’autres termes, deux éléments d’une classe de conjugaison extérieure sont conjugués si et seule-
ment s’ils ont le méme invariant intérieur.

Démonstration. La condition est clairement nécessaire. Pour prouver qu’elle est suffisante, no-
tons d’abord que si a et § sont extérieurs conjugués on a p,(a) = p,(f) = p pour un certain

, k

p € N. Ecrivons maintenant o? = Ad U, U = _ \e; ou les e; sont les projections appartenant au
i=1

centre de N (on utilise 2.4 et 2.2), avec disons 7(e;) = p;, et les A\; sont des nombres complexes

. k
de module 1. Pour chaque \; choisissons une racine p™ et appelons-la )\2 /P alors UYP = > /\} / €;
i=1
appartient & N* de telle facon que & = Ad U~"Pa satisfait a? = Ad U*a® = 1.

5Dans la suite i & j pour 4,j € {1,...,m} signifie i & j modulo m.



, k
Ecrivons alors g = Ad v, avec v = > \;f; ou les \; sont identiques aux A; utilisés ci-dessus pour U
i=1
et ot pour chaque i, f; est une projection (appartenant & N*) qui est équivalent a e; relativement
au facteur N. On a utilisé le fait que o et 5P sont des automorphismes conjugués intérieurs de N.

k
.. 1 .
Choisissons v'/? = > \; /P f, et posons comme ci-dessus :

=1
B =AdvPg.

On a Bp = 1. Par conséquent a et B sont conjugués extérieurs et périodiques minimaux, de telle
fagon que par 2.6 ils sont conjugués, disons B =cdaoc !, 0 € Aut N. Maintenant o = & - Ad UV? =
Ad UYPq et -

cao™t = B Ad o(UYP) = Ad o(UYP)B.

Comme on a 8 = Ad v'/?3 on doit juste trouver un automorphisme 6 de N commutant avec 3 et
tel que o (UYP) = v'/P. A la fois o(U'/?) et v'/? appartiennent & N et on cherche § comme un
automorphisme intérieur défini par un unitaire X € N?.

k k
Onac(UY?) = 3 AP0(e;), v /7 = 3> AP f;, et donc il suffit de vérifier que pour chaque i, o(e;) est
i=1 '

i=1
équivalent & f; relativement & N”. Mais cela est vrai parce que 7(e;) = 7(f;), ainsi 7(o(e;)) = 7(f;)
pour ¢ =1,..., k.

III. Action des automorphismes de R sur les séquences centrales

Définition 3.1. [7] Soit N un facteur de type 11; avec trace canonique T, et w un ultrafiltre libre
sur N.

(a) On définit N, , comme le quotient de {*°(N, N) par I'idéal & deux cotés J,, = {(zn)nen, Tn —
0 fortement quand n — w}.

(b) On dénote par N, le commutant dans N, ,, de I'image N de N dans N;, oupourz € N,7 €
N, est représenté par la séquence (z,)nen, T, =z, Vn € N.

Cette définition est exactement celle qui est donnée par MCDUFF dans [7], excepté pour un change-
ment de notations qui s’accorde avec [5] partie II. Par [7] on sait que N, est un facteur de type
I1; avec trace canonique 7, : 7,,((Zy)zeN) = nll_}HoloT(:En>

Soit § € Aut N alors I'automorphisme (2, )nen — (0(2n))nen de [*°(N, N) laisse J, globalement

invariant et définit ainsi un automorphisme 6., de N,,. De plus 0, ,(N) = N de telle facon que
0. laisse N, globalement invariant et définit ainsi un automorphisme 6, de N,,.

Maintenant prenons N = R, le facteur hyperfinite II;. On sait que toutes les séquences hyper-
centrales sur R sont triviales [7], et donc par le théoreme 4 de [7], R,, est un facteur de type II;.

Théoreme 3.2. Soit a un automorphisme du facteur hyperfini de type 11y R, et w un ultrafiltre
lrbre, alors :
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(1) v, est intérieur sur R, si et seulement si o est intérieur sur R, auquel cas o, = 1.
(2) Il existe un unitaire U € R, tel que (a(z))~ = UzU*, Vz € R.

Avant que l'on ne poursuive et prouve ce théoréeme, notons une conséquence pour les automor-
phismes périodiques :

Corollaire 3.3. Soit « € Aut R périodique, avec période extérieure o = période de o = n, alors
il existe un unitaire v € R, tel que :

arw(v) =v;0" =1;(a(z))” =viv*, VreR.

Démonstration. Soit U un unitaire, U € R, tel que (a(z))~ = UzU*,z € R. On a alors ¢a
07,(T) = UZU* Yz € R et en remplacant x par a™'(z) : ary(Z) = arw(U)Tor,(U*),Ve € R.
Alors U*a;,(U) € (R)NR:, = R,

n—2
T,w

(w)al; (w) = 1.

Appelons w = U*a;,(U). On a wa,,(w)...cx

Maintenant comme période extérieure o« = n on a période extérieure o, = n en utilisant la partie
(1) du théoréme 3.2. Ainsi il s’ensuit du corollaire 2.6 que ce w € R,,, tel que wa,, (w)...a” 1 (w) = 1
peut s’écrire w = X*a,,(X) pour un certain unitaire X € R,,.

Posons Y = UX*. Alors a,,(Y) = a7,(U)a;,(X*) = Uvw*' X* =Y et (a(z))~ = YIY* Vx € R,
parce que X* € (R)".

Maintenant o ,(Z) = Y"Z(Y™*)",Vz € R, de telle fagon que Y™ € R,,. Comme R~ est une algebre
de von Neumann, il existe un certain Z € R~ tel que Z" = Y" et Z est dans l'algebre de von
Neumann engendrée par Y™ dans R. En particulier Z et Y commutent comme éléments de R .
Posons U’ =Y Z* alors on a :

ralU) = (V) (29) = V2" = U
ur=y“(zZ)y"=1, U’~U’* YzY* = (a(z))~, VreR.
Q.E.D.
La preuve du théoreme, partie (1), repose sur l'adaptation simple suivante de la preuve donnée
dans [10] p. 156-157 du théoreme de dérivation qu’on peut aussi trouver dans [3] avec || | a la
place de || ||

Lemme 3.4. Soit P un facteur de type I, et K un sous-facteur de dimension finie de P. Soit

a € Aut P, alors si Sup |a(U) — Ul|2 < 1 'automorphisme « est intérieur.
U unitaire dans K'NP

Démonstration. Soit Uy le groupe unitaire de K’ (N P. Alors, exactement comme dans [10] p
156-157 on définit une action de Uy sur 'espace vectoriel P par la formule

pu(r) =uza(u’), z€P,  uel.

Comme ||, (7)|2 = ||z||2, V& € P on peut étendre cette action a une action de Uy sur L*(P, 7) o T
est la trace canonique de P. Si I’hypothese du lemme est satisfaite, la projection orthogonale y de
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0 sur Conv{p,(1),u € Ug est différente de 0 et est un point fixe pour ¢, pour tout u € Uy. En
d’autres termes on a uy = ya(u), Vu € Uy, donc zy = ya(r) Vo € K'N P. Maintenant il existe
un unitaire v € P tel que ,a = Ad v+ « est de la forme 1x ® § ou f € Aut (K'NP), et on a :

ayvt = yvia(x), Vee K' NP

Soit yv* = Y e;; ® Y45, avec e;; € K et y;; € K'N P, alors si les e;; sont des unités matricielles dans
K on obtient zy;; = y;;8(x), Vo € K' N P, Vi, j. 1l s’ensuit alors qu'il existe un z € K’ N P non nul
tel que

rz = zfB(x),Vor € K'NP.

Par conséquent par [9] § = (,a restreint & K’ N P) est un automorphisme intérieur, de telle fagon
que ,« est intérieur sur P, étant I'identité sur K, et finalement « est intérieur sur P.

Démonstration de la partie (1) du théoreme 3.2. Si a est un automorphisme intérieur alors
facilement o, = 1. Soit a un automorphisme extérieur, et u, une séquence d’unitaires de R. On
construit une séquence centrale (v, ),en d’unitaires telle que ||u,v,ul — v,|l2 — 0 lorsque n — oo
et |la(v,) — vyl2 > %,Vn. I1 découle de cela que pour tout unitaire u € R, ,,, il existe un unitaire
v € R, tel que uvu* = v alors que a(v) # v. Cela montrera donc que o, n’est pas intérieur sur R,,.

Pour construire la séquence (v, ),en, soit K, une séquence croissante de sous-facteurs de dimension

1/n
finie de R telle que : u,, € K, i Vn € N,( U K,)~ = R. Dénotons alors, pour tout n, par v, un
neN

unitaire dans K, tel que [|a(v,) — va|l2 > 5 (on applique le lemme 3.4).

Clairement (v,)nen est une séquence centrale dans R et ||[un, v,][2 < 2, Vn € N, de telle fagon

que [[uyv,ul — vy 2 = 0.

Q.E.D.

Démonstration de la partie (2) du théoreme 3.2. Soit (K, ),en une séquence croissante de
sous-facteurs de dimension finie de R. Pour chaque n € N il existe un unitaire u/, tel que
a(K,) = u, K,uf donc un unitaire u, tel que a(x) = uyzu}, Vo € K,.

o
I1 s’ensuit de cela que a(x) = le upzuy, Vo € |J K, et par conséquent Vr € R, en supposant
n—oo n=1

(o.]
que |J K, est fortement dense dans R.
n=1

Q.E.D.

IV. Quelques lemmes techniques

Lemme 4.1. Soit € €]0,1], et N un facteur de type 11,. Soient ey, ..., e, des projections de N

telles que || > e; — 1| < e. Alors
=1

"L’image canonique de la boule unité C* de P dans L?(P, ) est faiblement fermée et contient les o, (1), u € Up.
Ainsi y appartient & cette boule-unité.

Sz K signifie que, comme dans [7], il existe un certain y € K tel que ||z — y||2 < e.
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7j—1
(a) f; = \/ e — \/ e, est une famille de projections orthogonales deux & deux telles que || f;—e;||2

10ne / )

A

(b) Il existe une famille de projections deux a deux orthogonales E; ~ e; avec ||E; — ej|2
14ne'/8, & condition que Y 7(e;) < 1.

IN

J J )
Démonstration. (a) Dénotons par T; = Y- ¢, et F; =\ e;. On a F; = Support de 7. Soit f7 la
1 1
projection spectrale de Tj correspondant a l'intervalle [1+4/c, co[. Comme on a T} < T,,, on obtient
7(f7) < 7(f") par le théoreme du minimax, ainsi 7(f7) < e. Aussi, f/ commute avec T} et F; et
comme [|(1+ VEF; — T3 < n, on a 7((1— f2)(1+ VE)F; — T3)) < 7{(1+ VE)F; — T3) + nr(f7) <
J
Ve+ne. (Parce que 7(F; < Y. 7(E;) = 7(Ty)). Comme 0 < (1—f))((14+/e)F;—T;) < 14/ <2,
1

ona (L~ F)(1+VEE ~ T2 < V2(n + )2V,

Mais [|F/((1+ VEE) — Tylla < n(r(F))2 < neV, de telle fagon aue |y — Tylls < (1 + vE)F; —
Tillz + v < (nv/2 + (n+ 1)Y2/2 + 1)et/4. Comme T; — Tj_, = e; et F; — F;_; = f;, on obtient
(a).

(b) On a > 7(ej) < 1. Prenons f; comme dans (a). Soit I = {j € {1,...,n},7(f;) < 7(e;)} et
J=1{je{l,...,n},7(f;) > 7(e;)}. Soit pour tout j € J, f; une sous-projection de f; telle que
7(fj) = 7(f;) — 7(e;). Alors les f; sont des projections deux a deux orthogonales avec Z T(f}) +

(1= U 1) = S +1- £ o) =1- X () - = (e 2 X (rles) — 7(£). Soit ()

jel JjE€J jel

une famille de projections deux a deux orthogonales, avec f; < Z fi+1- Z fiv T(f]) =

7(ej — fj), Vj € I. Posons Ej = f; + f] pour j € I, Rj = f; — f; pour jeJ. Alors chaque E; est
une projection équivalente a e;, les F; sont deux a deuX orthogonales et

1E; — fills < |7(e;) = T(f)M? < dn?2eY8, ||E; — ej]l2 < (100 + 4n'/?)e'/® < 14ne'/®

Lemme 4.2. Soient n,m € N avec n divisant m. Soit o un automorphisme minimal périodique
de période m, d’un facteur N de type II;. Soit n €]0,1/m[et A € C, \* = 1. Soit (u;);=1
famille de n — 1 éléments de N de norme inférieure a 1 telle que

(a‘> HC((UJ> - )\uj’|2 < 777] € {17 cey T — 1}7

(b)

.....

<7
2

n—1
* *
(21: ujuj) + Upquy_q — 1

(©) llugus — (sl < powr je€{L.n—1}, et
Hun 11Uy (un—lu;—1)2||2 <n

(@) lluj; = uplls S5 powr j=1,.n—2.

.....

)1/256

|u; — €41l < 142n(mn pour tout 7€ {l,...,n—1}.
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_ 1
m

S kp< ™
1

Démonstration. Pour € N, on pose 2* Z)\ . Alors si ||z]] < 1, ||a(z) = Azlls < n,
-1

—1
ona |zt <1, al@?) =t et ||z — 2 <

1
— ;= u]A., alors on a
m

m—1 * *
(e) lluj —vjll2 < 5 |[wiu; — viv;l| < (m—1)n,

| un—1u)_y — vp_1v;_1|| < (m—1)n et les v; satisfont une condition comme (b) avec nmn a la place
de n, comme (c) avec 3mn et (d) avec 2mn.

Posons T; = vjv;, pour j = 1,...,n —1let T, = v, 1v; ;. Alorsona T} € N* (I =1,..,n) et

Alors par [6] p. 273-274 il existe pour j € {1,...,n} une projection spectrale F; of T}, F; € N telle
que :

(5) 1T = Fill> < 8(mm) /2, (|, = Fyls < 6(mn)"/4.

Si pour j € {1,...,n — 1} on dénote par v; = Vjle/2 la. décomposition polaire de v; on obtient :
() llo; = V;Eylla < 6(mm)/".

Posons a = Inf(1/n, 7(F), ..., 7(F,)). On a |7(F}) — 7(T;)| < 8(mn)Y/2,j € {1,...,n} ;

par conséquent, en utilisant la condition (b) pour les v :

3" r(F}) - 1| <
j=1

3 7(T;) — 1| + 8n(mn)Y? < nmn + 8n(mn)/? < In(mn)'/2.
i=1

(parce que mn < 1.)
Pour j <n—-1

[T(Fy) = 7(Eja| < |7(0j0]) = 7(010500)] + 16(mn) "> < 2mn + 16(ma)'/? < 18(min) 2.
De plus 7(F,_1) — 7(F,) < 18(mn)'/2. De telle facon que

1 1 & -1
T(Fj) — n’ - ST r(F)| A+ 9(mn)? < 72 18(mn)Y? + 9(mn)*? < 9n(mn)Y/2.
=1
1
Ainsi (@ — —| < 9n(mn)Y? et |7(F;) —a| < 18n(mn)*/2. Pour chaque j, appelons E; une projection

dans N avec E; < F;, 7(E;) = a. Posons W; = V;Ej;, j <n. Alors

IW; = vll2 < 1F5 = Bylla + lvy = ViFjl2 < 502 (man) /" + 6(mn) "/ < (16m) (may) ",
Wi Wi_y = Tyl < 32n(mn)'/* ;

pour j <n—1,

W W) =W, Wyl < 4 - 16n(mn)'/* + 2ma < 66n(mn)'/*.

14



Y

S|

Maintenant on a 7(£;) = a <

< 502 (mm) Y + 8n(mn)/? +
2

S 14n3/2(m77)1/4
2

> Ei-
j=1

Ainsi il existe un systeme G de projections deux a deux orthogonales de N¢, avec 7(G;) = 7(E;) =
a, et |G — Ej||a < 22n%(mn)*/32 (Lemme 4.1). Pour chaque j < n, on dénote, en utilisant le lemme
7 de [6] p. 275, par X; un unitaire dans N* tel que X;G; X7 = Ej, par Y; un unitaire dans N®
avec Y;W;W2rY = G et tel que :

1 = 1l < 5004 () /25, [, ~ 1l < 724 ) 5.
1
Choisissons n projections orthogonales deux a deux G telles que G € N%, 7(G)) = -
(

n
1 — > Gy, et n — 1 isométries partielles (U})j=1n o UjU; = G UIUF = Gy, «

Ul) = AU

k=1
appliquer 2.7a). Posons U; = YW, X, + Ul pour j = 1,...,n — 1. Alors U; est une isométrie
ppliquer 2.7 P Uj = Y;W;X; + U; pour j =1 1. Alors U; est i 6tri
partielle de support initial G; + G et de support final Gj1 + G’y

Egalement a(U;) = \Uj, et on a :

1 1/2
Ui — Willa < 122(n"4(mn)?%) + (= —a) , et en utilisant (e),
J J
n
1U; — ujll2 < () + 12204 (m) /2% 4 30/ () V/*
< (1 4+ 16n + 122n1/% 4 3n/2) (mn) /256 < 142n(mn)/?%. QED

Lemme 4.3. Soient n,m € N avec n divisant m. Soit o un automorphisme minimal périodique
de période m d’un facteur N de type 11, Soit § > 0, et (e;)j=1,..n une partition de l'unité dans N
telle que aej) = ejr1,7=1,....n (eny1=¢€1), et U € N, ||U|| <1 avec

(1) U — (U s <6, 1=0,1,2,..on—1 (lire (U*)° =1),
(2) la(U) = Ull2 <9,
(3) HUG[U* - €i+1H2 S 0 (’l = 1, ,n)

Alors il existe une partition de Uunité (E;) ;1.
Ey), et un unitaire V,V" =1,V € N® tel que VE;V* = E;11 pouri=1,...,n et tel que

\€V—=Ul2<e, ||Ei—el <e i=1..n,

ot £ = 143n*(2mn?8)V/%%  (en supposant 2n%5 < 1/m).
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Démonstration. Soit A = exp (i27/n). Posons W = 3> Me;. Alors W est un unitaire de N tel
que (W) =S Nejg = AW,

Pour k € {0,...,n— 1}, posons f = Z NEUI ot U est pris égal & 1. Alors U = Z ML pour
] 1

1=0,1,..,n—1.

De plus || fx]| <1 (k=0,1,...,n—1) et

n—1

> (AT = (UT))

J=1

1

1 n
1fi = fella < = + —||U™ =12 < 26,
n n

2

R U

Pour [ > j on a ||[(U*)U" — Uy, < (U*)U" — Un=U|y < 26. Et pour | < j, on a [|[(U*)U' —
U ”_(j_Z)Hg < §. Tl s’ensuit de cela que, dans la somme ci-dessus pour n?f; fi on peut remplacer
chaque (U*)U! par U= ot | — j =1 — jmod n, et 0 <1 — j < n pour obtenir

In? fi fo — 02 fille < 2026, || fi fr — full2 < 26

Posons U; = W f; avec f; comme ci-dessus. Alors comme IV est unitaire on obtient : UrUj
f;‘kfjv ||U]*UJ - fj”g < 20. Egalement U@U* 9 = an an QW* SO HUn QU* (Un 2U 2) ||2 <
40. On obtient |UrU; — (UrU;)?||2 < 40 (parce que ||UsU; — f7||2 < 20, HU]*U £ill2 < 20).

Aussi UWU* = Y MUe;U* de telle fagon que |[UWU* — AW ||y < nd et |[UW*U* — A\W*||y <
nd, |[WUW*—=XU|ls < nd+||U*U — 1|z < (n+2)d parce que ||[U* —U" ||y < det [|[U" =1z < 4.
Ainsi pour j € {0,1,...n — 1} on obtient ||[WU/W* — NU’||y < j(n + 2)§. Par conséquent
W HW* — frpalla < iZHWUjW* — MU, < ; (n +2)8 < n?). 1l découle de cela que
NURU; — Ui Ul < |W W™ = freaall2 + 40 < (n® + 4)d pour tout k = 0,1,...,n — 1. Donc
aussi [|Un_oU o — failla < (n2 +2)6 et ‘(z UrU ) Uy U, — 1' <2n =15+ (n2 +2)5

n—1 —
parce que Y. f; = 1. Comme o(W) = AW et ||a(f;) — fill2 < Z |U" — a(UY |2 < 7(5 on a
J=0 1=0

n—1

|a(Uy) = AUjJ2 < J.

.....

n = 2n26. Par hypothese 2n25 < — de telle facon qu’on peut trouver une famille (e;;); jeo,..n—1}

d’isométries partielles de NV, telle que a(e;;) = N e et
HU] — €j+1,jH2 S 142n(2mn2(5)1/256 = (5/ (] = O, 1, = 2)

De plus, on a U,_y = W,y = (W*)" 1 f,_1 et comme || fEW* — W* fi, |2 est plus petit que n*d
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pour tout k on obtient :

n—1
Uy — UgUs .. Ul < n(n?d) + 21 1(f;)? = f7ll2 < nn?d + 4nd,

|Un—1 — €omillz < 2038 +nd’ < §" = 143n?(2mn?5)1/250

1
Posons W, = Z ej+1,. Alors Wi est un unitaire tel que W) = 1 et a(W;) = AW;. Posons
j_
1 n—1

Z NWE pour j = 0,. — 1, de telle fagon que Wi = 3. M E; et les E; sont les projec-
1=0
tions spectrales des W correspondant aux M, j=0,..,n—1. Ona«a(E;) = E;41 (j =0,..,n—1).

Posons V = 3" Meyy, alors V est unitaire, V" = 1,a(V) =V et VE;V* = E; ;1 (j=0,1,...,n—1).
(parce que VW, V* = AW,.)

On a

Z —€j+1)

0

Wy — W, < < nd",

2

et donc
1 n—1

n—1
18, = eslla < 3 S =W < (P57 ) "

Aussi ||V = Ul < Z llexe — frlla < n(28") + (n — 1)2§ + n?6 < 2§”. Ainsi on obtient la conclusion
du lemme, en prenant e = n2y" = 143n*(2mn?5)"/?%. Q.E.D.

V. Actions des groupes cycliques finis, par automorphismes extérieurs, sur le facteur
hyperfini II;

Le fait que pour chaque n il n’existe qu’une seule action par automorphisme extérieur de Z/n sur
R découle de l'assertion (b) de

Théoreme 5.1. Soit R le facteur de type 11, et p,q €N.

(a) Soit « € Aut R périodique minimal avec (période extérieure de a) = pq alors o ® 5611 est
conjugué de «, et également a @ 1g est conjugué de o.

(b) Tout périodique o« € Aut R tel que période de av = période extérieure de av = p est conjugué
de s!.
P

Démonstration. Soit (z;);en une séquence fortement dense dans la boule unité R; de R. Nous
construirons, dans la preuve de (a) et (b), une séquence (K;) de sous-facteurs de type I, de R
commutant deux a deux, avec :
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1
(5.2 1B )~ alle < 5 L<mf

On rappelle qu’en utilisant [7], on a alors pour chaque [ et

P oo N K., = ((Klu...UKl/)”U(G fg))

m>1l'

parce que ( [ Ex: )(x) appartient a N KJ,.

m>1' m>1'

"
Donc on sait ([7]) qu’en posant K = ( UK j> le facteur R se décompose en le produit tensoriel
j=1

de K par son commutant K’ dans R.

(a) Soit A une racine n'®™® de 1 ott n est un entier divisant la période extérieure de . On construit
par induction sur m une séquence K,, de sous-facteurs de type I,, commutant deux a deux de R
satisfaisant la condition 5.2 et :

(5.3) a(Ky) = Ky et il existe un systéme d’unités matricielles e} de K, tel que a(ef}) = X'7efl.
L’existence de K découle du corollaire 2.7.

Supposons que l'on a construit les K; jusqu’a K, inclus. On cherche K,,;; tel que :
(1) Kppy1 C (KGU...UK),

(2) Ky est engendré par un systeme d’unités matricielles de taille n x n dénotées (ei;) tel que
Oé(@ij) :AZ_]ei]’ (Z,j = 1,...,7’L>.
(3) e xillla <e, i=1,...,n—1:;1=1,....,m.

Clairement, si € est choisi suffisamment petit, les conditions (1), (2), (3) impliqueront les conditions
(5.2) et (5.3).

Pour obtenir K, 1, restreignons-nous a P = (K; U ... U K,;,)" qui est un facteur hyperfini de type
I1; sur lequel la restriction 5 de a a une période extérieure égale a po(«). Alors par le corollaire 2.7
et par le fait que 3, est périodique minimal de période py(cr) (théoreme 3.2.1) il existe un systéme
(vj)j=1,..n d'isométries partielles dans P, tel que, avec v, 41 = vy :

n
Bu(vy) =My, Y vy =1, vu; =vj, v (j=1,..,n).
j=1

Appliquons alors le lemme 4.2 pour construire les (e;); k=1, satisfaisant les conditions (1), (2),
(3) ci-dessus.

9Dans la suite, si K est une sous-algebre de von Neumann de R, on dénote par Ex la trace préservant l'attente
conditionnelle de R sur K et soit K’ le commutant relatif de K dans R.
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"
[e.9] .
Maintenant soit K = ( U > . Prenons d’abord n = g et A\ = ¢2™/9 alors la restriction de a & K est
i=1

de fagon évidente conjugué de s;. Maintenant s; ® s, est conjugué de s; de telle fagon que s, ® o
est conjugué de «, parce que a = a/ K @ o/ K'.

Prenons alors n = période extérieure de av et A = 1, alors la restriction de o a K est 'identité de
telle facon que a ® 1 est conjugué de o parce que 1g ® 1z = 1pg.

(b) Pour chaque n € N on choisit un ¢, positif ayant la propriété suivante :

(5.4) Soit U un unitaire dans R avec UP = 1, (e;);=1,., une partition de 'unité dans R avec
Ue;U* =e€j41, 7 =1,...,p— 1, et K un sous-facteur de type I, de R engendré par U et les e;.

Alors z € R, ||7]|lo < 1,||[z, Ulll2 < 2¢en, ||z, €j]ll2 < 2, 7 =1,...,p implique

1
B (@) = ol < 5oy

Nous pouvons de plus supposer que €,,1 < &, pour chaque n € N et ¢, — 0. Alors on construit
n o

par induction une séquence (K,,),en de sous-facteurs de type I, de R commutant deux a deux et
satisfaisant la condition 5.2 et

(5.5) Pour chaque n € N on a a(K,)K,, a restreint & K,, égale Ad U,,, U,, unitaire dans K,, et :

afx;)- (ﬁ Ad Uk> (z;)

On prouve directement l'existence de K, 1 en supposant que K7,... K, ont déja été construits.
Cela montrera également comment construire K;. Soit P = (K U...UK,)' NR et P; sa boule-unité.
P est globalement invariant par «, soit = «/P, alors po(f) = p de telle facon que par 5.1 (a) il
existe une partition de 'unité (e;);=1,., in P, avec B(e;) =e;s1 (j=1,...,p) et :

<e, j=1,...,n.
2

”[(Ej,xj]”g S&"n (jzl,,p ,lzl,,n)

On choisit alors un systéeme d’unités matricielles (f,)y=1.., n*" dans (K; U...U K,,)" et on écrit
xj = > Arjfryrj ot les A sont des scalaires, les y appartiennent a P, pour j = 1,...,n + 1. Claire-
T

ment on a ainsi un nombre fini k£ d’éléments de Py, disons y;,...,yx et un n > 0 tel que

(v unitaire dans P, ||5(y;) —vy;v*|la <n (j=1,...,k))
(5.6)

— (la(;) ~ (HAd ) Ad ()l < e (G = L+ 1),
On suppose de plus que n < 2¢,.

1
On choisit 0 > 0 a partir du n > 0 ci-dessus et du lemme 4.3 avec ¢ = i Maintenant par le

corollaire 3.3 on peut trouver un élément U de P, |U|| < 1, satisfaisant les conditions suivantes :
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(5.7) [UP= = (U] <0, [BU) = Ull2 <9

|UP — 1] <6, |UeU* = Ble))|2 <6 (i=1,...,p)
et

1 :
YV =Pz =50 U=4L4...,K).
V30" = Bl < 50 G=1,....K)

.....

et que

1 1
- VvV —Ul, < =n.
2" | |2 < 1"

On prendra K, .1 = K,U,.1 =V. Onapour j € {1,....k} :

Vy; V" = Byl <20V = Ulla + 1Uy;U" = By;)ll2 <7

|E; —ejll2 <

de telle facon que par 5.6 on obtient :

a(z;) — <T:r[1 Ad Ul) ()

<enn (G=1,...,n+1).
2

Mais par I’hypothese d’induction on avait :

alz;) — (f[ Ad Uz) (z;)

<e (j=1,...,n).
2

Cela, en utilisant le fait que ﬁAd U, préserve la norme || |2 montre que ||[Vz,;V* — zj|ls <
i

Enteni1 <2, (j=1,...n).
On a aussi ||[E;, zjl|l2 < |llei, z5]ll2 + 2| Ei —eills <26, (j=1,...,n et i=1,..,p).

Ainsi il découle de 5.4 que :
1

1Bk, (25) —aille < 5y G=1,-..m).
"
On a montré comment construire la séquence (K,),en satisfaisant 5.2 et 5.5. Soit K = ( U Kn> ,
neN

alors par (5.2) on a une séparation de R comme produit tensoriel de K par K},. Notons également
par 5.5 que :

a(r) = (flo[ Ad Ul> (x), VzeR.

Cela montre que « est conjugué de s, ® (identité sur Kp) ; mais o est conjugué de a ® 1 (théoreme
5.1 (a)) et (Identité sur K%) ® (Identité sur R) est clairement 1z parce que K, ® R est isomorphe
a R. Ainsi «a est conjugué de 311) ® 1 qui & nouveau par 5.1 (a) est conjugué de 311). Q.E.D.
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VI. Le groupe cyclique des classes de conjugaison extérieures avec une période extérieure
donnée p

Dans cette section on démontrera que pour p € N donné et v, ¥ = 1, il n’y a qu’'une classe de
conjugaison extérieure avec invariants extérieurs (p,y). La preuve repose sur 1’étude du produit
tensoriel comme loi de composition entre les classes de conjugaison extérieures de période extérieure

p.

Définition 6.1. Soit R le facteur hyperfini 11y, a et b des classes de conjugaison extérieures dans
Aut R, alors on définit a x b comme la classe de conjugaison extérieure de n’importe quel automor-
phisme o ® 8 € Aut R ® R avec o € a, 3 € b, ramenée a Aut R par n’importe quel isomorphisme
IT de R sur R® R.

En d’autres termes, pour a € a,3 € bet 7 : R — R ® R 'automorphisme 7~ (a ® 8)7 appartient
a a x b. Clairement changer a en o/ € a, S en ' € b, et m en 7' : R — R ® R ne change pas la
classe de conjugaison extérieure de 7! (a ® ()7, de telle fagon que 6.1 a du sens.

Théoréme 6.2. Pour chaque p € N [’ensemble Br, des classes de conjugaison extérieures dans
Aut R, de période extérieure égale a p, muni de la loi de composition (a,b) — a X b est un groupe
abélien et v est un isomorphisme de ce groupe sur le groupe des racines p™ de 1 dans C.

Corollaire 6.3. Pour chaque p € N, Br, est un groupe cyclique d’ordre p avec comme unité la
classe de conjugaison extérieure de szlj et comme générateur la classe de conjugaison extérieure de
sy sty est une racine primitive p© de 1.

Démonstration. Découle immédiatement de 6.2 et de la proposition 1.6.

Corollaire 6.4. Soit R le facteur hyperfini 11y , o, 5 € Aut R périodiques, alors,
(a conjugué de 3) <= (po(a) = po(B),v(@) = 7(B),e(a) = £(B)).

Démonstration. Par 6.2, a et § sont conjugués extérieurs ssi ils ont les mémes invariants
extérieurs. Par 2.8 si a et [ sont conjugués extérieurs et (o) = £(f) alors a et 5 sont con-
jugués. Q.E.D.

Démonstration du théoreme 6.2. Vérifions d’abord que a € Br,,b € Br, = a x b € Br,. Par
[9] Corollaire 6 on sait que le produit tensoriel @ ® 5 de deux automorphismes « et (§ est intérieur
si et seulement si tous les deux sont intérieurs. Il en découle en général que py(ar @ [3) est égal au
p.p.c.m.(po(e), po()) et en particulier que Br, est stable par (a,b) — a x b. Ensuite, on montre
que la classe e de 51117 est une unité dans Br,. Soit a € Br, et soit & un automorphisme minimal
périodique. Alors par le théoreme 5.1 (a) on sait que a ® 811) est conjugué de « et ainsi que a X €
est égal a a.

Vérifions maintenant que v est un homomorphisme ; soit a,b € Br,,a € a,8 € b, et o =

Ad u, f? = Ad v,u,v € R avec a(u) = y(a)u, [(v) =~(F)v. On a alors (a ® 8)? = Ad (u®@v) et
a® Bu@v) =a(u) @ B(v) =v(a)y(Bluew.
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Prouvons que e est caractérisé dans Br, par la condition y(e) = 1. Prenons a € Br,, avec y(a) = 1,
et soit a périodique minimal. Alors la période de « est égal a sa période extérieure, égale a p. Ainsi
par le théoréme 5.1 (b) « est conjugué de 3]13 de telle facon que a = e.

On sait ainsi que Br,, est un groupe, on peut en fait donner une description de I'inverse d'un élément
a de Br, : soit R? Ialgébre de von Neumann opposée de R, i.e. R° coincide avec R comme espace
vectoriel complexe mais le produit est (z,y) — yx au lieu de (z,y) — zy. Alors soit a € Aut R,
de facon évidente, o comme transformation linéaire de R définit un automorphisme o de R°, qui,
parce que R est hyperfini et par conséquent isomorphe a R, définit une classe de conjugaison dans
Aut R, appelée l'opposée de a. Clairement, p(a) = p(a®). Soit a? = Ad U, a(U) = ~U, alors
I'égalité aP(x) = UzU*, x € R, signifie que (a)?(z) = U*zU,z € RO, de telle fagon que, comme
a?(U*) = a(U*) = yU*, on obtient v(a®) = v(a)~ .

Bien siir @ a du sens pour a € Br, et a x a° est égal & e parce que y(a x a°) = 1.

La fin de la preuve de 6.2 est maintenant facile. On sait que Br), est un groupe, que v est un homo-
morphisme de noyau trivial et que 7 est surjective par 1.6 (c). Q.E.D.

On applique maintenant le théoreme 6.2 pour déterminer les conditions selon lesquelles deux auto-
morphismes périodiques a, f € Aut R sont faiblement équivalents, i.e. il existe un o € Aut R tel
que ola]o! =[], ol [a] est le groupe complet, [4] p. 163, du groupe {a™,n € Z} C Aut R.

Soit n = 2m, m impair, un entier. Soit S,, 'ensemble contenant tous les diviseurs premiers de m en
plus d'un élément € si | = 2 et de deux éléments €, w si [ > 2. Soit pour chaque entier k premier a

k . k k-1 [k k-1
— —_ n — = (— E(k) = — — = (— w(k) U =
n, (n) € {—1,1}°" tel que <”>E (—=1)="™ (k) 5 (”)w (—1)*"™ ou w(k) T

k k
and () = () comme dans [11] p. 14 sinon.
p

n n

Théoréme 6.5. Pour un périodique o € Aut R _définissons c¢(a) = Ordre de v(a) et ¢(a) =
k
((cw) i 2(@) = exp (rikfe(a). NS

(a) Deuz automorphismes périodiques v et B sont faiblement équivalents si et seulement si py(a) =

po(B), cla) = c(B) and q(a) = q(B).

(b) Soient c et d deux entiers > 1, S, déﬁm’s comme ci-dessus, et ¢ € {—1,1}%. Alors il existe

un périodique o € Aut R (el que po(a) = cd, c(a) = ¢, q(a) = q.
Démonstration. (a) ST a est faiblement équivalent & 8 alors po(a) = po(3) = p parce que po(«)
est 'ordre de 1’1mage de [a] dans Out R. Aussi, il existe un entier s, nécessairement premier a p,

et tel que «a est equlvalent exterleur a (%,

On a, avec p = p(a) = p(B), que P = Ad U, S(U) = ~(B)U pour un certain unitaire U € R. Ainsi
(8 = Ad U*, 3(U°) = ~(B)"U de telle fagon que 7(5°) = 7(8)°".
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Comme s est premier a p il s’ensuit que l'ordre de 7(6)82 est le méme que l'ordre de () de

2mik 2mik’
telle fagon que c¢(a) = ¢(8) = ¢. Posons v(a) = exp < 7: > , Y(B) = exp < WCZ ) Alors on a

v(a) = ~(8)* de telle fagon que dans Z/c on obtient k = s2k, ot k, k', s sont des unités dans Z /c.
Il s’ensuit ainsi que g(a) = ¢(3).

2mik
Inversement, supposons que po(a) = po(B), c(a) = ¢(B), q(a) = q(B), et posons y(a) = exp ( 7:: ) ,
2mik!
c

po(a), tel que ks? = k'(c(a)). Tl s’ensuit que a® a les mémes invariants extérieurs que 3 et que o
et [ sont faiblement équivalents.

v(B) = exp . Alors par le théoreme 3 de [11], p. 39 et 1, p. 46, prenons s, premier a

k
(b) Soit k € Z/c une unité dans Z/c tel que <> = ¢ ([11] lemme 1, p. 46) alors prenons
c

<27m'k> .

Yy=exp | — | et @« =5/,

c

Il s’ensuit que po(ar) = cd, c(a) = Ordre de v = ¢, and ¢(a) = gq. Q.E.D.

Remarque 6.7. Par 6.5, il y a des automorphismes a de R, le plus simple étant sg where
33 =1, j # 1, qui ne sont pas faiblement équivalents & leur opposé a’. On peut déduire de cela
que la paire R* C R n’est pas isomorphe a la paire opposée.

Remarque 6.8. Soit n € N et M un vecteur arbitraire. Soit « € Aut M, po(a) = n. Alors
considérons le noyau abstrait
q€Z/n—e(a?) € Out M

ou ¢ est I'application canonique de Aut M dans Out M. A ce noyau abstrait il correspond une
obstruction k € H*(Z/n,T) ([12] p. 216) avec T =centre du groupe unitaire de M (i.e. T = {z €
C, |z| = 1}) avec action triviale of Z/n. Pour obtenir k on prend pour ¢ € Z/n un g, € Aut M
arbitraire avec €(8,) = ¢(a?), on prend alors pour ¢qi,¢q2 € Z/n un unitaire u, , de M avec

_ -1 . _ -1 —1 :
Ad Ugrqe = ﬁqlﬁqzﬁm—i—qz et : k(Q17Q27q3> - ﬁth (qu,qg)uql,q2+q3uq1+q2,qguq1,qQ € T. Avec le choix
By = a, on obtient :

0 si QQ+q3<na

k(a1 g2, 63) = () "%2%) where 1(gs,¢3) = { 1si g2+ qs >

En comparant la résolution bar du module triviale Z/n Z avec sa résolution périodique de période,
on ramene k & 1’élément v(«) de {a € T,a™ = 1}.

VII. Applications a diverses questions de théorie ergodique non-commutative

Dans la suite, on note R le facteur hyperfini de type II;. Cette section est dédiée a I'application
du théoreme 1.5 pour répondre aux questions qui suivent.
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Probléeme 7.1. Le périodique o € Aut R est-il conjugué de 'opposé de son inverse 7 (Il est facile de
montrer qu’il y a des automorphismes intérieurs qui ne sont ni conjugués de leur opposé ni I'inverse.
Pourtant ils sont toujours conjugués de 'opposé de leur inverse, quand ils sont périodiques).

Théoréme 7.2. Soit « € Aut R périodique. Alors a est conjugué de (o)™ si et seulement si
v(@)? =1.

Démonstration. On a y(a™!) = v(a) (a™ = Ad U* ou p = py(a) et a(U) = v(a)U, de telle
fagon que a1 (U*) = ~(a)U™).

Ainsi, 7((a™)%) = v(a) de telle facon que si y(a)? # 1, a n’est méme pas conjugué extérieur de
(@)~

On a e(a’) = e(a™!) pour tout a € Int R, o périodique. Ainsi I'égalité e(a’) = e(a™!) est vérifiée
par n’importe quel périodique o € Aut R (parce que (a®)Pm = (aPm)°, (a™1)Pm = (aPm)71).

Donc 7.2 découle de 1.5 et on a les égalités :

po((@”) ™) =po(@), ((@®)™) =7(a), e((a”)7h) =e(a).

En particulier si v(a)? # 1, a ne peut étre conjugué extérieur d’un produit tensoriel infini d’automor-
phismes de facteurs de dimension finie, parce que de tels automorphismes sont conjugués des opposés
de leur inverse. Cela amene au :

Probléme 7.3. Quels automorphismes o« € Aut R, a périodique, sont conjugués (resp. conjugués
extérieurs) d’un produit tensoriel infini d’automorphismes de facteurs de dimension finie 7 d’un
produit tensoriel infini d’automorphismes intérieurs de facteurs arbitraires ?

Théoréeme 7.4. Soit o € Aut R, un périodique, alors :

(a) Si a est un produit tensoriel infini d’automorphismes intérieurs Ad U; de facteurs finis R;

alors y(a) = 1[I

(b) Si y(a) = 1, a est le produit tensoriel d’un automorphisme intérieur de R par un produit
tensoriel infini d’automorphismes de facteurs de dimension finie.

(c¢) Soit o périodique de période p, avec y(a) = 1. Posons p = qpo(«), supposons q premier,
g—1 o
soit ¢ = 3 N\je(e™/M) Vinvariant intérieur de . Alors a est un produit tensoriel infini
=0

d’automorphismes de facteurs de dimension finie si et seulement si soit tous les X; sont des

nombres rationnels soit il sont tous # 0 ainsi que les A

1215k

S\k:Z)\jexp k=0,..,qg—1.

Démonstration. Peut étre laissée au lecteur.

n

ODonc si y(a) # 1, a n’est pas conjugué extérieur d’un tel produit tensoriel.
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On a le résultat général positif suivant concernant ’approximation des automorphismes périodiques
de R par des automorphismes d’algebres de von Neumann de dimension finie :

Théoreme 7.5. Soit o un automorphisme périodique de R, alors il existe une séquence croissante

de sous-algébres de dimension finie P, de R telle que a(P,) = P, pour tout n et \J P, est forte-
n=1
ment dense dans R.

Démonstration. D’abord prenons p € N,y € C,7? = 1 et s} comme construit dans la partie
1. Considérons P, = (F{*™ U {6"(U,)})" avec les notations de la proposition 1.6. Alors, comme
ad"(U,) = 0" (U,) avec a = s} et comme a(FISI’")) est contenu dans ’algebre engendrée par FISL”)

et 6" (v,), i.e. par Fggl’") et 0"(U}), on voit que P, est globalement invariant par a pour tout n.

En ayant prouvé 7.5 pour les s] on a juste a prouver cela pour les automorphismes périodiques
intérieurs et a conclure en utilisant 1.11.

m

Soit Ad U un automorphisme intérieur périodique de R, avec U = 3 ajej ot a; € C,a]' =1 et les
j=1

e; sont des projections dans R.

Choisissons une séquence croissante de projections f,, € R commutant avec U, telle que pour chaque
n,j : 7(fne;) est un rationnel dyadique, et avec f, — 1 quand n — oo.

Soit (zx)ken une séquence dense dans la boule unité de R (dense pour la topologie forte). Alors
par induction sur n on construit une séquence (K, ),en ot K, est un sous-facteur de type Iop,
de Ry, contenant Uf, de telle fagcon que K,_1 + C(f, — fn1) C K, et qu’il approxime le

fazifn (3 =1,..,n) jusqu’a - dans la norme trace.

Il s’ensuit de cela que la séquence P, = K,, + C(1 — f,) est croissante, qu’elle engendre R et que
UP,U* = P, pour chaque n € N. Q.E.D.

Probleme 7.6. Quels automorphismes périodiques de R ont une racine carrée ?
Clairement, n’importe quel automorphisme intérieur de R a une racine carrée, et ainsi par 1.11 on

voit qu'un périodique a avec invariants extérieurs (p,~y) a une racine carrée dans Aut R si s, en a
une. Pour calculer py(a?),v(a?) on distingue deux cas :

(1) po(c) est impair. Alors a?? est extérieur pour ¢ = 1,...,po(a) — 1 parce que 2¢ n’est pas un
multiple de po(a). Donc :

po(e?) = po(e),  y(a®) =~(a)*.

po(a)
(2) po(a) est pair. Alors (a?) 2 est intérieur et

po(0?) = Jpo(a).  A(0?) = ()’
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Théoréme 7.7.E] : Soitp €N, v € C,«? = 1. Sil’ordre de v est impair, alors tout automorphisme
périodique d’invariant extérieur (p,7) a une racine carrée.

Si l'ordre de v est pair alors s} n’a pas de racine carrée.

Démonstration. Supposons que Ordre de v = 2¢ + 1. Appelons ' = 79, alors 4 est une racine
de 1 d’un ordre divisant l'ordre de v et v2 = v~2¢ = ~. Ainsi s3,, a une période divisant 2- période
de 5. Comme 2p est pair, on a po((s3,)%) = p,7((53,)?) =~* =1, et

(S;/I'))Qp Ordre de y __ 1

Donc (532)2 a des invariants extérieurs (p,y) et un invariant intérieur trivial, de telle fagon qu’il est
conjugué de s} par le théoreme 1.5. Par conséquent s} ® Ad U a une racine carrée pour tous les
automorphismes intérieurs et le théoreme 1.11 s’applique.

Si les racines carrées v, " de ~y satisfont Ordre de v/ = Ordre de 4" = 2 Ordre de +, prenons « de
telle facon que a? = s). Alors on doit avoir pg(a) = 2po(a?) parce que po(a) doit étre pair. Alors
on a également y(a)? = v, de telle facon que, disons y(a) =+'. On a :

(période de «) est un multiple de (période de sg;,).

Par conséquent, comme (période de sg;) = 2p - Ordre de 4/ = 4p - Ordre de v on voit qu’on ne peut
pas avoir o OrdredeT — 1 comme requis par a® = s]. Q.E.D.

Remarque 7.8. Dans Out R tout élément périodique a une racine ¢®™¢ pour tout ¢ € N, q # 0,
parce que (s579)7 est conjugué extérieur de s) pour tout p,q et 7, (y?)? = 1.

Remarque 7.9. Dans [2] H. BORCHERS étudie les automorphismes « des algebres de von Neu-
mann M et leurs relations avec les automorphismes intérieurs. Pour chaque n € N il introduit une
classe K, d’automorphismes, et le théoreme 4.1 de [2] énonce que, quand M est un facteur pour
simplifier, (' est intérieur ssii =0 (n)) < a € K,,.

Pourtant les automorphismes s}, # 1, donnent un contre-exemple a ce théoréme parce que par
[2] prop. 4.7, si a € K, alors a" est de la forme Ad U avec U € M®. (Dans les notations de [2]
U € Zy ou (Déf. 2.1) Zy dénote le centre de 'algebre point fixe.) Pourtant, si dans [2] on remplace
partout le mot “intérieur” par “intérieur implémenté dans Z,” alors tous les arguments continuent
de s’appliquer.

Remarque 7.10. Dans le théoreme 1 de [8], V. YA GOLODETS énonce que le produit croisé du
facteur R hyperfini II; par tout groupe cyclique d’automorphismes extérieurs est encore hyperfini.
Ce théoreme est vrai a partir de nos résultats ci-dessus. (Appliquer 7.5.) Pourtant la preuve
donnée dans [8] ne marche pas. Pour voir cela, on prend les notations de [8]. L’automorphisme h
de 4 = G x M correspond a l'action duale de Takesaki, du générateur de G associé a € (¢ est une
racine primitive n'™¢ de 1). En effet, dans G, x . le commutant du facteur de type I,, engendré
par V, et Vj, est, par dualité, I'algebre de von Neumann II(M), ou II est un isomorphisme de M

1 Clairement, n’importe quel o € Aut R de période impaire, disons 2m + 1, a une racine carrée, notamment o™+1.
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dans Gy, x .# défini par

ﬁ(x) = quv,f, T = qu, 9(z,) = '7,.

Maintenant .#, comme sous-facteur de Gy, x .#, a C comme commutant relatif de telle sorte que le
normalisateur de .# dans G}, X .# consiste simplement en les unitaires de la forme vV}, unitaires
dans #Z,0 < m <n.

Nous pouvons donc trouver un unitaire X dans G}, X .# qui commute avec V, et V} mais pour

lequel X 4 X* # M .

L’assertion dans [8] est que pour n’importe quel automorphisme ¢ de G}, X 4 pour lequel p(W;) =
Vi, p(Wa) =V, la famille d’opérateurs p(Ws) =V, Vi, = o(Wy), k =3,4,... engendre .Z.

Mais si cela est vrai pour un certain ¢, remplagons ¢ par ¢’ = (Ad X)p avec X comme ci-dessus,

alors certainement ¢'(Wy) = V3, @' (Ws) = V,, mais les ¢'(W,)(p = 2, 3,4, ...) engendrent X .#Z X*
qui est différent de ., de telle facon que la condition ne sera pas vérifiée pour .
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