OPERATEUR DE DIRAC ET GRAVITATION

DANIEL KASTLER

Résumé : Nous donnons une démonstration directe du fait, annoncé par Alain Connes, que le résidu
de Wodzicki du carré de l'inverse de l'opérateur de Dirac est proportionnel a I'action d’Einstein-
Hilbert de la relativité générale. Nous montrons que ceci est toujours vérifié par les opérateurs
de Dirac twistés (e.g. par I'électrodynamique), et plus généralement, pour les opérateurs de Dirac
appartenant aux connexions de Clifford des fibrés généraux de Clifford.

Récemment la géométrie non-commutative de Connes s’est montrée - a travers sa réinterprétation
fascinante du modele standard des particules élémentaires complet - étre également pertinente pour
I'étude de la gravitation. En effet, d'un coté, Alain Connes a fait 'observation qui est un réel défi
que le résidu de Wodzicki” de l'inverse du carré de l'opérateur de (Atiyah-Singer-Lichnérowicz)
Dirac amene 'action de Einstein-Hilbert de la relativité générale.

Et de plus, il a travaillé sur une forme quantale de 'action de Polyakov des cordes [2] qui le repro-
duit dans le cas habituel d’une surface de Riemann, mais également a du sens pour les 4-variétés
conformes, amenant alors une action conformellement invariante dont on espeére qu’elle est reliée a
la gravitation .

Dans cet article, nous nous intéressons au résidu de Wodzicki de D~2. Nous calculons d’abord cet
objet pour 'opérateur de Dirac pur (fabriqué avec la connexion de spin d’une variété riemannienne,
cf. (1) ci-dessous) : nous obtenons alors, comme annoncé par Connes, un multiple de la courbure
scalaire (Théoreme [1] ci-dessous). Notre preuve est un calcul de force brute effectué dans des cas
a coordonnées arbitraires.

Maintenant, puisque ’action d’Einstein-Hilbert et I'action du modele standard sont toutes deux
obtenues par des algorithmes basés sur la trace de Dixmier, on souhaite naturellement obtenir ces
deux actions avec une seule procédure. Selon cette méthode, le premier objet naturel sur lequel
travailler est le résidu de Wodzicki de D2, D l'opérateur composé de Dirac construit avec le pro-
duit tensoriel de la connexion de spin o, et la U(1)-connexion de ’électrodynamique a,. Mais le
calcul de cet objet (Proposition [2] ci-dessous) ameéne le méme résultat que celui obtenu dans le
Théoreme [1] : la connexion a, sort du calcul. En fait, puisque notre calcul est basé sur la formule
de Lichnérowicz pour le carré ou l'opérateur de Dirac qui est valable dans le cas des opérateurs
de Dirac généraux qui tiennent a partir des connexions de Clifford sur les fibrés de Clifford, notre
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2. Le résidu de Wodzicki est en fait 'unique (et par conséquent canonique) trace sur les opérateurs pseudo-
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différente reliée a ’algorithme de Yang-Mills [6].
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résultat se généralise naturellement & ce contexte (Proposition [3] ci-dessous).

Nous concluons donc que les présents algorithmes de la géométrie non-commutative gérant les
lagrangiens respectifs du monde de l'infiniment petit et du cosmos semblent (superficiellement)
tendre a se repousser 1'un 'autre : alors que a, sort du résidu de Wodzicki du carré de l'inverse de
l'opérateur de Dirac composé, o, sort de l'algorithme de Yang-Mills non-commutatif *.

0. Contexte et notations

Dans la suite de ce document, M est une variété riemannienne 4-dimensionnelle orientée de spins
de métrique riemannienne g (avec la norme || || et I’élément de volume dv). Nous rappelons que
I'opérateur de Dirac D est localement donné comme suit en fonction d’une section orthonormale
e; (avec section duale 6%) du fibré de M : on a

{Dzw@fw¢@+m), | |
avec  0y(x) = 1%k (@)Y = 3735 (@) [V — A7, (1)

ou les v;; 1 représentent la connexion de Levi-Civita V avec connexion de spins V, spécifiquement

Yijk = —Vikj = Q[Cz‘j,k + Chiy + Cryal, i, k=1,...,4
avec cfj = 0%([ei, ¢)]) (2)

Ici les 7% sont des matrices auto-adjointes de Dirac telles que 747 + 47’9 = §¥. En fonction des
coordonnées locales x# induisant 1" alternative a 4 termes J, = S, (v)e; (de dual a quatre termes
dz*), nous avons v'e; = "3, les y* étant maintenant des matrices de Dirac z-dépendantes telles
que yHyY ++Yy* = g (on utilise des indices ou exposants latins pour les e, de base et des indices ou
exposants grecs pour les d,, de base, le type des indices et exposants spécifiant le type des matrices
de Dirac). La spécification de l'opérateur de Dirac dans la base grecque est la suivante : on a

{ D = m“,VVM = M“(au +0,)
avec  o,(z) =S, (v)o,(2). (1a)

Dans ce qui suit, la notation D~ fait référence a I'inverse modulo les opérateurs lisses.

Nous établissons d’abord ([1], voir aussi [3, p. 322]) :

1. Théoréme. La valeur du résidu de Wodzicki [4,4a] sur le carré de linverse de ['opérateur de
Dirac, notamment :

[=4Tr {0 4(z,6)} = 4(2m)* /tﬂaﬂ%@ﬂ%%, (3)

£ess

(tr la trace de Clifford normalisée) ot :

o_4(x,&) = partie d'ordre — 4 du symbole total o(x,£) de D2, (4)

coincide a une constante pres avec l'action de Hilbert-FEinstein action /iﬂg dv de la relativité

générale ot

4. En effet o, sort des commutateurs [D, a],a € C*°(M).



Ly = R N*(dx" Ndx") (5)
- spécifiquement

1 ) .
Z, = iRikmn(dxm/\dx", dxl/\da:k) = (gmg”k—gmgmk)Rikmn =s, (5a)

1
s la courbure scalaire). On a [ = o2 / Zydv.

Nous rappelons la formule de Lichnérowicz pour le carré de 'opérateur de Dirac :

D? =—g"(V,V, —T9,V,) + s
= —g"[0505 + 20, . 0y — 1,05 + 0o, + 0,0, —T,00] + is. (6)
Nos calculs sont basés sur 'algorithme fournissant le symbole principal d’un produit d’opérateurs
pseudo-différentiels en fonction des symboles principaux des facteurs, notamment, avec le raccourci

0¢ = 0° 060, OF = Do Oz :

—)lal
o0, €) = £o T 000 (2,6 . 92090, ). 7

al

Nous avons besoin de calculer le symbole total o(x,&) de D=2 & l'ordre —4, avec D? la somme
suivante de termes (D?);, d’ordre k :

D? = (D%, + (D?), + (D?),

(D?)y = =g 0707
(D*)1 = —g"(20,, . O — T},0%) (6a)
(D?)y = —g’“’(@ﬁoy + 0,0, — Fijoa) + is

avec les symboles respectifs :

oa(7,§) = g (2)€,.&w
o1(z,§) = ig" (2)[I'}, (2)€a — 20,(7)&)] (8)
oo(7,§) = —g"(2)(050, + 0,0, — T',00) () + is(:c)

abrégés comme suit, en utilisant le raccourci I'* = gaﬂrgﬁ :

oy, &) = [
o1(x,§) = i(I" — 20") ()&, (8a)
oo(x, &) = — (00, + oo, —T'"o,)(x) + %s(a:)

Nous voulons calculer une paramétrique D=2 de D? jusqu’a l'ordre —4 en utilisant la recette sui-
vante : cela revient a calculer les parties oy, k = 2, 3,4, dans le développement du symbole complet
o de D=2 en termes d’ordre décroissant :

oP 5= o_9+o_s+o_4+ termes d'ordre < —5. 9)



L’application de (7) avec P = D? et Q = D2 ameéne aux ordre respectifs 0, -1, -2 les relations de
récurrence :

020 _9 — 1 (10)
0'20'_3+O'10'_2 —i@gag . 820'_2 =0 (1]_)

090 4+ 010 3+ 000 5 —10f0y . Ojj0_3 —i0¢ 01 . O0 9 — %82”02 08,0 9=0 (12)

ici les termes pertinents sont lus dans les tableaux de produits ci-dessous 9g o, (7, &) . dgo4(x, &)

jal =0 o] = laf =

Oz 01 Op 02 01 Op 02 01 Op
oo 0 -1 =2 oo —1 -2 =3 o9 —2 —3 —4
0_3 -1 -2 -3 0_3 -2 -3 —4 O_3 -3 —4 -5
o4 —2 —3 —4 o4 —3 —4 =5 o4 —4 —5 —6

Avec les 0 comme en (8a), on obtient :
o2 =gl (10a)
€125 + llS I (T = 207 )&, — d0EIEN1* - O3lI€N* = O, (11a)
€170 s+ i(T% — 209)6,0 s — €[00, + oo, — T¥0,)

+ §lglPs(@) — iF €] - Djios + (T = 20)3% . e~
— 30 1IEN - L lIEl2) = 0.

Avec
NN =26 0F (1€l = —2lIEll ¢, FENIEN~* = —4lI€]~°¢H, 11N ~° = —6]1€l| ¢,
arNENP = €xeP0ng? O£l = —I€ll a0, DuIEN 70 = =3||E]I B Eats D g™”,
AN =29, (13)
INEN2 = =€)~ *Eapd, g 4 2||€]|0Eap0t g™ 65 0L g™,
on obtient
io_s = [|€]| T (T —20")+2||€ || ¢ Eatp0l g (11b)
et
04 = —i||§||*2(f‘“ —20)¢, 03+ ||§||74(awgu +oto, — Fugu)

—I€lI7 s(x) + 2i[|€]|72¢" . 0o s + [|€]~O6als (T — 20*)5) 9%
+3 €720 11€N12 - o, liEll

= —||€]]75€.8, (T — 20#)(T — 20")
2| SR Eubs (I — 20)02°7 + €] 400, + 7t — T,
L) — 2] 2" . OFo_s + €] SEnEa(T" — 20)35g
_HfH_GfafﬁgWa,f,,gaﬂ + 2”5”_Sfafﬁiyfag“l’aﬁgaﬂﬁﬁgw. (12b)



En regroupant les termes et en insérant

i050-3 = —=2||§[|7 %6, Eas (I — 20")059%" + |||~ 16,0 (I — 207)
—6|[€]| 756" 6ap&,&5059 05 97 + 2||6 ]| 0€a &5 g DL g7°
+21€117°€7€,£50;,97, (14)

nous obtenons pour o_4 la somme de termes :

A = —lEl7E &Y + €N g — AlIENEué ][0 0" — TVa"],

sy
I

g~ 0" g, — FI1ElI*s,

C = —6[¢]I7°¢"&8als (I — 207) 0597,
D =2[|¢[|7°¢#&,05(I — 207),
E = —12|/¢]|71°¢"€"§ap&, &5 97 O g7,

Foo=4|€] 786166, &08 9702,
G = [|E] Pags (T — 201)329°7,
H = 4¢||8¢rere, 505,97,
K = —|&ll7%a&sg 05,9,

L =2l %¢alpt 859" D29 P DT g, (15)

Nous devons prendre la trace de Clifford et intégrer sur la sphere S® (procédures de commutation).
Grace a (1a), tous les termes linéaires en o, s’évanouissent sous la trace de Clifford. Nous procédons
a lintégration sur S%, en utilisant les faits suivants : nous avons, en utilisant le raccourci

1 3
[=5 | @

£ess
ferer = 1
fererene? = —[e?) (16)
[ = e

ot [#+7%] représente la somme des produits des ¢g*’ déterminés par tous les “appariements” de
pv...v6. En faisant la moyenne sur S®, les termes qui subsistent dans (15) ameénent a (nous
écrivons maintenant d, a la place de d sans risque de confusion, et nous utilisons le fait qu’on a,
= indiquant I’équivalence quand on multiplie par I'expression symétrique en af3, et v, 9) :

[ apys) = 9" [apys) + 2057 pys] + 208" aps), (17)



nous obtenons les termes” :

1 v 1 v
A — _Z[NV]FMF = —ZQMVF“F s
B — ——s,

1 v a 1 o 1 v
CcC = —6ﬁ[u Vaﬁ]r 8Mg B = —Zrugaﬁaug s _ 51—‘ gl/ﬁauguﬁa

1 L1 L1
D — 21[” ,,]@LF = 5558ur - iaur'u,

1 v (0%
E - —12ﬁ[ﬂ 064610,9°7 0,97

1 v (03 1 v (07
= = 169" 9069160497009 = 20" 90936009 g™’

1 v 1 1%
—39000u9" g7 — Zgﬂaaug“ﬁ d,9"°

1 v 1 « v
_Zgﬁéaug ﬁaugua - ggaﬁaug Baugu )

1
3 .23

1

v 1 vo
= 69758ugu 61/976 + ggaéaug Vg,ué’

F —4 [# avé]augm Vg%

1 (0% 1 (07
G = Jlapl"0ug™ = 11" 9a50u9"",

1
H —4 [Mu 75]8,1,/976 = B[glwgws + 25;;5(?]8“”9767

3.23

1 4 (03 1 v (07 1 (07 v
K = = laslg" Oy p = —79089" Oy = 19 9" O Gas,

L —2 g [aﬁvé]augaﬁaugw

3.23

1 v o
= Egu [gaﬁg'yé + 2ga'yg,35]aug Bal/g'yé' (18>

Nous convertissons maintenant en les expressions suivantes dans lesquelles les dérivées partielles

5. Un compte-rendu ligne par ligne de ces calculs est disponible dans le rapport de recherche marseillais CPT-
93/P.2970.



agissent sur les ¢g®* avec exposants’) :

U = 974700945

X - gaﬂg,ﬂsaa'ygﬁzS

hhG = g*P g7 47 0agps0-gsr
ghH = g g° g7 009650 9rs
ggA = gaﬁgwéga‘r@agaﬂaTgws
GHH = g"g*1¢*°8,9,¢009p0
AGG = g" g4 0,,00¢0r Gups

ou g,G, h, H, A, dénotent les contractions entre les paires d’indices suivantes : indices des lettres g
(identiques ou différentes), indices des lettres g et O (proche ou éloigné), indices des lettres 0 et 0.

En utilisant les faits :

o o o o 1
' = gaﬁrgﬁ =g 59“ Faﬁ,a =4 Bgli [aagﬁa_§ agoa,BL

et

8ug°‘5 = —g“agﬂTaugm ) ga”/augaﬁ = _gaﬁaugow

nous obtenons :

1 1 1
A —= —ghH — —qggA
— 4th+4gh 16gg ,
C —>1th—1 A
9 899 )
1 1 1 1 1 1
D X --U—-- -ghH — —-GHH + -AGG
— 5 4U 2th+4gh 2G +4 ,
1 1 1 1 1
—~ghH — ~hhG — —ggA — ~AGG — ~GHH
E — 4th 4th 1GggA 3 GG 4G ,

1 1

1 1
—~ghH + ~ggA
G — 19PH + 2994,

1

1 1 1 1
H —U—--X—-Z-A -GHH + -hhG
— 6U 3 5 GG + 3G +3 ;

11
K —-U - ~AGG
IR S
1
12

La somme de ces termes est égale a :

1

1 1 1 3 1
—= - —ghH + -g9gA+ -GHH + —| = =
6 U—- X+ hhG — gh —|—4gg +2G —1—4 63,

6. indices en haut

(28)

(29)

(30)

(31)



1
qui, ajouté a la contribution —13 du terme B, améne au Théoreme [1].

Nous étudions maintenant le cas des opérateurs de Dirac [5]. Soit M une variété riemannienne
compacte, en dénotant par Cl,,; 'ensemble des sections lisses du fibré vectoriel avec la fibre sur
x € M Talgebre de Clifford sur l'espace cotangent de x (une algebre complexe Z/2-échelonnée
et C*°(M)-module), nous considérons maintenant un fibré vectoriel lisse additionnel ¥ sur M
(avec C°°(M)-module de sections lisses W), équipé d'une connexion V”', avec tenseur de courbure
correspondant R”". Nous considérons le fibré vectoriel produit tensoriel S® ¥ [avec C°(M)-module
de sections lisses Sy ® w] qui devient un fibré de Clifford a travers la définition :

et que nous équipons avec la connexion composée :
Ve = Ve ®id, +ids,, ® V{, €,n € x(M), (33)

la derniere devenant une connezion de Clifford au sens ou :

ou V est la connexion de Cly; induite par la connexion de Levi-Civita de M. L’opérateur de Dirac
twisté correspondant D, et le laplacien de connexion twisté A sont alors respectivement localement
spécifiés comme suit

D = ic(da")V,,, (35)
et
A= _gw(vuvu - quva)' (36)

Nous avons les formules suivantes de Lichnérowicz pour le carré de 'opérateur de Dirac twisté :

1. 1
D? =A- iRV(aM, 0, )c(dzt)e(dx”) + 25
. 1
= A 5y(dxﬂ)y(dx”) @ R”(9,,0,) + 15 ®idu. (31)
2. Proposition. Le résidu de Wodzicki de D=2 coincide avec celui de D~2, et améne ainsi a un

multiple de 'action d’Finstein-Hilbert.

Preuve. Dénotons par a,dr" la connexion une-forme de la connexion V” : la connexion une-forme
de la connexion composée (33) se lit alors :

o, =0, ®1id, +ids,, ® a, = "0, +a,”, (33a)

le calcul du résidu de Wodzicki residue de D2 est alors obtenu de celui de D2 a travers les
changements suivants :

Oy —0,=0,+a,
s  —S=s5—2R) ", (38)

v

avec les remplacements correspondant A — A a L — L que nous calculons maintenant. Le terme A,
obtenu de A a travers le changement o, — ,, s’évanouit comme le dernier dans l'intégration sur
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S3. Comme pour les autres termes, nous avons les changements suivants, qui ameénent aux résultats
indiqués apres avoir pris la trace de Clifford et avoir intégré sur S* :

1 - v
BB = [0, + €1 R = 0,

(nz

1 14 «
C—C = 1266 Eabsa Bg™ = 1255 " vapla” D9’

1 « v fel
= iaugaﬁaug g +a guﬁaag /87

D—-D = —4[§|| % E,0%a" — k0,0 = —0uat = —0,(9" ay)
= —¢"0ua, — a,0,9" = —0"a, — a,0,9", (39)

E-F =0

F—F =0

G-G = —2||§H_6§a§5a“8ﬁg"5 — —;a“gagﬁugaﬁ,

H—-H =0

K—-—K =0

L-L =0

qui s’additionnent en donnant zero.

En fait, le résultat ci-dessus peut étre généralisé plus avant aux opérateurs de Dirac (twistés géné-
ralisés) appartenant aux connexions de Clifford des fibrés généraux de Clifford [5]. Dénotons par &
un fibré vectoriel Z/2-échelonné sur M, de C*°(M)-module de sections lisses E : & est appelé un
fibré de Clifford a chaque fois qu’il y a un homomorphisme d’algebres complexes Z/2-échelonnées
¢ : Clyy — EndeevyE. De plus, une connexion V de & est appelée une connezion de Clifford a
chaque fois que tous les V¢, & € x(M), sont pairs, et on a

Ve, c(a)] = ¢(Ve, c(a)] = ¢(Vea), a € Cly, & € x(M) (34a)

(généralisant (34)). Ces éléments spécifient alors de la fagon suivante un opérateur de Dirac géné-
ralisé D :
v

DZ = ic(dz")V,, (35a)

(généralisant (35)) donnant naissance a la formule généralisée de Lichnérowicz
1, o1
DZ = A—iF"p/S(@M, Oy)e(da’)e(dz")+ s, (37a)
ott /5 est ce qu’on appelle la courbure twistée du fibré & [5, Proposition 3.43).

Le remplacement R — F¥/9 laisse alors le calcul ci-dessus inchangé, ce qui fait qu'on a :

3. Proposition. Le résidu de Wodzicki de ]D)%2 amene encore un multiple de l'action d’Einstein-
Hilbert.

Appendice. L’action d’Einstein-Hilbert. La courbure scalaire

Soit M une variété riemannienne 4-dimensionnelle de métrique g (induisant 1’élément de volume
dv et le produit scalaire (.,.) sur les tenseurs), la connexion de Levi-Civita V est définie comme
suit par rapport aux coordonnées locales :

k _ _km
Fij =9"Tijm

Vo, = Ff-@ dx’  avec
ik { sz,m - azgjm + a]gim - amgij] (Al)
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La courbure correspondante V? est la deux-forme avec les endomorphismes de valeurs du fibré
tangent de M donnée localement par la matrice :

o 1 .
R;, = dw]+wlAwi = 5 AT Adx", (A.2)

explicitement donnée par :

et alternativement par :

- 1 1
Rjkmn = gzgR?gmn == iam(akgnj - annk) - 58n<akgmj - ajgmk>

+ gsthLijk - gstrfnjrflk

= 00Ok~ Dig) — 9Ty Tl — (m 5 ). (A1)
La courbure scalaire correspondante est
s =Ryt = g™ 9" Rigmn = — (9™ 9™ — 9" g"™") [Omigur + 9ot T3l (A.5)
En utilisant les raccourcis de (21), on a :
s=X—U—hhG+ ghH — iggA - ;GHH + iAGG. (A.6)

La densité de ’action d’Finstein-Hilbert est par définition :

L, = Ry, A x(dz’ A da*) = ;Rikmn(dxm A dz™) % (dz® A dz¥), (A7)
alternativement :

L, = Z,dv, (A8)

avec la densité lagrangienne

1 1 )
= glmgnkRzkmn = ng = S. (Ag)

Note. Apres avoir terminé ce travail, nous avions la visite a Marseille de Markus Walze et Wolfgang
Kalau de Mayence (R.F.A.), qui nous ont rapporté un calcul analogue (en utilisant les coordonnées
normales) amenant aux mémes résultats.
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ERRATUM
I =4Tr,{s_4(z,&)} = (2p)*4/ . tr{s_4(z, &) }d3¢ dv, (3)
ey
Ly = Rimn(dz™Ad2", dxi/\dxk) = 2(9”"9"]C —gi”gmk)Rikmn = 2k, (5a)
1 1

I L,

T 3.2 T 3062
. 1 o . 1 4
a la place de —ZHl‘” k(z) lire —ZHJ?” k(z).

1 1
a la place de Zli lire —Zn

1 1
=A- il(dxm)l(dx") ® RY(Om, 0n) + 1" ® idy-

L’erratum est téléchargeable ici https://cds.cern.ch/record /257106 /files/P00019854.pdf.
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