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Résumé : On étudie la série s(n, x) qui est la somme pour k de 1 à n des carrés des sinus du produit xΓ(k)/k, où x

est une variable. Par le théorème de Wilson, on montre que la partie entière de s(n, x) pour x = π/2 est le nombre

de nombres premiers inférieurs ou égaux à n et on obtient une formule similaire pour x un multiple rationnel de π.

On montre que pour presque tout x au sens de la mesure de Lebesgue, s(n, x) est équivalent à n/2 quand n tend

vers l’infini, alors que pour presque tout x au sens de la mesure de Baire, 1/2 est un point limite du ratio de s(n, x)

sur le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à n.

1 Introduction

Soit Π(n) le nombre de nombres premiers p ≤ n. Une légère amélioration d’une formule1 de Willans
[4] donne une formule simple pour Π(n) comme partie entière de la somme

n∑
k=1

sin2

(
πΓ(k)

2k

)
(1)

Quand on essaie de calculer näıvement le côté droit, on trouve que le calcul nécessite une précision
croissante de la valeur numérique de π dont les 2500 premières décimales sont nécessaires pour
calculer Π(n) pour n de l’ordre du millier. F. Villegas a suggéré de remplacer π par une variable
et d’analyser la dépendance à x dans la série ci-dessus. Ainsi pour n > 1 un entier et x ∈ R, soit

s(n, x) :=
n∑

k=1

sin2

(
xΓ(k)

k

)
(2)

Nous montrerons ci-dessous que la dépendance à x ∈ R est assez intéressante dans la mesure où, à

cause de la nature lacunaire de la séquence
Γ(k)

k
, les termes de la somme (1) sont principalement des

variables aléatoires indépendantes quand on les considère plus adéquatement comme des fonctions
d’une compactification presque périodique G de R. Cela donne, par la preuve de la loi forte des
grands nombres, que pour presque tout x ∈ R au sens de la mesure de Lebesgue, on a quand

Traduction de l’article https://arxiv.org/pdf/1809.02832.pdf, Denise Vella-Chemla, août 2023.
1Figure 1 : La formule de Willans.
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n → ∞ que s(n, x) ∼ n

2
. Le fait intéressant est que pour l’autre notion naturelle de nombre

réel “générique”, notamment celle fournie par la théorie de Baire des intersections dénombrables
denses des ensembles ouverts, c’est un comportement totalement différent de la série s(n, x) qui
est générique : on montre dans le théorème 4.1 que pour un x ∈ R générique, on obtient que les

quotients
s(n, x)

Π(n)
deviennent arbitrairement proches de

1

2
,
1

2
est un point limite de la série

1

2
∈ lim

n→∞

s(n, x)

Π(n)
.

De façon générique, cette série aura aussi l’∞ comme point limite et elle oscillera sauvagement.
Mais pour les multiples rationnels de π, la série s(n, x) se comporte comme le produit de Π(n) par

le nombre rationnel2
1

2
− µ(b)

2ϕ(b)
qui ne dépend que du dénominateur b > 1 de la fraction irréductible

x =
a

b
π comme multiple de π (voir la proposition 3).

2 Π(n) et somme de carrés de sinus

On commence avec la variante suivante des formules de Willans [4].

Proposition 2.1. Soit n > 1 un entier, alors Π(n) est la partie entière de s
(
n,

π

2

)
.

Preuve. Pour k > 4 composé le quotient (k − 1)!/k est un entier pair. Alors dans ce cas, on a

sin2

(
πΓ(k)

2k

)
= 0.

Pour k = p > 2 premier, le reste de (p − 1)! modulo 2p est p − 1 par le théorème de Wilson et la
parité de p− 1. Donc pour p > 2 premier,

sin2

(
πΓ(p)

2p

)
= sin2

(
π(p− 1)

2p

)
= cos2

(
π

2p

)
.

On a
1 ≥ cos2(x) ≥ 1− x2 ∀x ∈ R

Il découle de cela que δ(n) = s
(
n,

π

2

)
− Π(n) est une fonction décroissante de n > 4 et que pour

m > n,

δ(n)− δ(m) =
∑

p premier, n<p≤m

(
1− cos2

(
π

2p

))
≤ π2

4

∑
n<p≤m

1

p2

La série
∑ 1

p2
est convergente et on a la limite

π2

4

∑
p>50

1

p2
< 0.0498448 pour la somme (plus grande)

sur les entiers, alors que s
(
50,

π

2

)
− Π(50) ∼ 0.539005. Il en découle que

s
(
n,

π

2

)
∈ [Π(n) + 0.5− 0.05),Π(n) + 0.6] ⊂ [Π(n),Π(n) + 1)

2µ est la fonction de Möbius et ϕ la fonction indicatrice d’Euler.
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pour tout n > 50, et (voir figure 2) s
(
n,

π

2

)
∈ [Π(n),Π(n) + 1) pour tout n > 1 qui donne le

résultat requis. □

Figure 2 : Graphe de s
(
n,

π

2

)
− Π(n) pour 1 < n ≤ 50.

Le terme général sin2

(
xΓ(k)

k

)
de (2) dépend de la connaissance de x à un ϵ près de l’ordre de

dx ≃
(
k

e

)−k+2

Ainsi par exemple, pour obtenir la précision requise autour de k = 945 on a besoin des 2400
premières décimales de π.

Figure 3 : 2400 décimales de π.

3 Multiples rationnels de π

On investigue le comportement de la série s(n, x) quand x est un multiple rationnel de π. On

note x :=
aπ

b
où a et b sont premiers entre eux. Pour k suffisamment grand, le terme Γ(k)/k est

divisible par b au sens où la valuation p-adique de Γ(k)/k est plus grande que celle de b pour tous
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les diviseurs premiers de b. On peut voir cela en utilisant la formule de Legendre pour la valuation
p-adique qui donne

vp(Γ(k)/k) ≥
∑
ℓ≥1

⌊
(k − 1)/pℓ

⌋
−

⌊
logp(k)

⌋
Puisque les facteurs premiers de b sont fixés, il existe k0 < ∞ tel que Γ(k)/k est divisible par b

(au sens ci-dessus) pour tout k > k0. Ainsi, si k > k0 n’est pas premier, le produit
xΓ(k)

k
est un

multiple entier de π et sin2

(
xΓ(k)

k

)
= 0. Quand k > k0 est un nombre premier, l’entier c =

Γ(k)

b
est tel que bc = −1 modulo k par le théorème de Wilson. On obtient dans ce cas

sin2

(
xΓ(k)

k

)
= sin2

(
πaΓ(k)

bk

)
= sin2

(πac
k

)
et le côté droit dépend seulement du reste de a et de c modulo k. Puisque b et k sont premiers
entre eux, il existe u ∈ {1, . . . b− 1} qui est l’inverse de k modulo b. Ainsi appelons m ∈ N tel que
ku− 1 = bm. On a alors bm = −1 modulo k et il en découle que m = c modulo k. Cela donne

sin2
(πac

k

)
= sin2

(πam
k

)
= sin2

(
πa(ku− 1)

bk

)
= sin2

(πau
b

)
+ sin

(aπ
bk

)
sin

(
aπ

bk
− 2auπ

b

)
Par conséquent, puisque∣∣∣ sin(aπ

bk

)
sin

(
aπ

bk
− 2auπ

b

) ∣∣∣ ≤ ∣∣∣ sin(aπ
bk

) ∣∣∣ = 0(1/k)

le comportement asymptotique de s(n, x) ne dépend que des restes des nombres premiers modulo
b, à un terme de l’ordre de log log n dû à

∑
1/k sur les nombres premiers inférieurs à n. Ainsi, par

le théorème de Dirichlet, dans la forme forte due à La Vallée Poussin (voir [2], V §7), on obtient la

Proposition 2. Soit x un multiple rationnel de π, x =
πa

b
avec a, b premiers entre eux, b > 1,

alors

s(n, x) ∼ Π(n)

ϕ(b)

∑
v∈(Z/bZ)∗

sin2
(πv

b

)
= Π(n)

(
1

2
− µ(b)

2ϕ(b)

)
(3)

Preuve. Il reste à montrer la seconde égalité dans (3). Cela découle de sin2(v) =
1− cos(2v)

2
et du

fait que la somme des racines primitives de l’unité d’ordre b est la fonction de Möbius µ(b).
□

4 Comportement générique de s(n, x)

Cela suggère d’investiguer le comportement général de la série (2). Il est donné par le résultat
suivant qui montre que presque partout en théorie de la mesure (pour la mesure de Lebesgue) le

comportement est gaussien et s(n, x) ≃ n

2
. Mais généralement au niveau topologique ce qui sig-

nifie sur une intersection dénombrable dense d’ensembles ouverts, la somme grossit beaucoup plus

lentement et se comporte comme
Π(n)

2
au sens faible où

1

2
est un point limite de la série

s(n, x)

Π(n)
.
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En fait, il oscille sauvagement puisque ∞ est également un point limite de cette série. Notons que
les deux comportements sont exclusifs l’un de l’autre mais ceci n’est pas contradictoire.

Théorème 4.1. (i) Pour presque tout x ∈ R la série s(n, x) de (2) a le comportement gaussien

s(n, x) ≃ n

2

(ii) pour tout x ∈ R générique (sur une intersection dénombrable dense d’ensembles ouverts) on a

1

2
∈ lim

n→∞

s(n, x)

Π(n)

Preuve. (i) Soit G la limite projective des groupes compacts Gn := R/nZ selon les morphismes
naturels

γn,m : Gm → Gn, γn,m(x+mZ) = x+ nZ, ∀n|m. (4)

On a un isomorphisme naturel, avec AQ les adèles du corps global Q,

G = lim
←−

(Z/nZ× R)/Z = (Ẑ× R)/Z = AQ/(Q,+).

Le dual de Pontrjagin de G s’identifie au groupe additif discret Q des nombres rationnels en
associant à r ∈ Q le caractère αr de G spécifié par sa restriction au sous-groupe dense R, domaine de
l’homomorphisme R ∋ t 7→ a(t) = (0, t) ∈ AQ/(Q,+) des adèles avec composant 0 non-archimédien

αr(a(t)) := e2πirt.

Ensuite, en utilisant 1− cos(2x) = 2 sin2(x) on obtient avec r =
Γ(k)

k
∈ Q l’égalité

sin2

(
xΓ(k)

k

)
=

1

2
− 1

4
αr

(x
π

)
− 1

4
α−r

(x
π

)
. (5)

Par conséquent, avec la fonction de base définie sur G par

X(x) := −1

4
α1(x)−

1

4
α−1(x),

on obtient que le terme général de la somme s(n, x) est simplement
1

2
+Xk

(x
π

)
où

Xk(x) := X(r(k)x), r(k) :=
Γ(k)

k
∈ Q×

La multiplication par les éléments de Q× définit les automorphismes de G. On a la relation

d’orthogonalité des caractères qui implique, puisque les rationnels
Γ(k)

k
sont distincts, ils forment

(pour k > 1) une suite strictement croissante (dont les premiers éléments sont

{
1,

1

2
,
2

3
,
3

2
,
24

5

}
) que

les variables aléatoires Xk sur l’espace de probabilité G équipé avec sa mesure de Haar normalisée,
sont équidistribués et essentiellement indépendants, dans la mesure où,∫

G

Xk(x)Xℓ(x)dx = 0 ∀k ̸= ℓ
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et où l’on contrôle le 4-ième moment comme suit∫
G

∣∣∣ n∑
1

Xk(x)
∣∣∣4dx ≤ Cn2 (6)

puisque |
∑n

1 Xk(x)|4 =
∑

1≤kj≤n Xk1(x)Xk2(x)Xk3(x)Xk4(x) et le nombre de solutions de l’équation

±r(k1)± r(k2)± r(k3)± r(k4) = 0, kj ∈ {1, . . . , n} (7)

est de l’ordre de n2 du fait de la nature lacunaire de ([3]) de la suite r(k). En effet, pour k > 4 on
a r(k+1) > 3r(k) et (7) est possible seulement si le plus grand des kj apparâıt au moins deux fois
(et avec des signes opposés) et les kj restant sont égaux, ce qui donne n2 comme limite du nombre
de solutions.
Donc on a, pour tout ϵ > 0 que∫

G

∣∣∣ 1
n

n∑
1

Xk(x)
∣∣∣4 ≤ C/n2,

∣∣∣{x ∈ G |
∣∣∣ 1
n

n∑
1

Xk(x)
∣∣∣ > ϵ}

∣∣∣ ≤ C/n2ϵ−4

et le lemme de Borel-Cantelli s’applique et montre que le sous-ensemble E ⊂ G défini par

E := {x ∈ G | 1
n

n∑
1

Xk(x) → 0}

est de mesure 1. Puisque R ⊂ G est de mesure 0 on ne peut encore obtenir (i) mais cela découlera

de l’invariance de E selon la translation par le sous-groupe Ẑ ⊂ G. Pour voir cela, on utilise l’égalité
pour k composé

Xk(x+ u) = Xk(x)∀u ∈ Ẑ (8)

qui découle du caractère entier de
Γ(k)

k
et de la périodicité du cosinus :

cos
2π(x+ 1)Γ(k)

k
= cos

2πxΓ(k)

k

Ainsi, on obtient la même égalité pour la fermeture Ẑ ⊂ G. Il suit de cela que∣∣∣ 1
n

n∑
1

Xk(x+ u)− 1

n

n∑
1

Xk(x)
∣∣∣ ≤ Π(n)

n
∀u ∈ Ẑ

et cela suffit à démontrer que E est invariant par la translation par le sous-groupe Ẑ ⊂ G. L’image
de x ∈ G dans le quotient G/Ẑ = R/Z suffit ainsi à décider si x ∈ E et il en découle que presque
tous les éléments de R ⊂ G sont dans E. Finalement, le comportement gaussien découle des
résultats de [3] sur les séries trigonométriques lacunaires.
(ii) Quand x ∈ πQ est un multiple rationnel de π on applique la proposition 3. Pour b → ∞ on a
l’équidistribution

1

ϕ(b)

∑
v∈(Z/bZ)∗

sin2
(πv

b

)
=

1

2
− µ(b)

2ϕ(b)
→ 1

2
.
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Cela montre que, pour ϵ > 0, l’intersection dénombrable suivante d’ensembles ouverts est dense
dans R

W (ϵ) := ∩m ∪n≥m {x ∈ R | s(n, x) ∈ ((1− ϵ)Π(n)/2, (1 + ϵ)Π(n)/2)}

et pour x ∈ W (ϵ) on a limn→∞
2s(n, x)

Π(n)
∩[1−ϵ, 1+ϵ] ̸= ∅ qui donne la conclusion requise après avoir

fait l’intersection des W (ϵ) pour ϵ =
1

a
, a → ∞ qui donne toujours une intersection dénombrable

dense d’ensembles ouverts par le théorème de Baire [2]. □
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