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A la mémoire de Yuri Ivanovich Manin.

Résumé : Dans le présent article, dédié a Yuri Manin, nous interrogeons la notion générale d’anneaux de S[u,, , ]-polynémes et
nous relions ce concept a la notion connue de systeémes de numération. Le théoréme de Riemann-Roch pour I’anneau Z des
entiers que nous avons obtenu récemment utilise le fait de comprendre Z comme un anneau de polynomes S[X] en une variable
sur la base absolue S, ol 1 + 1 = X + X?2. La base absolue S (la version catégorique du spectre de la sphére) s’avére ainsi étre
un sérieux candidat pour I’incarnation du mystérieux [F;.

1 Introduction

Les mathématiciens du XVI° siecle avaient coutume de parler de la “métaphysique du calcul infi-
nitésimal”, de la “métaphysique de la théorie des équations”. Ils entendaient par 1a un ensemble
d’analogies vagues, difficilement saisissables et difficilement formulables, qui néanmoins leur
semblaient jouer un rdle important a un moment donné dans la recherche et la découverte
mathématiques. (A. Weil, De la métaphysique aux mathématiques, 1960, [33])

Yuri Manin, a la mémoire de qui cet article est dédié, a reconnu le premier dans [23] I’'importance de
développer une théorie des “coefficients absolus” en géométrie arithmétique, indépendamment des idées
précédentes de R. Steinberg [30] et J. Tits [31] dans le contexte des groupes de Chevalley. En arithmétique,
pour les corps de nombres, le but est de fournir la contrepartie géométrique de la construction qu’A. Weil a
utilisée dans sa preuve de I’hypothese de Riemann pour les corps de fonctions. La recherche d’une analogie
proche entre les corps de nombres et les corps de fonctions des courbes en caractéristique positive a amené
Manin a postuler I’existence du point absolu “Spec [;,” sur lequel on pouvait appliquer la stratégie de Weil
a I’étude de la fonction zeta de Riemann. Pour le schéma algébrique Spec Z, on pourrait alors utiliser le
spectre du produit tensoriel “Z @ Z” comme un substitut du produit d’une courbe par elle-méme sur (le
spectre d’) un corps fini.

Manin plaidait toujours pour la fécondité des interactions entre les différentes approches d’un probleme
mathématique. Dans les Sections 2 et 3, on discutera de deux telles occurrences inattendues, en fait deux
piliers de notre travail commun lors des 15 derniéres années. La section 2 traite de la courbe hypothétique !
C que nous proposons comme entité géométrique absolue. La section 3 concerne plutdt les coefficients
absolus. Le but de cet article est de sponsoriser S le spectre de la sphére comme forme combinatoire de
base, la forme combinatoire la plus basique du spectre de la sphere, et une S-algebre, comme candidat
le plus naturel pour les coefficients absolus (alias [,). Nous prétendons que cette algebre est le “corps”
absolu des constantes sur lequel Z devient un anneau de polyndmes d’une variable. Ce point de vue est
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soutenu par le théoreme de Riemann-Roch pour I’anneau Z récemment démontré dans [14], dont la formule
montre que le genre de Spec Z est zéro. Dans un précédent résultat sur le méme sujet [13], les entiers étaient
considérés comme des polyndmes sur S[+1] avec générateur X = 3. Ce fait est basé sur un systeme de
numération équilibré ternaire > qui fournit une représentation signée équilibrée des entiers comme sommes
finies de puissances de la “variable” X = 3 avec coefficients dans I’ensemble {—1,0, 1} sous-tendant le
monoide pointé multiplicatif u, , des racines quadratiques de I’'unité. La nouvelle version du théoreme de
Riemann-Roch pour I’anneau Z dans [14] simplifie une version précédente [13] et elle réconcilie également
la formule (et notre compréhension de ce sujet) avec le point de vue de la théorie des nombres classique. En
effet, dans I’analogie entre les corps de nombres et les courbes sur les corps finis, le corps Q est de genre
z€ro [32] et il est désigné comme le seul corps contenu dans n’importe quel corps de nombres. Le fait de
voir Z comme un anneau de polyndmes sur la base absolue S sélectionne le générateur X = —2. Le fait clé
est que tout entier peut etre exprimé de maniere unique comme somme de puissances de —2 [20].

Les cas particuliers de générateurs ci-dessus X pour les anneaux sur les S-algebres sphériques finies
justifient une €tude systématique et étendue des anneaux de S[u, , ]-polyndmes. Dans la section 5, on
introduit la notion générale d’anneaux de S[y, , ]-polyndmes en une et plusieurs variables. Soit n > 0 un
entier, y, le groupe multiplicatif des racines n-iemes de I'unit€ de 1 et S[y,, , ] la S-algebre sphérique du
monoide (point€) p, , = u, U {0}. On rappelle que les morphismes de S-algebres S[u, ,] — H R (R étant
un anneau) correspondent bijectivement aux homomorphismes de groupes 1 : y, = R* [11]. Soit P(yu,) le

sous-ensemble de I’ensemble ( u, U {0} ) N des séquences avec seulement un nombre fini de termes non nuls.
Par définition, un €lément X € R est un S[yu, , |-générateur si et seulement si I’application d’évaluation
o : Pu,) = R o(a)) = Zj i(a;) X7 est bijective. La proposition 5.8 montre que la paire (R, X) d’un
anneau de S[yu, , ]-polyndmes en une variable est spécifi€ée de maniere unique, a isomorphisme pres, par
I’application & : u, — P(u,), qui, en retour, est uniquement définie par I’égalité o (h(&)) = 1(&) + 1. Dans
la section 6, on donne plusieurs exemples d’anneaux de S[u,, , |-polyndmes basés sur certains systemes de
numération connus. Nous renvoyons a [2] pour un survol des systemes de numération et pour des références
fournies, mais nous ne prétendons pas a I’exhaustivité. Conceptuellement, les exemples d’anneaux de
S[u, ]-polyndmes discuté€s dans cet article fournissent un pont explicite entre les mondes p-adique et
complexe. Au niveau géométrique, les anneaux de polyndmes sont naturellement reliés a la droite projective
P!, et I’évaluation en les points 0 et co de P! amene, aprés complétion, le raffinement suivant (la ligne du
dessous) d’un diagramme classique (la ligne du dessus). Dans la ligne du dessus, K est le corps des fractions
de I’anneau de Witt p-typique de la fermeture algébrique de F, (¢ = p¥) et K est sa cloture algébrique.

F, « wF,) < K » Q c C
U U ) U Il
F, « WEF) & WE < RX' < C

Dans la ligne du dessous, X est un S[u, , ]-générateur de I’anneau Roun+1 = gq. R[X '] est I’anneau
des polyndmes de Laurent; I’application vers C est I’inclusion de R[X '] dans C par spécialisation de
X, obtenue en résolvant les équations o(h(§)) = 1(§) + 1, & € p,, et en utilisant le plongement canonique
H,, C C. L’application de R[X ~17 vers I’extension finie W([Fq)[n] est obtenue a partir de 1’inclusion
canonique de R dans la limite projective l(iERn (voir la proposition 5.8).

La théorie générale des anneaux de S[u,, , ]-polyndmes, avec le rdle de la base absolue S dans la formulation
du théoréme de Riemann-Roch [14], suggere le raffinement suivant de la définition du site arithmétique.

2. Une occurrence plus ancienne d’un tel systeme de numération peut étre trouvée dans le livre de 1544 “Arithmetica integra”
de Michael Stifel.
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Originellement, cet espace était défini par la paire du topos arithmétique NX et de la structure de faisceau
donnée par I’action du Frobenius de N* sur le semi-anneau tropical Z,_,, [9]. Le role du corps de constantes
est ici joué par le semi-corps booléen B. Le développement de cet article suggere de facon évidente de
remplacer la structure de faisceau Z, . par le faisceau des S-algebres obtenues a partir de 1’action du
Frobenius X — X" de N* sur I’algebre sphérique S[ X ]. Cette nouvelle version du site arithmétique fournit
simultanément une base naturelle a la fois au niveau des coefficients et au niveau géométrique. Le topos B
est I’incarnation géométrique des A-opérations dans la théorie des A-anneaux [3] dans le contexte de la
géométrie sur [,. Nous espérons que par une compréhension adéquate de la “fermeture algébrique” E des
coefficients absolus, on pourrait relier I’espace des points du site S-arithmétique sur E aux (points de la)
courbe C dont la structure est rappelée dans la section 2.

Finalement, ces résultats amenent également a la question ouverte et intéressante de la classification des
anneaux de S[u, , ]-polyndmes en plusieurs variables qui poursuit I’assertion intuitive de Yuri Manin [23] :

La question centrale a laquelle nous répondons peut étre énoncée de facon provocante comme
suit : si les nombres sont semblables a des polynomes en une variable sur un corps fini,
quel est I’analogue des polynémes a plusieurs variables ? Ou, en termes plus géométriques,
existe-t-il une catégorie dans laquelle on peut définir “des puissances absolues de Descartes”
Spec Z X --- X Spec Z ?

2 Incarnation adélique et topossique de C

Une premiere connexion entre le point de vue de Manin sur [, et un sujet semblant non relié a celui-ci
a lieu comme sous-produit des relations entre la perspective de C. Soulé sur les variétés sur [, (nommé
“réalisme critique” dans [24]) — motivé par [23] (cf. §1.5) — et le travail du premier auteur [5] sur la formule
de trace en géométrie non-commutative et les zéros de la fonction zeta de Riemann. Dans [29], Soulé a
introduit la fonction de zeta suivante d’une variété X sur [,

Cx(s) 1= lirrll Z(X,q (g - DD, seR 2.1

en utilisant la fonction de comptage polynomiale N (x) € Z[x] associée a X et la série exponentielle de
Hasse-Weil

,

Z(X,T) :=exp|( ), N ). (2.2)

r>1 r

Tous les exemples de variétés considérées dans op.cit. sont rationnelles. Par conséquent, 1’existence
d’une courbe sous-jacente C reliée, d’une facon similaire, a la fonction zeta de Riemann est subordonnée
au fait de trouver une fonction N(g) (hautement non polynomiale!) qui produise, a travers 1’utilisation
de (2.1), la fonction de Riemann complete {o(s) = 77T (s /2)¢(s). Ceci est un probléme non trivial
puisque, classiquement, N (1) dans la formule ci-dessus représente la caractéristique d’Euler de I’espace
géométrique. Donc on peut étre amené a s’ attendre * a ce que puisque pour la fonction zeta de Riemann,
on devrait avoir N (1) = —oo, I'utilisation de (2.1) devrait étre exclue, et avec elle également 1’ attente que
N(q) 2 0 pour g € (1,0). Il y a, en fait, un moyen naturel de passer outre ce probléme en appliquant
la dérivée logarithmique aux deux cotés de (2.1) et en observant alors que le coté droit détermine les
sommes de Riemann d’une intégrale [7, 8]. De cette maniere, au lieu de (2.1), on considere I’équation :

3. Le nombre de z€éros de {g, est infini, et il en est donc de méme de la (mystérieuse) cohomologie H L.
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0 s e
f]\(f()) =— / N@)u*d*u, ou d*u := du/u. Cette formule intégrale produit la formule suivante pour
NS 1
le but recherché d’obtenir la fonction de comptage N (g) associée a C :
0,8u(s ®©
ﬂ() = —/ N@w)u*d*u. (2.3)
CQ(S ) 1
L’équation ci-dessus admet une solution qui a du sens exprimable en fonction de la distribution
d
N@ = oW+ K@, oW =Y nA®. (2.4)
u

n<u
ou k(u) est la distribution qui apparait dans la formule explicite de Riemann-Weil
[ xwrwau= [T Darseray, = ddogn
1 1 u- =

On montre que la distribution N (u) est positive sur (1, o), et quand on I’écrit en fonction des zéros non
triviaux p € Z de la fonction zeta de Riemann, elle est donnée, en parfaite analogie avec sa contrepartie
vérifiée dans le cas des corps de fonctions par

p+1
Nw=u-2L <Z ordre(p)2 > +1, 2.5)
du ey p+1
up+1
ou la dérivée est prise au sens des distributions. La valeur en u = 1 du terme w(u) = Z ordre(p) I est
P
pEZ

log4 (-1
donnéeparl+z+ ogar _ ¢ ).
2 2 2 (=1
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FI1G. 1 : Graphe de la primitive J(u) de la distribution de comptage N (u). On a J(u) —» —oo
quand u — 1. Le graphique ondulant est I’approximation de J (u) obtenue en utilisant I’ensemble

. . , 2 1
symétrique Z,, des 2m premiers zéros pour calculer la somme J,,(u) = = -, ordre(p)'l‘)% +u.

2
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La tension entre la positivité de la distribution N(q) pour ¢ > 1, et ’attente que sa valeur N (1) doive
étre N (1) = —oo est résolue en implémentant la théorie des distributions. En effet, méme si N (1) est finie
comme une distribution, quand on la regarde comme une fonction, sa valeur en ¢ = 1 est formellement

donnée par
1 — (1l
N(1) =2 — Jim 2+ = o )~—%ElogE, g=1

e—0 € €

et ainsi, elle est égale a —oo, et ce fait refléte, quand € — 0, la densité des zéros de la fonction zeta.

On souligne que le role des formules analytiques explicites de Riemann-Weil dans le processus de dépasser
la difficulté initiale par une solution définie par une distribution positive N (q), relie directement le point
de vue original (en géométrie classique) avec la formule de trace dans [5], fournissant ainsi une premiere
description géométrique pour les points de C en fonction du double quotient

Xg 1= Q\Ay/Z* (2.6)

de I’espace des classes d’adeles des rationnels par le sous-groupe compact maximal 7% du groupe des
classes d’ideles. L’ingrédient cl€ principal dans cette construction est la fonction de mise a I'échelle de R’
qui fournit“ la distribution de comptage ci-dessus N (u), u € [1, c0), qui détermine, en retour, la fonction
zeta de Riemann complete via une procédure de limitation lorsque ¢ — 1, opérée sur la formule de the
Hasse-Weil. La géométrie non-commutative joue un role crucial dans ce développement principalement en
implémentant I’espace non-commutatif X qui survient naturellement comme le dual du BC-systeme [4].

Pour atteindre une compréhension géométrique plus classique de I’espace des classes d’adeles X, avec son
action de mise a 1’échelle, en analogie avec I’action de I’automorphisme de Frobenius sur les points de la
courbe sur la fermeture algébrique d’un corps de base, il faut pousser plus loin la recherche d’interactions
inaattendues... Cette compréhension géométrique vient en fait de I’interaction entre trois théories a priori
non liées :

1. la géométrie non-commutative,
2. les topoi de Grothendieck
3. la géométrie tropicale.

Le point de départ naturel est le topos f@, défini dans [9] comme le topos de Grothendieck de pré-
faisceaux dual du monoide multiplicatif N* des entiers positifs non nuls. Cet espace est en fait ’incarnation
géométrique des N*-actions sur les ensembles. Ces actions arrivent souvent en instances globales des
endomorphismes de Frobenius : pour les A-anneaux, elles étaient défendues dans [3] dans le contexte des
variétés sur [, (dans I’interprétation de Manin, elles sont dites “futuristes”, [24]). Les A-anneaux spéciaux
R ([1] Proposition 5.2), appartiennent naturellement au topos X puisque les opérations de Adams y,
changent R en un faisceau d’anneaux sur le topos X,

A un niveau algébrique tres basique, un exemple fondamental d’action de Frobenius de N* est fourni par la
théorie des semi-anneaux (i.e. quand on met de coté 1’existence d’inverses additifs dans les anneaux). Pour
un semi-anneau’ R de “caractéristique un” (c’est-a-dire idempotent : i.e. tel que 1 + 1 = 1), ’application
x — x" = Fr,(x) est un endomorphisme injectif [17], pour tout entier n € N*. Ainsi, on obtient une action
canonique du semi-groupe N* sur tout tel R. Pour cette raison, il est naturel de travailler avec le topos

4. Pour supprimer le terme logarithmique divergent de la formule de trace [5], on a besoin de supprimer de X I’orbite de
I’adele unité 1, i.e. ou de manieére équivalente de soustraire la représentation réguliere de Ri comme dans [25].
5. Un semi-corps est un semi-anneau dont les éléments non nuls forment un groupe pour la multiplication.
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N* muni d’une action de N¥. De plus, on sait également qu’il y a un unique semi-corps® Z, .. dont le
groupe multiplicatif est cyclique infini et il est de caractéristique un. Ces faits étant donnés, il est naturel

d’introduire 1’espace suivant

Définition 2.7 ([9]). Le site arithmétique & = (@,(9) est le topos NX muni du faisceau structurel
O :=7,,, vucomme un semi-anneau dans le topos et avec I’action de N* par les endomorphismes de
Frobenius.

Le semi-corps Z,,,, et son compagnon RT** (dont le groupe multiplicatif est R ), sont des objets familiers
en géométrie tropicale ou le maximum remplace 1’addition usuelle.

En implémentant une généralisation évidente dans les topos semi-annelés de la compréhension d’un
point de géométrie algébrique, on obtient le résultat suivant qui détermine un pont reliant la géométrie
non-commutative a la théorie des topos (de Grothendieck)

Théoreme 2.8 ([9]). L’ensemble des points du site arithmétique o sur RT™ est canoniquement isomorphe
aXg=Q\Ay/ 7%. L'action des automorphismes de Frobenius Fr , de RY™ sur ces points correspond a
I’action du groupe des classes d’idéles sur Xo = Q*\Ag/ 7*.

Ce théoréme amene une lumiere nouvelle sur une intuition géométrique de la courbe C, en particulier,
il montre I’espace non-commutatif X, comme I’ensemble des points de C sur le semi-corps R, avec
I’action de mise a I’échelle comprise comme I’action du groupe de Galois Autg(RT*) de RT** sur le
semi-corps booléen’ B. Cela suggere également que R devrait intervenir dans la construction de la
“fermeture algébrique” de [, et que le ceeur combinatoire sous-tendant C est dénombrable puisqu’a la fois
N* et Z,,, le sont. On trouve assez remarquable qu’alors que le site arithmétique est un objet combinatoire
de nature dénombrable, il vienne néanmoins muni d’un semi-groupe a un parametre de “correspondances”
qui peut étre vu comme des congruences sur le carré de ce site [9].

L’ensemble dénombrable de places de Q (les points de la compactification d’Arakelov Spec Z), est I’analogue
visible (classiquement) de I’ensemble des orbites de 1’automorphisme de Frobenius dans le cas des corps
de fonctions. On obtient une meilleure vision des points de C en considérant les orbites périodiques C,
(paramétrées par les nombres premiers p) lorsqu’elles ont lieu parmi les points du site arithmétique & sur
R™**. On montre que les points de C, forment un cercle dont les €léments sont les sous-groupes de rang un
du groupe multiplicatif de R de la forme

H, :={u# |n€Z keN). 2.9)

Ce sous-groupe est inchangg si on remplace u par u”, et 1’action de Frobenius de Autp(RT™) = RY, ut,
induit Iaction transitive du groupe quotient R / p%. La longueur de cette orbite périodique est log p, et
leur collection compléte joue un rdle clé dans I'interprétation des formules explicites de Riemann-Weil
comme une formule de trace dans [5]. De plus, chaque C, hérite, comme un sous-espace du site de mise a
I’échelle (obtenu a partir du site arithmétique par extension des scalaires), d’une structure de faisceau (de
caractéristique un) qui transforme toute orbite périodique en I’analogue d’une courbe elliptique classique
[10]. De cette maniere, on peut encore appliquer plusieurs outils clés de la géométrie algébrique, comme
les fonctions rationnelles, les diviseurs, etc. Une nouvelle caractéristique surprenante de cette géométrie

6. Comme monoide multiplicatif, Z,, est obtenu en adjoignant I’élément zéro —co au groupe cyclique infini Z alors que
I’opération qui joue le role d’addition dans le semi-corps est (x, y) — max(x, ).
7. B:={0,1}avec 1 +1=1.
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d’une orbite périodique est que le degré d’un diviseur est un nombre réel. Pour tout diviseur D dans C,,, il
y a un probléme de Riemann-Roch correspondant avec pour espace des solutions H°(D). La dimension
continue ® Dimg (H(D)) de ce R™*-module est définie par la limite

Dimg(H°(D)) := lim p~"dim,,,(H"(D)"") (2.10)

ou H°(D)"" est une filtration définie naturellement et ou dimtop(é' ) dénote la dimension topologique d’un
RM*-module €. La formule de Riemann-Roch suivante est vérifiée

Théoréme 2.11 ([10]). (i) Soit D € Div(C,) un diviseur avec deg(D) > 0. Alors la limite dans (2.10)
converge et on a
Dimg(H(D)) = deg(D).

(ii) La formule de Riemann-Roch suivante est vérifiée
Dimg(H(D)) — Dimg(H°(—D)) = deg(D) VD € Div(C,).

Au vu de ces résultats et du role clé joué par le semi-corps booléen B parmi les structures algébriques
idempotentes , on peut (2 tort) étre amené a penser 2 B comme a I’incarnation naturelle de F,. Pourtant,
cela ne peut étre le cas pour la raison évidente que ' :

L’anneau Z n’est pas une algebre sur B.

3 Coeflicients absolus, spectres et S.

Le fait indéniable ci-dessus nous a amenés, une fois encore, a comparer les idées de Manin sur [, avec
un autre sujet a priori non relié : ¢’est le monde des spectres de la théorie de I’homotopie. Les spectres
topologiques généralisent grandement les théories de la cohomologie; des invariants trés importants
en topologie algébrique, comme la cohomologie ordinaire et la K-théorie, peuvent étre reformulés en
fonction des spectres, ce qui fournit un traitement unifié pour les “coefficients généralisés”. Une découverte
fondamentale dans le contexte topologique est que les “spectres d’anneaux” généralisent les anneaux, et en
particulier, le “spectre de la sphere” S devient plus basique que I’anneau Z, parce que ce dernier peut €tre
vu comme une algebre sur le premier. Cette théorie des “nouveaux anneaux courageux” s’est avérée étre le
cadre correct pour I’homologie cyclique; en particulier, la théorie des I'-espaces est connue pour fournir
un modele fonctionnel de spectres connectifs [15]. On travaille habituellement au niveau homotopique,
et donc il est crucial de traiter les complexes de Kan pour obtenir une structure modélisante correcte.
Pourtant, pour tirer un complet avantage de cette théorie pour le développement des idées de Manin sur [,
en théorie des nombres, nous pensons que les ["-espaces devraient étre vus dans leur forme la plus basique,
notamment comme des objets simpliciaux dans la catégorie des I'-ensembles, de telle fagcon que la théorie
de I’homotopie puisse jouer le role de I’algebre homologique correspondant a I’““algebre absolue” sur le
I'-anneau de base S [11]. Ce I'-anneau est le point de départ catégorique dans la construction du spectre
de la sphere S, avec le foncteur naturel des I'-espaces vers les spectres, et ¢’est exactement cette nature
combinatoire de base qui le rend plus proche de ce que I’on recherche pour [F,. La catégorie '©Set3, des
[-ensembles pointés (par exemple les S-modules M od(S)) peut Etre directement décrite comme suit. On

8. En analogie avec les dimensions continues de von Neumann de la théorie des facteurs de type II.
9. B est, en particulier, le seul semi-corps qui ne soit pas un corps cf. [17].
10. Les algebres sur B sont de caractéristique un.
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commence avec la petite catégorie ['°? comme catégorie complete des ensembles finis pointés dont les
objets sont les ensembles finis pointés ' k + =10, ..., k}, pour k > 0. En particulier, 0, est a la fois initial
et terminal dans [P, faisant de I'°P une catégorie pointée. Un I'-ensemble est défini comme un foncteur
(covariant) P — ©et3, entre les catégories pointées et les morphismes dans cette catégorie sont des
transformations naturelles. On dénote par S : [P — &et3, le foncteur d’inclusion. Le hom foncteur
interne est défini par

Hom (M, N) := {k, » Homg(M, N(k, A —))}.

Cette formule définit de maniere unique le smash produit des I'-ensembles en appliquant 1’adjonction

Hom (M, A M,, N) = Hom (M, Hom (M,, N)).

La construction de base des S-modules associe a un monoide abélien A un élément zéro, le foncteur
d’Eilenberg-MacLane M = HA

HA(k,) = A%, Hf : HA(k,) - HA(n,),

HfmG) = Y, my,
f(@&)=j

oum=(my,...,m) € HA(k,), et I’élément nul de A donne un sens a la somme vide. Une S-algebre .A
est un S-module A : [P — &et3d, muni d’une multiplication associative 4 : A A A — A et d’une
unité 1 : S - A.

Un semi-anneau ordinaire R donne naissance a la S-algebre H R, et le plongement correspondant des caté-
gories est pleinement fidele de telle facon qu’aucune information n’est perdue. Par contraste, la S-algebre
de base S sous-tend maintenant H R pour tout semi-anneau R.

Etant donné un monoide multiplicatif M avec un élément 0 € M tel que 0 X x = x X 0 = 0 pour tout
Xx € M, on définit la S-algebre sphérique S[ M ] qui associe a I’ensemble pointé X le smash produit X A M,
ou le point de base de M est 0 € M. On identifie SIM][1,] =1, A M a M en envoyant le point de base
del, AMsurOe M,etaAmouael,\ {x}etme M\ {0} sur m. Pour éviter toute confusion, on
écrit 2, = {*, a, b}. Outre le point de base, les éléments de S[M][2,] = 2, A M sont donnés par paires de
la forme (a, m) ou (b, m) ot m € M \ {0}. On a trois applications naturellement pointées f : 2, — 1., qui
sont
$(a) = a, p(b) =*, y(a) =%, y(b) =a, p(a) = p(b) = a.

Appelons m € M \ {0} et considérons la paire z = (b,m) € S[M][2,]. On a ¢,(z) =+= 0 ety (z) = m.
De plus, on a p,(z) = m. Cela signifie que pour I’addition partiellement définie dans S[M][1,] = M, on a
0+ m = mpourtoutm e M.

Ainsi, a la fois les anneaux ordinaires et les monoides s’adaptent pleinement fidéelement et naturellement
[11] (proposition 3.5), dans la catégorie des S-algébres amenant un argument fort pour voir S comme
la candidate naturelle pour [F,. Néanmoins, on a besoin de tester cette idée de différentes manieres. Par
exemple, on voit op.cit. que le carré tensoriel de HZ sur S n’est pas isomorphe a H Z, et ce résultat fournit
plus de base a I’intuition originale de Manin dans [23]. On peut aussi se demander quelles avancées ce
point de vue peut produire pour comprendre 1’anneau Z et son spectre algébrique Spec Z. Nous allons
maintenant nous tourner vers une discussion détaillée de ce sujet.

11. ou O est le point de base.
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Soit Spec Z la compactification d’Arakelov de Spec Z obtenue en ajoutant la place archimédienne au
symbole associé co. Alors, le nouveau point de vue décrit ci-dessus fournit une extension naturelle de la
structure classique de faisceau de Spec Z a la compactification d’Arakelov. Les points cruciaux concernant
la quéte de la courbe C sont au nombre de deux : premierement, cette structure de faisceaux étendue O est
encore un sous-faisceau du faisceau constant Q ; le second point intéressant est que les sections globales de
O forment une extension d’algebre finie de S. Cette extension est identifiable a I’extension par les deux
racines de I’unité a I’intérieur de Q que nous avons utilisée dans [6] dans le processus destiné a montrer que
les groupes de Chevalley sont des variétés sur ;> au sens de Soulé '”. La condition qui restreint les éléments
de HQ a la place archimédienne est simple a formuler quand on voit le foncteur H Q comme assignant a
un ensemble fini pointé F les diviseurs Q-valués sur F. La restriction est alors établie en écrivant que la
somme des valeurs absolues des nombres rationnels impliqués est < 1. On vérifie que cette condition est
stable par push-forwards et produits et que par conséquent, elle définit une sous-S-algebre de H Q. Cette
sous-S-algebre, définie en utilisant une norme s’applique également dans le contexte des adeles d’un corps
global et nous permet de transposer 1I’approche due a A. Weil du théoréeme de Riemann-Roch pour les corps
de fonctions au corps de nombres Q [13].

Un diviseur D sur Spec Z définit un sous-ensemble compact K = [[ K, C A de ’anneau localement
compact des adeles. Quand p est un nombre premier non archimédien, chaque K, C Q, est un sous-groupe
additif, par contraste, le sous-ensemble compact K C R est juste un intervalle symétrique dont le manque
de structure additive empéche d’utiliser la construction originale de Weil faisant intervenir 1’application
d’addition y : Q X K — Ag. D’un autre coté, on note aussi rapidement que y conserve sa signification
dans le contexte des S-modules, donnant naissance a un complexe court. En utilisant la correspondance de
Dold-Kan dans le contexte des S-algebres, on introduit alors un I'-espace H (D) qui code I’information
homologique du diviseur D et dépend seulment de la classe d’équivalence linéaire de D (i.e. la classe du
diviseur est inchangée selon I’action multiplicative de Q> sur A). Comme sous-produit, on obtient une

formule de Riemann-Roch pour les diviseurs d’Arakelov sur Spec Z d’une nature entierement nouvelle
qui repose sur I’introduction de trois nouvelles notions clés : la dimension (entiere), les cohomologies
(H°(D), H'(D)) (attachées a un diviseur D), et la dualité de Serre. Plus précisément, la formule de Riemann-
Roch rend égales la caractéristique d’Euler de valeur entiere avec une modification simple de 1’expression
habituelle (i.e. le degré du diviseur plus log 2).

Théoréme 3.1 ([13]). Soit D un diviseur d’Arakelov sur Spec Z. Alors
dimg, , H(D) — dimg,, H'(D) = [deg3 D + log, 2] -1,. (3.2)

Ici, [x] dénote la fonction impaire sur R qui coincide avec la fonction plafond sur les réels positifs et 1,
est la fonction caractéristique d’un ensemble exceptionnel '° de mesure de Lebesgue finie.

Dans (3.2), le logarithme népérien traditionnellement utilisé pour définir le degré d’un diviseur D =
D ;4 {p;} + a{oco} en géométrie d’Arakelov, est remplacé par le logarithme en base 3. Cette modification
est équivalente a une division par log 3 i.e. deg;(D) := deg(D)/log3, log,;2 = log2/log 3.

Le nombre 3 apparait de maniere inattendue dans le calcul de la dimension de la cohomologie des S[+1]-
modules en déterminant leur nombre minimal de générateurs lin€aires. Pour dimg, ; H (D), on trouve que

12. Un autre argument convaincant en faveur des S-algebres est que la catégorie ad-hoc que nous avions introduite dans [7]
pour simplifier la définition de Soulé des variétés sur [F;, est naturellement (voir [12]) une sous-catégorie complete de la catégorie
des S-algebres.

13. L C R est I’'union, pour k > 0, des intervalles deg(D) € <log %, log 3%1 )
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la fagon la plus économique d’écrire les éléments d’un intervalle symétrique Z N K, implique d’écrire les
entiers comme des polyndomes de la forme

D a3, € (-1,0,1}. (3.3)

j=0

De fagon similaire, dans le cas de dimg, ; H (D), on trouve que la meilleure fagcon d’approximer les
éléments du cercle R/Z est d’utiliser des polyndomes de Laurent de la forme

D a3, € (-1,0,1}. (3.4)

j<0
L’élément clé ici est que I’addition * des polyndmes P(X) = ¥ .. a; X/, a; € {—1,0, 1} avec coefficients
dans S[+1] est identique a I’addition de vecteurs de Witt (tronqués) pour le corps fini F;. On trouve que
I’addition P + Q de deux polyndmes de degré < n donnent un polyndme de degré < n + 1, et que la seule
regle qui ne soit pas évidente que I’on doive imposer est la somme : 1 + 1 := X — 1. Conceptuellement, le
point fondamental est que I’image de I’ascenseur de Teichmiiller pour F; est a I’intérieur de Z. En méme
temps, les vecteurs de Witt avec seulement un nombre fini de composants non nuls forment un sous-anneau
de I’anneau de Witt, et son sous-anneau est Z !

4 L’anneau des entiers comme anneau de polynomes

Il y a une autre maniere de représenter les entiers comme polyndmes d’une variable, et dans cette description,
les “coefficients” appartiennent a la base absolue S. Cette représentation est connue comme la représentation
négabinaire des nombres

n=Y a; (-2, a €{0,1}. (4.1)

Le nombre X = —2 est remarquablement unique, rendant la représentation d’un entier n possible comme
polyndme P(X) a coefficients «; € {0, 1}. En suivant les mémes €tapes qui nous ont amenés au théoreme
3.1, mais en travaillant maintenant sur la base absolue S, on obtient la version suivante nouvelle et simplifiée
de la formule de Riemann-Roch qui fait intervenir maintenant le logarithme en base 2.

Théoréme 4.2 ([14]). Soit D un diviseur d’Arakelov sur Spec Z. Alors
/
dimg H°(D) — dimg H'(D) = [degz D] +1 4.3)

ou [x]’ est la fonction continue a droite qui coincide avec plafond(x) pour x > 0 non entier et avec
—plafond(—x) pour x < 0 non entier.
Cette version du théoreme de Riemann-Roch améliore le théoreme 3.1 pour les raisons suivantes :

1. Le terme 1, faisant intervenir I’ensemble exceptionnel L dans I’assertion originale (voir [13]) a
maintenant disparu de la formule.

2. La formule (4.3) est maintenant en parfaite analogie avec le théoréme de Riemann-Roch pour les
courbes de genre 0.

14. une fois que I’addition est définie, le produit suit en utilisant uniquement X/ X* = x/+k
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3. Le diviseur canonique K = —2{2} a un degré entier deg,(K) = —2.

Le théoreme 4.2 correspond maintenant exactement avec le texte trilingue suggéré par A. Weil, qui soutient
I’analogie entre la théorie transcendantale de Riemann des fonctions algébriques d’une variable dans la
premiere colonne, la géométrie algébrique sur les courbes sur des corps finis dans la colonne du milieu et
la théorie des corps de nombres algébriques dans la troisieme colonne. En effet, selon Weil

Mais on peut, je crois, en donner une idée imagée en disant que le mathématicien qui étudie
ces problemes, a 'impression de déchiffrer une inscription trilingue. Dans la premiére colonne
se trouve la théorie riemannienne des fonctions algébriques au sens classique. La troisieme
colonne c’est la théorie arithmétique des nombres algébriques. La colonne du milieu est celle
dont la découverte est la plus récente : elle contient la théorie des fonctions algébriques sur un
corps de Galois. Ces textes sont [’'unique source de nos connaissances sur les langues dans
lesquels ils sont écrits; de chaque colonne, nous n’avons bien entendu que des fragments;
la plus compleéte et celle que nous lisons le mieux, encore a présent, c’est la premiére. Nous
savons qu’il y a de grandes différences de sens d’une colonne a I’autre, mais rien ne nous en
avertit a 'avance. A | ‘usage, on se fait des bouts de dictionnaire, qui permettent de passer
assez souvent d’une colonne a la colonne voisine.

Dans la vision de Weil, il y a, dans la colonne du milieu (celle des corps de fonctions), une compréhension
géométrique de la fonction zeta comme fonction génératrice du nombre de points de la courbe sur les
extensions du corps des constantes. Dans la section 2, on traduit dans ce dictionnaire la formule de Hasse-
Weil, en amenant a la premiere rencontre de “la courbe” C et I’action de [R_"; sur C, analogue a I’action de
Galois. Le théoreme 4.2 indique que le role du corps des constantes est joué par I’anneau de coefficients
absolus S. Puisque le semi-corps booléen B peut €tre vu comme une S-algebre, cette traduction suggere de
faire descendre les structures du site arithmétique et du site de mise a 1I’échelle dont il a été question dans la
section2de B a S.

5 Anneaux de S[y, , ]-polynomes

Soit n > 0 un entier, p, le groupe multiplicatif des racines n-iemes de 1 et S[y, ] la S-algebre sphérique
du monoide (pointé) u, . = u, U {0}. On rappelle que les morphismes de S-algebres S[u, ] - HR
correspondent (bijectivement) aux homomorphismes de groupes 1 : y, — R* [11]. Dans cette section,
on introduit la notion d’anneaux de S[u, ,]-polyndmes en une (Définition 5.1) et plusieurs variables
(Remarque 5.2) qui peut jouer un role clé dans la recherche des “puissances absolues de Descartes” parmi
les anneaux ordinaires. On montre que la paire (R, X) d’un anneau R et d’un S[u, , ]-générateur de R
est caractérisée de maniere unique, a isomorphisme pres, par I’application de u, vers les polyndmes a
coefficients dans le monoide pointé 4, ,, qui code I’addition de 1 en €l€éments de u,,.

Définition 5.1. Soit R un anneau, 1 : u, — R* un homomorphisme injectif de groupes. Un élément X € R
estun S[u, , ]-générateur de R si et seulement si tout €lément z € R peut s’€crire de maniere unique comme
un polyndme z = Zj i(a;) X7 a coefficients ; € p, U {0}.

Remarque 5.2. Plus généralement, un ensemble fini {X; | i € {I,...,k}}, S[u, ]-engendre R si et
seulement si tout élément z € R peut s’écrire de maniére unique comme un polyndéme z = ). ja) X /2

coefficients a; € y, U {0}, ol j est un multi-index j = (j, ..., Jj;) € Nk et X/ 1= HXIJ
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Soit P(u,) le sous-ensemble de I’ensemble ( M, Y {0})N de séquences avec seulement un nombre fini de
termes non nuls. Soit X € R, alors I’application ¢ : P(u,) — R, donnée par

o((@) 1= ) ua;) X/ (5.3)

J

est bien définie puisque pour a = («;) € P(u,) la somme D j Wa;) X J définit un élément de R. Il découle
de la définition 5.1 que si X est un S[u, , ]-générateur, I’application ¢ est une bijection entre P(u,) et R.

L’exemple le plus simple d’un S[, , ]-générateur, avec n + 1 une puissance de nombre premier g, est fourni
par I’exemple suivant :

Exemple 5.4. ’anneau R = F_[X] des polyndmes sur le corps fini [, a la variable X comme [F;—générateur.

La proposition montre que la m-ieéme racine du S[yu, ,]-générateur X d’un anneau R est un S[yu, , |-
générateur de I’extension de la R-algebre R[Y]/(Y™ — X), cela fournissant par conséquent une multitude
d’exemples.

Proposition 5.5. Soit R un anneau, 1 : p, - R* étant un homomorphisme injectif de groupes, X € R un
Slu, 1-générateur de R et m € N un entier positif. Alors Y € R[Y]/(Y™ = X) est un Sy, 1-générateur
de R[Y]/(Y" — X).

, : s  ho o . -1 ;
Démonstration. Tout élément z de R[Y]/(Y™ — X) peut s’écrire de maniére unique comme z = ;n=0 a; Y/,
avec a; € R €écrit de maniere unique comme a; = Zj’k 1@ ) X*ou a;, € u, U {0}. Puisque Y™ = X, on
obtient I’unique décomposition finie

z = Z z(aj’k)Y””’k, a;, € p, U {0}
Tk

]

L’exemple suivant est une généralisation €vidente du fait que 3 est un S[+1] = S[u, , ]-générateur de
I’anneau Z des entiers.

Exemple 5.6. Soit m € N un entier positif, et € = +1. Alors X = (3¢)'/" est un S[+1]-générateur du
sous-anneau R = Z[X] du corps de nombres Q((3¢)'/™).
En effet, le polynome X™ — 3e est irréductible, donc tout élément z € R peut €tre écrit de manieére unique

comme une somme
m—1
z=2anj, a; € Z.
Jj=0

.2 . o . _ k N .
En retour, tout a ; peut s’€crire de maniere unique comme a ;= Z ik Xk (3e)<, ou a;, € {—1,0,1}. Puisque
3¢ = X™, on obtient la décomposition unique

z= Z a; Xk, a;, € {—1,0,1}.
j.k

Un cas intéressant est celui de m = 2 et ¢ = —1 puisqu’alors, ’anneau R = Z[4/—3] est un ordre de
I’anneau des entiers du corps imaginaire quadratique Q(\/—3).
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Notons que dans I’exemple 5.6, I’addition est spécifiée par une égalité de la forme suivante

1+1=PX), PX)=Y o X, a€{-101}, (5.7)

avec P(X) = e X™ — 1. Une présentation algébrique simple de la forme (5.7) est vérifiée quand on travaille
sur u, . pour n = 1,2.

Le résultat suivant établit I'unicité d’une présentation polynomiale similaire dans le cas général.
Proposition 5.8. Soit R un anneau, 1 : p, - R* un homomorphisme injectif de groupes, X € R un

Slu, ,1-générateur de R. Pour une décomposition polynomiale z = Y, i) X /€ R, soit deg(z) le plus
petit entier m tel que a; = 0 pour tout j > m. Alors, on a le résultat suivant

(i) Soit m € N, et J,, = (X™) C R l’idéal engendré par X™. Tout élément z € R admet une
unique décomposition additive z = a+ b ou deg(a) <metb € J,,

(ii) Le quotient R,, := R/J,, est un anneau fini dont les éléments s’écrivent de maniére unique
m—1 i
comme ZFO (a;) X/, avec a; € u, , = pu, U {0}.

(iii) Le quotient R, := R/J, est un corps fini avec n+1 éléments et1 . u, , — R est une section
multiplicative de I’application quotient R — R,.

(iv) L’homomorphisme canonique d’anneaux = : R — lim R,, est injectif.

(v) La paire (R, X) est spécifiée de maniere unique, a isomorphisme pres, par l’application
h @, = P(u,) qui est définie de maniere unique par [’égalité c(h(§)) = 1(§) + 1.

Démonstration. (i) Soit z = Zj 1a;) X J. En écrivant z comme

m—1 deg(z)
z= Z; i) X7 + 2 @) X/ = a+ X"c (5.9)
= j=m

on obtient la décomposition requise avec b = X c. L'unicité d’une telle décomposition découle alors de
I’unicité de la décomposition comme dans la définition 5.1.

(ii) découle de (i). En particulier, on vérifie aisément que R,, a pour cardinalité #(R,) = (n + 1)".

(iii) Par construction, I’application ¢ : u,, — R est une section multiplicative de I’application quotient
R — R,. Il découle de cela que les éléments non nuls de R, forment le groupe multiplicatif u, de telle
fagon que R, est un corps a n + 1 éléments.

(iv) Les composants de z = )’ i a;) X /€ R sont déterminés de maniére unique par z(x).

(v) Soit (R’, X”) une seconde paire correspondant a la méme application 2 : p, — P(y,). Soitp : R - R’
I’application bijective définie par

p(Zl(aj)Xj> :=Zz'(aj)X’j, a; € u, U {0}.

J J

On a par construction
deg(a) <m = p(a+ X"b) = p(a) + (X')"p(b), Vb. (5.10)

En particulier, on a également p(J,,) = J! pour tout m. Par conséquent, p induit une bijectionp,, : R, = R/ .
Par (iii), pour montrer que p est un homomorphisme d’anneaux, il suffit de vérifier que chaque p,, est un
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homomorphisme d’anneaux.
Pour montrer que p,, est additif, il suffit de montrer qu’on peut calculer tous les termes d’une somme

m—1 m—1 m—1
DX+ Y X =)y X (5.11)
j=0 j=0 j=0

en utilisant seulement 1’application A : u, — P(u,). Pour faire cela, on détermine d’abord une application
F de I’ensemble des k-tuples d’€léments de u, , vers I’ensemble des paires (x, Z) ou x € p, , etou Z
estun (k — 1)-tuple d’éléments de P(u,). L’application h détermine de manicre unique une application
symétrique

H oy, Xpyy = sy XPu,), HEm)=(E+n,0)si En=0

H (&, n) = (Hy&m), P&Em), Ho&m+XPEn=nh&En")sin#0 (5.12)

Pour définir F, on procede par induction sur k. Pour k = 1, on pose F(x) = x. Pour k = 2, on pose F, = H.
On dénote les deux composantes de F, : yi"jrl X s = My X P(,)* " par F,El) et F,Ez). Pour passer de
k — 1 a k, on pose

F(a,n) := (H)(FL (@),n), FP(a,n) :=(F2 (@), P(F (@), 1))

ou dans la derniere expression, on concatene le polyndme P(F, k(l_)l(a), n) alaliste F' 153)1 (a), en obtenant ainsi
une liste de k£ — 1 polyndmes.

Pour calculer les composants y; de la somme (5.11), on construit par induction sur k, deux listes. La premiere
R(k) est la liste des coefficients déja calculés et c’est la seule liste donnée par (y,, 7, ..., ¥;_;)- La seconde
C(k), (appelée la retenue), est la liste des polyndmes a coefficients dans u, ., et elle est codée comme la
liste de leurs coefficients. Chaque telle liste # de coefficients a m — k termes, tous dans 4, , . On dénote par
f(€) € u,, le premier terme de la liste £ et par #(£) la liste obtenue en €liminant le premier €lément de la
liste 7, elle a m — k — 1 termes. L’étape pour obtenir R(k + 1), C(k + 1) a partir de «, f, R(k), C(k) est

Rk +1) := FY(a, B, (fErecwy)

et

C(k+1) 1= (1)) peciy FO @ B (F ) pecqr)
quand on remplace chaque élément de F®(a,, B> (f (€))recw)) par laliste de ses m—k premiers coefficients.
Plus concretement, on obtient d’abord y, = Fz(l)(ao, fy) ou la retenue supérieure fournit le polyndme
P(ay, By) = Féz)(ao, Bo)- Ainsi R(1) = (y,), C(1) a un élément qui est la liste des m — 1 premiers coefficients
de P(ay, f;). On coupe alors les €léments «, § et on considere la somme

-1 m—1

o0 X7+ ) B X7+ X P(ag, f) (5.13)

1 j=1

3

~.
Il

Tous les termes dans (5.13) sont divisibles par X et on peut utiliser F; pour calculer la somme des trois
termes «,, fi;, p, Ou p, est le terme constant de P(«a,, ;). Cette opération livre le prochain terme

1
V1 = F3( )(alaﬁlapo)

de (5.11), et adjoint les deux polyndomes de la liste F;z)(al, By, po) ala liste des retenues constituée du seul
polyndme P(«,, ,) avec son premier terme p,, effacé. La liste des retenues est constituée maintenant de
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trois termes ¢, £,, £5. On utilise alors Fy pour calculer la somme des 5 termes : a,, f, et des trois termes
f(Z), f(&,), f(£;) de laretenue. Cela ajoute 4 termes a la liste de retenues qui a maintenant 7 termes, dont
les trois premiers ont été coupés en effacant leur terme le plus bas. Apres k telles opérations, la retenue a
2% — 1 éléments et on procéde comme suit. On utilise Fy; pour calculer la somme des 2% + 1 termes donnée
par a,, B, ensemble avec les termes f(£) de la liste des retenues. Cette opération fournit y, et adjoint 2*
termes a la liste de retenues qui est constituée maintenant de 2¥*! — 1 termes. Ce processus s’arréte quand
k = m et R(m) fournit les formules universelles pour les termes y;, 0 < j < m — 1 en utilisant seulement
a, f et I’application h.

Le fait que les coefficients y; puissent €tre calculés en utilisant seulement a, § et I’application A prouve que
p est additive puisqu’on peut utiliser la méme formule pour calculer @ + § dans R, et p,,(a) + p,,(f) dans
R:n . La multiplicativité de p découle par bilinéarité de p(a X" X fX™) = p(aX")p(fX™). Cela montre que
p : R — R’ estun isomorphisme d’anneaux et par construction, on a p(X) = X'. [

Définition 5.14. L’application

h:p,—= P,  oh(@)=us)+1 (5.15)

qui caractérise la paire (R, X) (par la proposition 5.8) est appelé la c/é de la paire (R, X).

Corollaire 5.16. Soit n tel qu’il existe un anneau de polynomes a un générateur sur S[u, .1, alors n+ 1 est
une puissance de nombre premier.

Démonstration. Cela découle de la proposition 5.8 (iii). [

Remarque 5.17. La preuve de la proposition 5.8 (v) est établie de telle facon que I’on puisse, en la suivant,
écrire un programme d’ordinateur qui pourrait étre utilisé pour tester la structure additive de I’anneau R,,,.
I1 sera pertinent dans la section 6 de déterminer dans les divers exemples les anneaux R,,.

L’application h : u, — P(u,) de (5.15) détermine I’addition H © u, , X u,, = u, . X P(u,), (5.12), de
paires d’€léments de p, , en utilisant la compatibilit€ avec la multiplication par des éléments de p,,.

La proposition 5.8 montre qu’une paire (R, X), ou X est un S[+1]-générateur de R, i.e. n = 2, est
caractérisée de manicre unique par le polyndme P(X) comme dans (5.7). Le polyndme P(X) = —1 produit
la paire (F;[ X1, X), alors que P(X) = X — 1 détermine la paire (Z, 3).

Quand »n = 2, le terme constant du polyndome P(X) dans (5.7) est nécessairement égal a —1. En effet, si le
terme constant était 0 ou 1, cela contredirait I’unicité de la décomposition de la définition 5.1 par I’égalité
1 = P(X) — 1. Cela montre également que R, = ;.

Remarque 5.18. Il n’est pas vrai qu’un choix aléatoire de polyndme avec coefficients dans S[+1] et
coefficient constant —1 correspond a une paire. Il y a un cas simple avec P(X) = —1 + X + X2. En effet,
dans les lignes ci-apres, on montre que 5 n’est représenté par aucun polyndome. Avec cette regle, on a
1+1+1+1=1+ X+ X2 Ajouter 1 aux deux cOtés donne

I+l +1414+41=-14+X+X2+X+X°=-14+ X1+ X+ X))+ X*(-1+ X+
FX) =1 - X+ X+ X+ X ' =1 - X+ X1+ X+ X))+ X* =
=-1-X-X+ X'+ X'+ X°.

Alors, quand on travaille dans R, (i.e. modulo X"), le nombre 5 est représenté par

5=—-1-X-X-X*-X"—...—X"'€R,
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et cette expression est de degré n — 1 pour tout # et ainsi, elle ne correspond pas a une somme finie de
puissances de X.

6 Exemples

Dans cette section, on fournit des exemples d’anneaux de polyndmes (R, X) a un générateur X sur S[u,, . |
ou R est de caractéristique zéro. L’anneau R est plongé comme sous-anneau de C en résolvant pour X € C
les équations 6(h(§)) = (&) + 1, & € u,, en utilisant Iintégration canonique y, , C C. La limite projective
l(iERn est, dans ces exemples, une extension finie de I’anneau des entiers p-adiques Z,. Alors qu’on peut
utiliser I’axiome du choix pour montrer I’existence d’un plongement du corps p-adique Q, dans le corps
des nombres complexes, de tels plongements ont le statut de chimeres. En effet, la continuité des caracteres
mesurables des groupes compacts appliquée au groupe additif Z, montre qu’un plongement du corps
p-adique Q, dans le corps des nombres complexes est automatiquement non mesurable. D’un autre cote,
les exemples suivants montreront que les anneaux de polyndmes (R, X) a un générateur X sur S[u,, . |
fournissent des instances d’interactions explicites des corps p-adiques (et de leurs extensions finies) avec
les nombres complexes. Ces interactions sont données par paires de plongements avec domaines denses

F, « WE) & WEn < RIX'] o C

de I’anneau des polyndmes de Laurent R[X ~!]. Le plongement gauche dans le diagramme ci-dessus est dans
une extension algébrique finie W (F )[n] de I’anneau de Witt W (F,). L’anneau des fractions de I’anneau
W (F,)[n] est une extension finie du corps p-adique. La plupart de ces exemples viennent de systemes
de numération connus et ont leur origine dans la recherche de manieres optimales de coder les nombres
[20]. Dans chaque cas, le quotient R, = R/(X R) est le corps fini F,, g = n+ 1, et 'isomorphisme entre
semi-groupes multiplicatifs j : F, ~ pu, , C C sert de guide, en utilisant I’addition dans le corps fini [,

pour les termes de degré 0 dans la construction de 1’application h. Notons que le choix de j pour Eq joue
un rdle clé dans la construction par Quillen [27] de la relation entre la K-théorie algébrique de [, et les
opérations de Adams.

6.1 Anneaux de polynomes a un générateur sur S = S[y, _ |

Quand on travaille sur S = S[y, ], il ’y a pas d’annulation puisqu’il n’y a pas de signe moins. Ainsi,
a partir des deux éléments non nuls x, y, I’égalité x + y = 0 peut seulement étre vérifiée dans la limite
projective l(i_rr_l_Rm. On calcule cette limite projective dans les prochains exemples.
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6.1.1 L’anneau polynomial (Z, -2)

L’anneau Z admet le générateur X = —2 sur S. La clé est donnée par 1 + 1 = P(X) = X + X 2. Les valeurs
des polyndomes de degré n, en X = —2 sont reportées pour les premicres valeurs de n dans la table suivante

n| {p(=2) : degp =n}
0 [0,11nZ

1 [-2,-1]nZ

2 [2,51nZ

3 [-10,-3]nZ
4

5

6

[6,211nZ
[-42,-11]nZ
[22,85]nZ

Voyons, par exemple, le calcul de 1 + 1 + X. On obtient
1414+ X=X+X+X=X(1+1+X)

et en itérant cette étape, on obtientque 1 + 1+ X € J,, = (X™)R, Vm. Celamontreque 1 + 1 + X =0
dans l(iERm. Ensuite, on relie le degré du polyndome p(X) a la valeur absolue de I’entier p(—2). Posons

. ,_l_ n_l_ n l
jn) = 3( 2) 2( 1) +6 n e N. 6.1

Le degré n d’un polyndéme p(X) a coefficients dans {0, 1} spécifie le signe de I’entier p(—2) comme étant
(—1)" et fournit des limites inférieure et supérieure sur le module |p(—2)| comme suit

lji(n = DI < |p(=2)] < |j(n+ D).

Etant donné un entier m € Z, la premiere inégalité fournit la limite suivante, sur le degré du polyndme p tel
que p(=2) =m

deg(p) < log,(3|m| +2) + 1.
La limite projective lim R,, est ici I’anneau Z, des entiers 2-adiques, et les éléments de Z dans Z, sont
caractérisés par le fait que leur séquence de chiffres est éventuellement constante.

Ensuite, voyons les corps quadratiques pour lesquels I’étude des systemes de numération dans [18, 19]
fournit une liste exhaustive d’exemples. On déduit aisément de op.cit. ce qui suit

Proposition 6.2. Les corps quadratiques K dont I’anneau des entiers admet un S-générateur sont
e Q(V-1)avec le générateur X = —1 + \/—1 de ’anneau Z[\/ —1] des entiers de K.
o QW =2)avec le générateur X = \/ =2 de I’anneau Z[\/ —2] des entiers de K.

o QW -=7) avec le générateur X = 1 (1 + v —7) de I’anneau des entiers de K.

2

Démonstration. La norme N (a) d’un S-générateur est égale a 2, par conséquent, I’ensemble Ny(a) :=
{0, ..., N(a) — 1} définissant un systeme de numération canonique au sens de [18, 19] est {0,1} et le
résultat découle du théoreme 1 de [19] dans le cas complexe et de la premiere phrase de [18] dans le cas
réel. ]
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6.1.2 L’anneau de polynomes (Z[i],—1 + i)

Ici, on considere I’anneau R = Z[i] des entiers de Gauss (parfois appelés binarions; voir [22]) avec
X = —1+icomme S[yu, ] = S-générateur. En effet, tout entier de Gauss peut s’écrire de maniere unique
comme une somme finie de puissances de X ([16, 28] et Figure 2). On a I’égalité 1 +1 = P(X) = X*+ X3,
qui nous permet de calculer la somme de toute paire de polyndmes a coefficients dans {0, 1}.

FIG. 2 : Entiers de Gauss comme S-polyndmes de degré < 12

Proposition 6.3. Soit R = Z[i], X = —-1+.

(i) L’idéal de R = Z[i] engendré par X* est le méme que l’idéal engendré par 2.

(ii) L'anneau R, pour m =2k est Z/(2*Z)[X) ou X* = -2 - 2X.

(iii) L'anneau R, pourm =2k + lest Z/ 2 Z)® Z/(2¥7) X ou X* = -2 - 2X.
(iv) La limite projective l(iERm est 'anneau Z,[i] ~ Z,[X] on X* = =2 - 2X.

Démonstration. (i) L’élément U = (1 + X) € R est une unité puisque U* = 1 eton a
X?=-2-2X€2R, 2=—-(1+X)"'X?*€ X°R

(ii) Par (i), I'idéal X**R est égal a2¥R. On a R = Z[i] et R/(2¥R) = Z/(2*Z)|i] = Z/(2*Z)[X] avec
X? = -2 —2X, ainsi on obtient (ii).

(iii) Posons m = 2k + 1. Tout élément de R est de la forme z = a + bX ol a,b € Z. Dans R, on
a2kl e X¥2R c J et2X € X?**'R = J . Ainsi 'homomorphisme Z[X] — R, induit un
homomorphisme surjectif de Z/(2¥"17) @ 7 /(2¥Z) X vers R, 1l est bijectif puisque les cardinaux sont
égaux.

(iv) Lextension @Q,[i] est totalement ramifiée d’indice e = 2 (voir [28], 4.2). Le polyndme X2 +2X + 2
est un polyndome de Eisenstein qui définit Q,[i] comme son corps de séparation. La valuation de X est la
moitié de la valuation de 2. [

6.1.3 L’anneau de polynomes (Z[\/ =21,V —2)

L’élément X := v/ —2estun S[y, ,] = S-générateur de I’anneau des entiers Z[V/ —2] du corps quadratique

imaginaire Q(v/—2). Cela découle directement de §6.1.1 et de la proposition 5.5. La clé est fournie par le
polyndme P(X) = X* + X2. Un analogue évident de la proposition 6.3 est vérifié.
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6.1.4 L’anneau de polynomes ((9(@(\/—_7)), %(1 + \/—_7)>

L’élément X := % (1 + —7> estun S[u; ] = S-générateur de I’anneau O(Q(\/—7)) d’entiers du corps

quadratique imaginaire Q(4/—7). La clé est donnée par le polyndme P(X) = X3 + X. Soit F le domaine

fondamental de O(Q(4/—7)) donné par le parallélogramme de sommets 0, 1, X, X + 1. La figure 3 montre
le voisinage de 0 € C obtenu comme 1’union des translations F + p(X) par les polyndmes p(X) de degré
<1I.

X11

X9

FIG. 3 : Polyndmes de degré < 11 pour X = % <1 + v/ —7>

Proposition 6.4. Soit R = OQ(/~7)), X = ! (1 +/=7 )

(i) L'anneau R,, est Z (2" Z).

(ii) La limite projective lim R, est [’anneau Z,.

(iii) L’élément X € l(iERm = Z, est la seule solution divisible par 2 dans I’anneau Z, pour l’équation
2+X+X*=0.

Démonstration. La clé est donnée par P(X) = X° + X etona P(X)—2=(X — 1) (X>+ X +2).Parle
lemme de Hensel, I’équation 2 + X + X? = 0 admet une solution unique a dans Z, de la forme a = 1 + 2¢
et une solution unique de la forme g = 2(1 + 2¢’). En fait, on a aff = 2 et « + f = —1. L’homomorphisme

p . Z[% (1 + v —7)] — Z, donné par p (% <1 + —7>> = f est bien défini puisque f est une solution
de I’équation 2 + X + X? = 0. De plus, f est le produit de 2 par une unité de Z, (mais cela échoue dans
R = O(Q(v/-17))). La projection X,, de p dans Z,/(2"Z,) = Z /(2" Z) respecte la contrainte P(X,) =2
et X, est le produit de 2 par une unité. Ainsi, les idéaux engendrés par les puissances de X, sont les mémes
que ceux engendrés par les puissances de 2. Cela prouve les trois assertions (i), (ii), (iii). U

6.2 Anneaux de polynomes a un générateur sur S[+1]
6.2.1 L’anneau de polynomes (Z, 3)

Le cas du S[+1]-générateur 3 € Z est particulierement pertinent parce que, comme cela a été montré dans
[13], I’addition coincide avec celle des vecteurs de Witt dans W ([F;) = Z,.
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Proposition 6.5. Soit R = Z, X = 3 est un S[+1]-générateur de R. La clé est P(X) = —1 + X.

(i) L’anneau R,, est Z [(3"Z).

(ii) La limite projective l(i_r_n__Rm est 'anneau W () = Z.

(iii) L’ensemble des vecteurs de Witt avec seulement un nombre fini de composants non nuls forme un
sous-anneau de W (F;) isomorphe a Z.

Pour organiser les prochains exemples, on donne la liste des extensions des corps quadratiques imaginaires
de Q engendrées par les anneaux de S[+1]-polyndmes en une variable.

Proposition 6.6. Les corps quadratiques imaginaires K engendrés par les anneaux de S[+1]-polynomes
en une variable sont

o Q(V-2)avec générateur X = 1+ \/ =2 de l’anneau Z[\/ —2] des entiers de K.
o QW -3) avec générateur X = \/ =3 de Z[\/ —3] (domaine qui n’est pas a factorisation unique).

e Q(V—11) avec générateur X = %(l + V/—11) de I’anneau des entiers de K.

Démonstration. Soit P(X) = —1+ 27: a()X’ +eX", e € {+1},a(j) € {—1,0,1}, laretenue amenant a
une extension quadratique imaginaire. Les racines du polyndme P(X) — 2 sont des entiers algébriques, et on
suppose que I’'un d’entre eux, disons a, est imaginaire quadratique. Soit g(x) = x> — bx + ¢ son polyndme
minimal. Il a des coefficients entiers de telle facon que b, ¢ € Z, et par définition, il divise P(X) — 2. Le
coefficient constant ¢ doit €tre égal a 3. En effet, il divise le coefficient constant —3 de P(X) — 2 et puisque
b? — 4¢ < 0 il est positif. Il ne peut pas étre égal a 1 parce que dans ce cas, on obtiendrait b € {—1,0, 1},
eta € {i,j,—j} ce qui contredit I'injectivité de I’application o. Pour ¢ = 3, les valeurs possibles de b

sont b = 0 qui donne la solution @« = \/—3, b = +1 qui donne les solutions a = % <il +iy 11), b=+2

qui donne les solutions a = +1 + i\/i, et finalement b = +3. On va maintenant montrer que ce dernier
choix qui donne @ = % (iS +i \/5 > ne donne pas de solution. Pour prouver cela, il suffit de montrer que le

polyndome 3 + 3X + X? ne peut diviser un polyndme P(X) — 2 avec P de la forme ci-dessus. On suppose
par conséquent une égalité de la forme

n—1

n—=2
G +3X +X? (Z b(j)Xj> =-3+ a(HX’ +eX", € € {£1}, a(j) € {-1,0,1}
=0

j=1

Puisque les coefficients de P — 2 sont entiers et puisque le coefficient principal de 3 + 3X + X2 est 1,
les coefficients b(j) sont des entiers. On obtient bh(0) = —1, 3b(1) — 3 = a(1), mais a(1) € {-1,0, 1}
et ainsi, en travaillant modulo 3, on obtient a(1) = 0 et par conséquent b(1) = 1. En considérant le
coefficient de X2, on obtient 3b(1) + 35(2) — 1 = a(2) qui donne a(2) = —1 et b(2) = —b(1) = —1. On
peut maintenant procéder par induction pour montrer que b(j) = (—1)*!. En effet, le coefficient of X/ est
b(j —2) + 3b(j — 1) + 3b(j) = a(j) et si on sait que b(j —2) = (—1)/~' et b(j — 1) = (—=1)/, on obtient
a(j) = b(j —2) et 3b(j — 1) + 3b(j) = 0 de telle facon que b(j) = (—1)’*!. Cela fonctionne pour j < n — 2.
Le coefficient de X"~ est b(n — 3) + 3b(n — 2) = a(n — 1) et cela aboutit 2 une contradiction puisqu’on
obtient a(n — 1) = b(n — 3) (en travaillant modulo 3) ce qui contredit le fait que b(n — 2) # 0. ]
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6.2.2 L’anneau de polynomes (O(Q[y/—11]), % <1 + v -11 ))

Cette section est destinée a fournir une preuve détaillée de ce que X := % (1 + -1 1> est un S[+1]-

générateur de I’anneau des entiers du corps de nombres Q(y/—11). La raison pour laquelle les détails de la
preuve sont fournis est que nous souhaitons insister sur le fait que dans un tel cas, et contrairement au cas
ou I’on travaille sur S, on peut explicitement controler les annulations dans les calculs.

Proposition 6.7. Soit O I’anneau des entiers du corps de nombres Q(\/—11).
)X =1 (1 + v/l 1) est un S[£1]-générateur de O. La clé de (O, X) est P(X) = =1 + X — X2.

(ii) La limite projective l<i£Rm est 'anneau W () = Z;.

1 [ ]
- (11 Y1)
2

L] [ .1

FIG. 4 : Domaine fondamental du réseau ©@

La preuve nécessite un lemme préliminaire. On rappelle d’abord quelques résultats classiques concernant
I’anneau des entiers (@ du corps quadratique imaginaire K = Q(4/—11). Le discriminant de K estd = —11.
Ainsi, comme —11 ~ 1 modulo 4, leréseau O est Z+ ZX ou X .= % <1 +v-11 ) Par construction on a

1+1=PX), PX)=-14+X- X2 (6.8)

On veut montrer que tout élément z € O peut s’écrire de maniére unique comme un polynéme z = ), X ],
avec a; € {—1,0,1}. La figure 5 montre le translaté du domaine fondamental du réseau, alors que les
figures suivantes fournissent une esquisse de quelques étapes du processus de représentation des éléments
de O en fonction des polyndmes de degré < n, montrant ceux décrits par des polyndmes de degré = n avec
une nouvelle couleur.

.1 1/ 0 i

Premiere étape, polyndmes de degré O Seconde étape, polyndmes de degré < 1

FIG. 5 : Les deux premieres étapes
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Etape 3, polyn. de deg. <2 Etape 4, polyn. de deg. <3

FIG. 6 : Les troisieme et quatrieme étapes

Etape 5, polyn. de deg. <4 Etape 8, polyn. de deg. <7
FIG. 7 : Les cinquieme et huitieme étapes
En comparant les figures 5 (gauche et droite), 6 (gauche et droite), 7 (gauche et droite), on remarque que la

translation z — z + 1 n’augmente pas le degré du polyndme de plus de 2 unités. Le prochain lemme fournit
une preuve formelle de ce fait.

Lemme 6.9. Let z = Z;l:o a, X’ € O, a; € {—1,0,1}. Alors il existe des coefficients ; € {—1,0,1}, avec

0<j<n+2 telsquez+1=z;l:§ﬂij'

Démonstration. On procede par induction sur I’entier n. Pour n = 0, le résultat découle de (6.8). Supposons
que le résultat est prouvé jusqu’a n — 1, alors il existe des coefficients y; € {—1,0, 1} tels que

n—1 n+1
z= <Z anj> +,X" = z+1= (Z ijj) +a,X".

J=0 Jj=0

Considérons une somme telle que y, X" + 7,,; X"*' + , X" et exprimons-la sans aller au-dela de X"*2. Si
Yn+1 = 0, cela découle a nouveau de (6.8). On peut alors supposer que y,,, = +1 et également qu’a la fois
7, et a, sont non nuls et égaux puisque sinon, la somme y, X" + a, X" aurait un degré d’au plus n. Le seul
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cas a exclure alors est quand y,,, @, et y,,; sont tous égaux (et non nuls), puisque seulement dans ce cas, on
obtient un terme en X"*3 a partir de la somme

X'+ X"+ X" =X"1+1+X)=X"-1+ X+ X -X?) =
=X"(-1-X+X>-X>-X>)=-X"— X" _ x"3,

Pour exclure ce cas, on ajoute a I’hypothese d’induction la condition que si le dernier terme f,., du
polyndme de degré n + 2 représentant z + 1 est non nul, alors le terme f§,,, est nul ou du signe opposé€.
Cette condition est remplie pour n = 0, et si on la suppose pour n — 1, elle est aussi vérifiée pour n. En effet,
les seuls cas quand f,., # O ont lieu soit lorsque y,,;, = 0, auquel cas f,,, et f,., ont des signes opposés,
soit quand y,., = € = +1 auquel cas y, = a, = —e, ce qui donne

7 X"y, X"+, X" = —eX"(14+1-X)=eX"+eX",

impliquant que f,,; = 0 dans ce cas. Ainsi I’hypothése d’induction est encore vérifi€e pour n, et cela
conclut la preuve. O

Démonstration. ( de la proposition 6.7) Le lemme 6.9 est vérifi€ pour la loi abstraite d’addition définie en
utilisant (6.8) sur la limite projective de R,. La preuve montre que les éléments de cette limite projective,
qui ont seulement un nombre fini de coordonnées non nulles, sont stables par addition de 1. En utilisant
(5.10), il s’ensuit qu’ils sont également stables par addition de n’importe quel mondme et par conséquent
qu’ils forment un groupe additif A. Par conséquent, il reste a montrer que I’application p : A — C définie

par
o ;an/) = ;ajzf, z= % (1+V-11)

est injective. Soit Z j (ij J € ker p, alors Z i ajzj = 0 et donc, z vérifie I’équation E(z) = 0 a coefficients
entiers dont le coefficient principal est 1 et le terme constant est +1. Le polyndme E est ainsi un multiple
du polyndme minimal z? — z + 3 de I’extension de corps. Le polyndme quotient a des coefficients entiers ;
ainsi, on obtient une contradiction en utilisant le produit de termes constants. [

6.2.3 L’anneau de polynomes (Z[\/ =31,V —3)

L’élément X := v/ =3 estun S[u, ] = S[+1]-générateur de I’anneau Z[+/—3] et ce dernier est un ordre

maximal dans 1’anneau des entiers du corps quadratique imaginaire Q(V/—3). Cela découle directement de
§6.1.1 et la proposition 5.5. La clé est donnée par le polyndme P(X) = —1 — X2. Un analogue évident de
la proposition 6.3 est vérifié.

6.2.4 L’anneau de polynomes ((9(@(\/ =2), 1+ —2)

On obtient de fagon similaire que P(X) = —1 — X + X2 — X3 est la clé associée au S[+1]-générateur
1 + V-2 de I’anneau des entiers du corps quadratique imaginaire Q(y/—2)
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FIG. 8 : Polyndmes de degré <9 pour X =1+ i\/i

Proposition 6.10. Soit O [’anneau des entiers du corps de nombres Q(y/—=2).

(i) X := 14 /=2 est un S[+1]-générateur de O. La clé de (O, X) est P(X) = -1 — X + X?> - X°.

(ii) La limite projective l(iERm est 'anneau W (F;) = Z,.

La figure 8 reproduit le motif obtenu en fournissant en entrée les polyndmes de degré < 9. Dans ce cas,
I’analogue du lemme 6.9 est vérifié avec la borne n + 3 plutdt qu’n + 2.

6.3 Anneaux de polynémes a un générateur sur S[y; |

Dans le prochain exemple, le corps R, est le corps fini F,. On dénote par u;, C C les solutions de
x(x*—1) =0, j = exp(2zi/3) et Z(j) C Q(j) I’anneau des entiers du corps quadratique imaginaire Q().

Proposition 6.11. (i) Le nombre =2 € Z(j) est un S[u; ,1-générateur de ’anneau R = Z(j).
(ii) La clé est donnée par

h(1) =X + X% h(j)=j*X+j% h(H)=jX+j

(iii) Le corps R, est le corps fini [,.
(iv) La limite projective l(ir_n_Rm est I’anneau de Witt W (F,) et I’anneau R, est le quotient de W (F,) par
2" W (F).

Démonstration. Appelons J = 2Z(j) C Z(j), alors J" est I'idéal engendré par X” ou X = —2. Appelons
o . P(u;) - R = Z(j) I'application définie par (5.3). Pour chaque n, la composition r,00, a partir du
sous-ensemble P"~!(u;) C P(u;) formé des polynodmes de degré < n vers I’anneau quotient R, = R/J",
est surjective et par conséquent injective puisque les cardinaux de la source et de la cible sont égaux. 1l
s’ensuit que ’application ¢ : P(u;) = R = Z(j) est injective. Pour montrer qu’elle est surjective, on
utilise la méthode générale faisant intervenir la limite des sous-ensembles

Z, 1= (=2)" (6(P"(uy) + F)) C C

ou F est le domaine fondamental pour Z(j). On observe que le passage de n a n + 1 affecte seulement Z,
sur sa frontiere et que Z, contient un disque ouvert centré en 0.
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FIG. 9 : Polyndmes de degré < 7 pour X = —2

6.4 Les anneaux de polyndmes a un générateur sur S[yu, , |

Proposition 6.12. (i) Le nombre X = 1+ 2i est un S[u, ,1-générateur de I’anneau R = Z(i).
(ii) La clé est donnée par h(0) =1 et

hl)=i—-iX, h(i)=—=i+ X, h(-)=-1-iX

(iii) Le corps R, est le corps fini [s.
(iv) La limite projective l(iERm est 'anneau de Witt W (Fs) = Zs et I’anneau R,, est le quotient de W ([Fs)
par 5™ W (Fs).

Démonstration. Dans le corps p-adique Zs, il existe une unique racine carrée de —1 égal a 2 modulo
5 (voir [28], §6.7). Soit p : Z(i) — Z5 I’'unique morphisme tel que, modulo 5, on a p(i) = 2. Alors
p(X) = Su ol u est une unité dans Z5. Le morphisme p restreint a p, , = {0, 1,i, —1, —i} donne une section
multiplicative de 1’application quotient R - R/XR. On a Z;/p(X)"Zs = Z/5"Z et le morphisme p
induit un isomorphisme R,, ~ Z; = Z /5" Z. Les assertions (iii) et (iv) en découlent, ainsi que I’injectivité
de I’application o : P(u,) = R = Z(i). On peut prouver la surjectivité de o comme pour la proposition
6.11 en utilisant la Figure 10. Les assertions (i) et (ii) s’ensuivent. [

FIG. 10 : Polyndmes de degré < 4 pour X =1+ 2i
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6.5 Les anneaux de polynémes a un générateur sur S[ . |

Proposition 6.13. (i) Le nombre X =2 — j est un S|y ,1-générateur de I’anneau R = Z(j).
(ii) La clé est donnée par h(j) = j + 1, h(j>) = j>+ 1, h(0) = 1 et
()= X +j, h(=) ==X + %, h(=))=—1+X

(iii) Le corps R, est le corps fini [F,.
(iv) La limite projective l(iERm est 'anneau de Witt W (F,) = Z, et I’anneau R,, est le quotient de W ()
par 1" W ().

La preuve peut se déduire de [28], §4.6.

FIG. 11 : Polynomes de degré < 2 pour X =

e
2

NSl RS
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