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1 Cingq cometes

Les cinq graphiques ci-dessous, obtenus avec gnuplot, présentent les fonctions :

e indicatrice d’Euler (¢),

e somme des diviseurs d’Euler (0). Une formule de calcul par récurrence de cette somme est
fournie dans l'article “Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres par rapport a la
somme de leurs diviseurs”. Nous avons utilisé pour la calculer une autre formule de récurrence,
fournie par Dominique Giard sur la toile dans la séquence A000203 de I'Encyclopédie en ligne
des séquences d’entiers (OEIS),

e nombre de diviseurs,

e nombre de décompositions de Goldbach, i.e. nombre de fagons différentes d’écrire un nombre
pair 2n comme somme de deux nombres premiers.

e plus petit décomposant de Goldbach, i.e. associe a 2n le plus petit nombre premier p tel que
2n = p + q avec p et ¢ premiers,

e et enfin, plus grand décomposant de Goldbach, i.e. associe a 2n le plus grand nombre premier
inférieur ou égal a n p tel que 2n = p + q avec p et g premiers,

Toutes ces visualisations ont pu étre réalisées grace a des outils spécifiques fournis par Daniel Diaz,
concepteur de Gnu-Prolog, que I'on remercie vivement.

On constate que la comete de la fonction ¢ semble comme inversée par rapport aux cometes de
o ou Goldbach, des bandes de points plus concentrés apparaissant “a Uintérieur” de la comete, la
“premiere” d’entre elles se trouvant “tout en haut” de la comete.

Les deux cometes de o et Nombre_de_décompositions_de_Goldbach semblent présenter une struc-
ture similaire, méme si I'apparence de celle de la somme des diviseurs est plus linéaire que celle du
nombre des décompositions de Goldbach. Si on ramene les trois premieres cometes sur un méme
graphique, la comete des nombres de décompositions de Goldbach se retrouve tout en bas, comme
écrasée, car ses valeurs sont bien moindres que celles des deux autres cometes (Figure 7).

On constate que les cometes associées au nombre de diviseurs et au plus petit décomposant de
Goldbach se “ressemblent”. Visualisons-les sur un méme graphique, la figure 8.



2 Mathématiques expérimentales

Dans la comete de Goldbach, on réussit a isoler les lignes de concentration des points qui corre-
spondent aux nombres de décompositions de Goldbach des nombres de la forme 2p, 6p, 30p, soit
plus globalement 2kp avec p premier (Figures 9, 10 et 11).

On pense qu’on obtiendra également certaines concentrations de points par 1’élévation a la puis-
sance des nombres premiers. C’est ce que l'on constate sur la visualisation en figure 12 : les
décompositions de Goldbach des nombres de la forme 2p? avec p premier par exemple, se trouvent
également dans la tige basse de la gerbe.

Quant aux décompositions de Goldbach des nombres de la forme 2p* avec p premier par exemple,
ils semblent se trouver sur les mémes tiges que les nombres de la forme 2p ou 6p mais il faudrait le
confirmer. Sur le graphique en figure 13, on voit les douze points rouges correspondant aux nombres
de décompositions des doubles de cubes’.

Dans la comete de la somme des diviseurs d’Euler, on réussit a reproduire les mémes concentrations
de points qui correspondent aux sommes des diviseurs des nombres de la forme 2p, 6p, 30p, soit
plus globalement 2kp avec p premier (Figures 14, 15 et 16).

On reproduit également la concentration de points par I’élévation au carré des nombres premiers.
C’est ce que l'on constate sur la visualisation en figure 17 : les sommes des diviseurs des nombres
de la forme 2p? avec p premier par exemple, se trouvent également dans la tige basse de la gerbe?.

Dans la comete de I'indicatrice d’Euler, on réussit a produire des concentrations de points qui cor-
respondent aux sommes des diviseurs des nombres de la forme 2p, 6p, 30p, soit plus globalement
2kp avec p premier (les 2p sont & peu pres au milieu de la comete, les 6p plus bas et les 30p encore
plus bas) (Figures 18, 19 et 20).

Ce sont les points d’abscisse p qui semblent fournir la limite haute de la comete de ¢ (Figure 21).

On reproduit enfin la concentration de points par I’élévation au carré des nombres premiers. C’est
ce que l'on constate sur la visualisation en figure 22 : les sommes des diviseurs des nombres de la

forme 2p? avec p premier par exemple, se trouvent également dans la méme tige de la gerbe que les

2p3.

Pour que ces visualisations soient lisibles, on doit comprendre que les outils permettent de n’afficher
qu’un certain nombre de points pris au hasard dans un fichier de données. Si ’on choisit d’afficher
tous les nombres de décompositions, on obtient le graphique de la figure 23 ci-dessous, inin-
terprétable.

Fournissons quelques valeurs du nombre de décompositions de Goldbach des doubles de premiers
(qui fournissent les valeurs minimales, en bas de la comete).

1 n’y a que 12 petits points rouges & retrouver sur la tige des 2p et sur celle des 6p en s’arrachant un peu les
yeux mais les zooms-écrans permettent de les retrouver aisément.

211 n’y a que 25 petits points rouges & retrouver sur la tige basse ; & nouveau, les zoom-écrans ne laissent pas de
place au doute...

311 y a quelques petits points rouges & retrouver sur la tige des 2p ; & nouveau, les zoom-écrans ne laissent pas de
place au doute...



n | NbDecompG(n) | Log(n)
9999998 ~ 107 28983 7
19999982 ~ 2.107 53364 7.3
29999962 ~ 3.107 7HTTT 7.47
39999998 ~ 4.107 97514 7.6
49999966 ~ 5.107 118760 7.69
59999998 ~ 6.107 139046 7.7
69999938 ~ 7.107 159569 7.84
79999966 ~ 8.107 179764 7.9
89999942 ~ 9.107 199455 7.95
99999982 ~ 10° 218411 8
218411

On constate que le rapport = 7.53 semble proche du logarithme?.

28983

Il semblerait également, au vu de ces seules valeurs, que la fonction NbDecompG est additive
mais non pas au sens habituel utilisé en théorie des nombres qui veut que f(a.b) = f(a) + f(b)
mais plutdt au sens général qui fait que f(a +b) = f(a) + f(b). On constate non seulement que
fla+0b) ~ f(a) + f(b) mais également que f(Aa) ~ Af(a).

Testons si la fonction NbDecompG est multiplicative. Pour cela, fournissons-en quelques valeurs :

n | NbDecompG(n)
2026 = 2.1013 32
4054 = 2.2027 55
4106702 = 2.1013.2027 13561
8213404 = 2.1013.2.2027 24549
2053352 = 1013.2027 + 1 9187

NbDecompG(a.b) a une valeur différente de NbDecompG (a).NbDecompG (D).

Enfin, fournissons les valeurs et la visualisation des nombres de décompositions de Goldbach de
certains multiples des primorielles équitablement répartis jusqu’a 10 millions.

4A noter : les nombres premiers 4 999 999, 19 999 999 et 29 999 999 sont particulierement rigolos. On peut tester
la primalité des nombres en utilisant le logiciel de factorisation par la méthode des courbes elliptiques & ’adresse
http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM



n | NbDecompG(n)
6 1
30 3
210 19
2310 114
30030 905
60060 1564
90090 2135
150150 3215
210210 4273
330330 6181
390390 7094
510510 9493
1021020 17075
1531530 24044
2552550 37302
3573570 49655
5615610 73205
6636630 84638
8678670 106360
9699690 124180

Comme on peut le constater, ces nombres semblent fournir les valeurs limites hautes de la comete
(Figure 24).

Les outils permettent enfin, et cela n’est pas la moindre des choses, de voir si une fonction définie
par l'utilisateur minore ou pas le nombre de décompositions de Goldbach (combien de fois, pour
qui, etc).

J’ai choisi de visualiser sur la figure 25 la fonction de minoration suivante, découlant de la méthode
dite par “pliage du tissu” dans laquelle le produit s’effectue sur les nombres p premiers impairs
inférieurs ou égaux a 2y/z + 1 :

MinoreGoldbach(x) = |~ 1J 11 (1 _ 2)

p p

Des tests plus poussés montrent que, quoique proche du nombre de décompositions de Goldbach (la
différence maximum enregistrée entre le résultat de cette fonction et le nombre de décompositions
de Goldbach est de 43 jusqu’a 107), elle ne le minore pas.

Par contre, en divisant le résultat de la fonction proposée par log(z) ou bien par log(log(x)), on
obtient une minoration systématique, mais en obtenant des résultats en moyenne plus éloignés des
points de la comete (les outils permettent d’obtenir un rapport moyen de 13.94 dans le premier cas
et de 2.5 dans le deuxiéme cas). La premiere formule, bien que non minorante, permettait d’obtenir
un rapport moyen de 0.92, qui représente le fait que la formule “collait” bien aux points de la comete.

Je remercie vivement le professeur Claude-Paul Bruter qui m’a encouragée tout au long de ces
expérimentations.



ot



9

10000

9000

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000

T T
"resphi'

1000

2000

3000

4000 5000 6000

Fig. 1 : Indicateur d’Euler

7000 8000 9000 1000(



(H]
35000 | T T T T T

| |
"sommedeuler"

30000 |- IR fs“f
25000 |-
20000 |-
15000 |-
10000 |-

5000 -

0 25" 1 I I 1 1 I 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 1000¢(

Fig. 2 : Somme des diviseurs




80

| | | | | | " nbdiv.dat"
70 |
60 -
50 o T
40 L i
30 s e e e
20 - T T T
10 — ]

0 'I' .I — I' ' .I : I. : : ‘I : | I' : |

2000

4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000C

Fig. 3 : Nombre de diviseurs



350

300

250

200

150

100

50

(H]

| I | I
"nombrededecompGoldbach"

1000

2000

3000 4000 5000 6000

Fig. 4 : Nombre de décompositions de Goldbach

7000

8000

9000 1000¢



0T

600

500

400

300

200

100

! I | |
"pluspetitdecompl.dat"

0 le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06 le+0°

Fig. 5 : Plus petit nombre premier intervenant dans une décomposition de Goldbach



1T

10000

9000

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000

1 I I | I
"plusgranddecomp-20000.dat"

2000

4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000¢(

Fig. 6 : Plus grand nombre premier intervenant dans une décomposition de Goldbach



[4)

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

(H]

| |
"sommedeuler"
"resphi"

"nombrededecompGoldbach" - -

| L 1 i 1

2000

3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Fig. 7: o, ¢ et Nombre de décompositions de Goldbach

1000



€T

(H]

180 ,
160 |-
140 |
120 |
100 |

80 |-

!
"pluspetitdecompGoldbach"

"nbdiv.dat"

0 5000 10000

Fig. 8 : Plus petit nombre premier intervenant dans une décompositon de Goldbach et nombre de diviseurs

15000




4!

120000

100000

80000

60000

40000

20000

(H]

|
"tousl.dat"
"premiersl.dat"

0 le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06 le+0:

Fig. 9 : Nombre de décompositions de Goldbach des nombres de la forme 2p (doubles de premiers)



ST

120000

100000

80000

60000

40000

20000

(H]

|
"tousl.dat"

"premiersl.dat"

le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06 le+0]

Fig. 10 : Nombre de décompositions de Goldbach des nombres de la forme 6p



9T

120000

100000

80000

60000

40000

20000

(H]

I
"tousl.dat"
"premiers3.dat"

le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06

Fig. 11 : Nombre de décompositions de Goldbach des nombres de la forme 30p

le+0



LT

100000

90000

80000

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

0

Fig. 12:

| ! !
"carresdepremiers"

"millesurdixmillions.dat".

1 | | | | | ] | |
0 le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06 le+!

Les nombres de décompositions de Goldbach des doubles de carrés de premiers sont sur la premiere tige de concentration de points.




ST

200 I | I | ! !

| I I
"tous5000.dat"
180 L "cubesdepremiers"

160 | 4
140 | P
120 | SRR —

0 | ] | ] 1 1 1 | |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Fig. 13 : Les doubles de cubes de premiers sont sur la deuxieme tige de concentration de points.



6T

80000

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

(H]

| | |
"saommedeuler20000.dat"
"sommedeuler2p.dat”

2000

4000

Fig. 14 :

6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000(

o appliquée aux nombres de la forme 2p (doubles de premiers)



02

80000

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

(H]

| | T
"sommedeuler20000.dat"
"sommedeuler6p.dat”

2000

4000

6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

Fig. 15 : o appliquée aux nombres de la forme 6p

2000(



12

80000

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

(H]

| | ]
"sommedeuler20000.dat"
"sommedeuler30p.dat"

2000

4000

6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

Fig. 16 : ¢ appliqué aux nombres de la forme 30p

2000(



[44

80000

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

(H]

| | |
"sommedeuler20000.dat"
"sommedoublesdecarres.dat"”

4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

Fig. 17 : o appliquée aux doubles de carrés de premiers

2000(



€C

20000

18000

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

(H]

I | |
"phi20000.dat"
"phi2p.dat"

2000

4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000(

Fig. 18 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres de la forme 2p (doubles de premiers)



¥e

20000

18000

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

(H]

| |
"phi20000.dat"
"phi6p.dat"

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000(

Fig. 19 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres de la forme 6p



14

20000

18000

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

(H]

| | |
"phi20000.dat"
"phi30p.dat"

2000

4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000(

Fig. 20 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres de la forme 30p



92

20000

18000

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

(H]

| I |
"bhi20000.dat"
"phip.dat"

2000

4000

6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

Fig. 21 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres premiers

2000(



L2

20000

18000

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

(H]

T T
"phi20000.dat"

"phidoublesdecarres.dat"

2000

4000

6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000(C

Fig. 22 : ¢ des doubles de carrés de premiers




8¢

140000

120000

100000

80000

60000

40000

20000

(H]

I I I
"carresdepremiers"

"cometel"

0 le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06 le+0:

Fig. 23 : Nombres de décompositions de Goldbach sans tirages aléatoires



6¢

140000

120000

100000

80000

60000

40000

20000

(H]

N

| T T T
"rand-dixmillesurdixmillions.dat"
"primoetendues”

le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06

Fig. 24 : Nombres de décompositions de Goldbach des multiples de primorielles

8e+06 9e+06 le+(



0€

(H]

800000 , , . .
"cometel-rand10000.dat"
"comete2-rand10000.dat"
700000 - "comete3-rand10000.dat" .
"cometed-rand10000:dat”
"comete5-rand 10000,dat"‘
600000 |- "comete6- ranleOQ
"comete7- ranleQ dat™:
500000 | "Comete&}’aﬂdlq
400000 |
300000 |-
200000 |-
100000 |-
0 | ! 1 1
0 2e+07 de+07 6e+07 8e+07 le+0t

Fig. 25 : Minoration du nombre de décompositions de Goldbach



Quelques cometes : indicatrice d’Euler,
somme des diviseurs,
nombre de décompositions de Goldbach...

Denise Vella-Chemla

25 décembre 2010

1 Cingq cometes

Les cing graphiques ci-dessous, obtenus avec gnuplot, présentent les fonctions :

e indicatrice d’Euler (¢),

e somme des diviseurs d’Euler (0). Une formule de calcul par récurrence de cette somme est fournie
dans Particle “Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres par rapport a la somme de leurs
diviseurs”. Nous avons utilisé pour la calculer une autre formule de récurrence, fournie par Dominique
Giard sur la toile dans la séquence A000203 de I'Encyclopédie en ligne des séquences d’entiers (OEIS),

e nombre de diviseurs,

e nombre de décompositions de Goldbach, i.e. nombre de fagons différentes d’écrire un nombre pair 2n
comme somme de deux nombres premiers.

e plus petit décomposant de Goldbach, i.e. associe a 2n le plus petit nombre premier p tel que 2n = p+gq
avec p et ¢ premiers,

e et enfin, plus grand décomposant de Goldbach, i.e. associe a 2n le plus grand nombre premier inférieur

ou égal a n p tel que 2n = p + g avec p et ¢ premiers,

Toutes ces visualisations ont pu étre réalisées grace a des outils spécifiques fournis par Daniel Diaz, concepteur
de Gnu-Prolog, que I'on remercie vivement.
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On constate que la comete de la fonction ¢ semble comme inversée par rapport aux cometes de o ou Goldbach,
des bandes de points plus concentrés apparaissant “a l'intérieur” de la comete, la “premiere” d’entre elles se
trouvant “tout en haut” de la comete.



Les deux cometes de o et Nombre_de_décompositions_de_Goldbach semblent présenter une structure sim-
ilaire, méme si 'apparence de celle de la somme des diviseurs est plus linéaire que celle du nombre des
décompositions de Goldbach. Si on rameéne les trois premieres cometes sur un méme graphique, la comete des
nombres de décompositions de Goldbach se retrouve tout en bas, comme écrasée, car ses valeurs sont bien
moindres que celles des deux autres cometes.
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On constate que les cometes associées au nombre de diviseurs et au plus petit décomposant de Goldbach se
“ressemblent”. Visualisons-les sur un méme graphique, la figure 8 :
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2 Mathématiques expérimentales

Dans la comete de Goldbach, on réussit a isoler les lignes de concentration des points qui correspondent aux
nombres de décompositions de Goldbach des nombres de la forme 2p, 6p, 30p, soit plus globalement 2kp avec

p premier.
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Fig. 11 : Nombre de décompositions de Goldbach des nombres de la forme 30p

On pense qu’on obtiendra également certaines concentrations de points par 1’élévation a la puissance des
nombres premiers. C’est ce que l'on constate sur la visualisation ci-apres : les décompositions de Goldbach
des nombres de la forme 2p? avec p premier par exemple, se trouvent également dans la tige basse de la gerbe.
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Fig. 12 : Les nombres de décompositions de Goldbach des doubles de carrés de premiers sont sur la
premiere tige de concentration de points.
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Quant aux décompositions de Goldbach des nombres de la forme 2p? avec p premier par exemple, ils semblent
se trouver sur les mémes tiges que les nombres de la forme 2p ou 6p mais il faudrait le confirmer. Sur le
graphique en figure 13, on voit les douze points rouges correspondant aux nombres de décompositions des
doubles de cubes!.
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Fig. 13 : Les doubles de cubes de premiers sont sur la deuxieme tige de concentration de points.

Dans la comete de la somme des diviseurs d’Euler, on réussit a reproduire les mémes concentrations de points
qui correspondent aux sommes des diviseurs des nombres de la forme 2p, 6p, 30p, soit plus globalement 2kp
avec p premier.

1 n’y a que 12 petits points rouges & retrouver sur la tige des 2p et sur celle des 6p en s’arrachant un peu les yeux mais les
zooms-écrans permettent de les retrouver aisément.
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Fig. 15 : o appliquée aux nombres de la forme 6p
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Fig. 16 : o appliqué aux nombres de la forme 30p

On reproduit également la concentration de points par I’élévation au carré des nombres premiers. C’est ce
que I’on constate sur la visualisation ci-apres : les sommes des diviseurs des nombres de la forme 2p? avec p
premier par exemple, se trouvent également dans la tige basse de la gerbe?.

211 n’y a que 25 petits points rouges & retrouver sur la tige basse ; & nouveau, les zoom-écrans ne laissent pas de place au
doute...
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Fig. 17 : o appliquée aux doubles de carrés de premiers

Dans la comete de 'indicatrice d’Euler, on réussit a produire des concentrations de points qui correspondent
aux sommes des diviseurs des nombres de la forme 2p, 6p, 30p, soit plus globalement 2kp avec p premier (les
2p sont & peu pres au milieu de la comete, les 6p plus bas et les 30p encore plus bas).
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Fig. 18 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres de la forme 2p (doubles de premiers)
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Fig. 19 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres de la forme 6p
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Fig. 20 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres de la forme 30p

Ce sont les points d’abscisse p qui semblent fournir la limite haute de la comete de .
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Fig. 21 : Indicateur d’Euler appliqué aux nombres premiers

On reproduit enfin la concentration de points par I’élévation au carré des nombres premiers. C’est ce que 'on
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constate sur la visualisation ci-aprés : les sommes des diviseurs des nombres de la forme 2p? avec p premier
par exemple, se trouvent également dans la méme tige de la gerbe que les 2p3.
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Fig. 22 : ¢ des doubles de carrés de premiers

Pour que ces visualisations soient lisibles, on doit comprendre que les outils permettent de n’afficher qu'un
certain nombre de points pris au hasard dans un fichier de données. Si I’on choisit d’afficher tous les nombres
de décompositions, on obtient le graphique de la figure 23 ci-dessous, ininterprétable.

311 y a quelques petits points rouges & retrouver sur la tige des 2p ; & nouveau, les zoom-écrans ne laissent pas de place au
doute...
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Fig. 23 : Nombres de décompositions de Goldbach sans tirages aléatoires

Fournissons quelques valeurs du nombre de décompositions de Goldbach des doubles de premiers (qui four-
nissent les valeurs minimales, en bas de la comete).

n | NbDecompG(n) | Log(n)

9999998 ~ 107 28983 7
19999982 ~ 2.107 53364 7.3
29999962 ~ 3.107 7577 7.47
39999998 ~ 4.107 97514 7.6
49999966 ~ 5.107 118760 7.69
59999998 ~ 6.107 139046 7.7
69999938 ~ 7.107 159569 7.84
79999966 ~ 8.107 179764 7.9
89999942 ~ 9.107 199455 7.95

99999982 ~ 103 218411 8

218411

= 7.53 semble proche du logarithme?.

(0] tat 1 t
n constate que le rappor 98983

Il semblerait également, au vu de ces seules valeurs, que la fonction NbDecompG est additive mais non pas
au sens habituel utilisé en théorie des nombres qui veut que f(a.b) = f(a)+ f(b) mais plutdt au sens général
qui fait que f(a+b) = f(a) + f(b). On constate non seulement que f(a + b) ~ f(a) + f(b) mais également
que f(Aa) ~ Af(a).

Testons si la fonction NbDecompG est multiplicative. Pour cela, fournissons-en quelques valeurs :

4A noter : les nombres premiers 4 999 999, 19 999 999 et 29 999 999 sont particulierement rigolos. On peut
tester la primalité des nombres en utilisant le logiciel de factorisation par la méthode des courbes elliptiques a ’adresse
http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM
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n | NbDecompG(n)

2026 = 2.1013 32

4054 = 2.2027 55
4106702 = 2.1013.2027 13561
8213404 = 2.1013.2.2027 24549
2053352 = 1013.2027 + 1 9187

NbDecompG(a.b) a une valeur différente de NbDecompG(a).NbDecompG (b).

Enfin, fournissons les valeurs et la visualisation des nombres de décompositions de Goldbach de certains
multiples des primorielles équitablement répartis jusqu’a 10 millions.

n | NbDecompG(n)
6 1
30 3
210 19
2310 114
30030 905
60060 1564
90090 2135
150150 3215
210210 4273
330330 6181
390390 7094
510510 9493
1021020 17075
1531530 24044
2552550 37302
3573570 49655
5615610 73205
6636630 84638
8678670 106360
9699690 124180

Comme on peut le constater, ces nombres semblent fournir les valeurs limites hautes de la comete...

17



140000 T | | T T T, L
"rand-dixmillesurdixmillions.dat"

"primoetendues"
120000 | —

le

100000 | -
80000
60000

40000

20000

0
0 le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06 le+(

Fig. 24 : Nombres de décompositions de Goldbach des multiples de primorielles

Les outils permettent enfin, et cela n’est pas la moindre des choses, de voir si une fonction définie par
l'utilisateur minore ou pas le nombre de décompositions de Goldbach (combien de fois, pour qui, etc).

J’ai choisi la fonction de minoration suivante, découlant de la méthode dite par “pliage du tissu” dans laquelle
le produit s’effectue sur les nombres p premiers impairs inférieurs ou égaux & 2\/x + 1 :

MinoreGoldbach(z) = VC ; 1J H <1 — 2)
p

p

Des tests plus poussés montrent que, quoique proche du nombre de décompositions de Goldbach (la différence
maximum enregistrée entre le résultat de cette fonction et le nombre de décompositions de Goldbach est de
43 jusqu’a 107), elle ne le minore pas.

Par contre, en divisant le résultat de la fonction proposée par log(z) ou bien par log(log(x)), on obtient une
minoration systématique, mais en obtenant des résultats en moyenne plus éloignés des points de la comete
(les outils permettent d’obtenir un rapport moyen de 13.94 dans le premier cas et de 2.5 dans le deuxieéme
cas). La premiere formule, bien que non minorante, permettait d’obtenir un rapport moyen de 0.92, qui
représente le fait que la formule “collait” bien aux points de la comete.
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Poursuite des expérimentations

Les tableaux suivants fournissent les nombres de décompositions de Goldbach
de certains nombres pairs, inférieurs & 107, et respectant certains criteres. Dans
la suite, on notera r(n) le nombre de décompositions différentes de n comme
somme de deux nombres premiers.

n=2"3[ r(n)

6 1

12 1

24 3

48 5

96 7
192 11
384 19
768 | 31
1536 | 47
3072 79
6144 | 145
12288 | 226
24576 | 397
49152 | 675
98304 | 1185

196608 | 2110
393216 | 3679
786432 | 6639
1572864 | 11952
3145728 | 21367
6291456 | 38887

n=25[ r(n)
10 2

20 2

40 3

80 4
160 8
320 11
640 18
1280 27
2560 | 48
5120 | 76
10240 | 141
20480 | 234
40960 | 387
81920 | 671

163840 | 1194

327680 | 2133

655360 | 3809
1310720 | 6762
2621440 | 12226
5242880 | 22134




n =271 r(n)

14 2

28 2

56 3

112 7

224 7

448 13

896 | 20
1792 36
3584 | 55
7168 | 94
14336 | 152
28672 | 276
57344 | 467
114688 | 818
229376 | 1424
458752 | 2516
917504 | 4503
1835008 | 8102
3670016 | 14633
7340032 | 26662
n=2F111] r(n)

22 3

44 3

88 4

176 7

352 10

704 18
1408 25
2816 40
5632 74
11264 | 124
22528 | 206
45056 | 346
90112 | 638
180224 | 1066
360448 | 1938
720896 | 3385
1441792 | 6151
2883584 | 11147
5767168 | 20027




n=2F137 r(n)
26 3
52 3
104 5
208 7
416 | 10
832 | 22
1664 28
3328 | 46
6656 | 80
13312 | 139
26624 | 230
53248 | 404
106496 | 688

212992 | 1222
425984 | 2146
851968 | 3874
1703936 | 6972
3407872 | 12558
6815744 | 22769

n=23%] r(n)
6 1
18 2
54 5
162 10
486 23
1458 48
4374 | 102
13122 | 245
39366 | 561

118098 | 1369
354294 | 3418
1062882 | 8599
3188646 | 21650
9565938 | 55711

n=25"[ r(n)

10 2

50 4
250 9
1250 | 28
6250 | 95
31250 | 326

156250 | 1179
781250 | 4359
3906250 | 17187




n =271 r(n)

14 2
98 3
686 | 16
4802 | 64
33614 | 309

235208 | 1442
1647086 | 7407
n=211%| r(n)

22 3
242 8
2662 44
29282 | 251

322102 | 1756
3543122 | 13202

Pour les nombres dans la factorisation desquels interviennent plusieurs nombres
premiers impairs, il semblerait que :

Sial|balorsr(a) < r(b).

C.P.Bruter me fait remarquer que r(n) est souvent la somme de plusieurs nom-
bres r(a;) avec a; < n.

Effectivement, dans le tableau des 2¥.13, on releve les partitions suivantes :
r(5)=10=r(4)+r(2)=7+3

22=104+74+5

28=104+7+5+3+3

46 =284+10+5+3

80=46+4+28+3+3

139 =80+46+10+3

230 =139+46+284+10+7

404 =230 + 139+ 28+ 7

688 =404 +230+46+5+3

1222 = 688 + 404 + 80 + 28 + 22

2146 = 1222 + 688 + 230+ 3+ 3

3874 = 2146 + 1222 + 404 + 80 + 22

6972 = 3874 + 2146 + 688 + 230 + 28 + 3 + 3

12558 = 6972 4 3874 + 1222 + 404 +80+ 3+ 3

22769 = 12558 + 6972 + 2146 + 688 + 2304+ 139+ 28 +5+ 3

Dans le tableau des 2%.5, on peut trouver une partition du dernier nombre
de décompositions :
22134 = 12226 + 6762 + 2133 + 671 + 234+ 76 + 18 +8 +4 + 2

Les partitions des 7(n) des 4 premiers tableaux seront ajoutés en annexe.

Un élément important est le suivant : on pourrait croire que ces partitions ne
sont possibles que parce que les ensembles de nombres premiers dont on addi-
tionne les cardinaux sont disjoints deux a deux, ce qui n’est absolument pas le
cas : 71 et 91 par exemple sont tous deux décomposants des nombres 13312



et 3328 qui appartiennent a des ensembles dont on va ajouter les cardinaux
pour obtenir le cardinal de ’ensemble de décompositions de 26624. C’est donc
bien la relation qu’entretiennent les décomposants de Goldbach au pair qu’ils
décomposent et non leurs qualités intrinseques qui intervient vraisemblablement
ici.

Les partitions utilisées dans le tableau des 2%.3, celui des 2*.5 ou celui des 2%.13
ne présentent pas de similarité entre elles (les lignes utilisées pour en trouver
une autre ne sont pas les mémes dans 'un et autre cas).

Quand on essaie de trouver similairement des partitions des r(n) faisant inter-
venir des “r(m) plus petits” dans les tableaux des nombres de la forme 2.p*, on
ne peut y parvenir car les r(n) croissent trop rapidement.

On essaie de comparer plutot de fagon transversale les r(n) des nombres de
la forme 2p* & ceux de leur correspondant de la forme 2kp. C’est ce qui est

présenté dans le tableau suivant :

1l semble qu’on ait toujours la relation suivante : r(2p*) > r(2kp).

n=2pF[ r(n) [n =2kp]r(n)
18 =2.32 2 2231 1
50 = 2.52 4 225 2
98 = 2.72 3 2271 2
242 = 2.112 8 2211 3
54 = 2.33 5 233 2
250 = 2.53 9 235| 3
686 =2.73| 16 237 4
2662 = 2.113 | 44 23.11| 6
162=23%] 10 2431 3
1250 = 2.5% | 28 245 3
4802 =2.7* | 64 2471 3
20282 = 2.114 | 251 24111 4
486 =2.3°| 23 253 3
6250 =2.5° | 95 255 4
33614 = 2.7° | 309 2571 5
322102 = 2.11° | 1756 2511 6
1458 = 2.35 | 48 263 4
31250 = 2.5 | 326 265| 6
235298 = 2.76 | 1442 26.7] 8
3543122 = 2.11% | 13202 26.11| 9
4374 =2.371 102 2731 4
156250 = 2.57 | 1179 275 5
1647086 = 2.77 | 7407 2711 3

Enfin, on essaie d’établir des relations en utilisant le tableau des r(n) pour les
n de la forme 2¥.7.11 en le mettant en regard des tableaux fournissant 1'un les
r(n) des nombres de la forme 2.7 et 'autre les r(n) des nombres de la forme
2% 11 (cf. page 2).



n=2F711] r(n)

154 8

308 8

616 19
1232 28
2464 | 52
4928 | 70
9856 | 130
19712 | 219
39424 | 371
78848 | 654

157696 | 1179

315392 | 2037

630784 | 3689
1261568 | 6520
2523136 | 11918
5046272 | 21503

On n’arrive absolument pas a trouver quoi que ce soit.

Fournissons maintenant les valeurs de o(n) et de r(n) pour les nombres de 3
a 100. Nous aimerions atteindre l'objectif suivant : trouver une relation de
récurrence qui fournisse le nombre de décompositions de Goldbach d’un nombre
pair en fonction des nombres de décompositions de Goldbach de nombres plus

petits que lui.

Note : je remercie tres vivement Daniel Diaz qui, en programmant des outils
rfor T mener a bi xpéri ions.
erformants, me permet de mener a bien ces expérimentations



n|on) [rm)| nlo®) |r@) | n|ohn) |r(n) n|o(n) |r(n)
3| 4 1 ][28] 56 3 ||53| 54 6 78] 168 | 11
41 7 1 ]29] 30 4 | 54| 120 8 79| 80 5
5 6 2 30| 72 6 55 | T2 6 80 | 186 8
6 12 1 31| 32 3 56 | 120 7 81| 121 10
7| 8 2 |32] 63 5 || 57| 80 10 82| 126 5
8| 15 2 |33] 48 6 || 58| 90 6 83| 84 6
9| 13 2 || 34| 54 2 |59 60 6 84| 224 | 13
10| 18 2 || 35| 48 5 || 60| 168 | 12 85| 108 9
11| 12 3 36| 91 6 || 61| 62 4 86 | 132 6
12| 28 3 37| 38 5 62| 96 5 87| 120 11
13| 14 3 ||38| 60 5 ||63| 104 | 10 88| 180 7
14| 24 2 ||39| 56 7 ||64] 127 | 3 89| 90 7
15| 24 3 |40 | 90 4 |65| 84 7 90| 234 | 14
16 | 31 2 41| 42 5 66 | 144 9 91| 112 6
17| 18 4 |42 96 8 || 67| 68 6 92| 168 8
181 39 4 |43 | 44 5 | 68| 126 5 93| 128 | 13
19| 20 2 441 84 4 69| 96 8 94 | 144 )
20| 42 3 ||45| 78 9 || 70| 144 7 95| 120 8
21| 32 4 46 | 72 4 71 72 8 96 | 252 11
22| 36 3 || 47| 48 5 || 72| 195 | 11 97| 98 7
23| 24 4 148 | 124 7|73 T4 6 98| 171 9
24| 60 5 |49 | 57 3 || 74| 114 5 99| 156 | 13
25| 31 4 |50 93 6 || 75| 124 | 12 | 100 | 217 8
26 | 42 3 |51 T2 8 || 76| 140 | 4
27| 40 ) 92 | 98 5 7| 96 8

La conjecture de Goldbach est trivialement vérifiée pour les nombres pairs
doubles de premiers. Il faudrait dans un premier temps la prouver pour les
nombres de la forme 2.p? qui semblent fournir les valeurs minimales de la
comete. Ensuite, les nombres d'une autre forme seront ramenés aux nom-
bres de la forme 2p par le théoréeme des restes chinois. Je crois par exem-
ple que 2.3% a 48 décomposants, comme toute une série de nombres tels que
900, 1092, 1368, 1404, 1458, 1524, 1750, 1960, 2080, 2320, 2420, 2548, 2560, 2620
2674, 2690,2912, 3034, 3098, 3110, 3208, 3232, etc parmi lesquels il doit sirement
y avoir un 2p notamment en vertu du théoreme de Dirichlet. En quelque sorte,
on fait une projection d’un point de la cométe sur un point d’abscisse plus élevée
et de méme ordonnée, a cause de certaines propriétés. Et cette maniere de voir
est contraire & la notion méme de récurrence qui veut qu’on puisse calculer r(n)
en fonction de r(m) plus petits ; 14, il s’agirait plutot de trouver r(n) comme
étant égal au r(n’) d’'un nombre n’ plus grand que n.

On rappelle que 'on cherche, pour un nombre pair 2n donné, I’ensemble des
nombres premiers g, non congrus & 2n selon tout p’ premier inférieur ou égal &

Vn,



Quelques expérimentations
autour de la Conjecture de Goldbach

Denise Vella-Chemla
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1 Introduction

Dans cette note, on étudie les nombres de décompositions de Goldbach de nombres
pairs de formes particulieres, dans le but de mettre & jour certaines propriétés (qui
ameneraient peut-étre a une idée de démonstration).

Ce travail fait suite & des expérimentations menées autour de ce que 'on a coutume
d’appeler la “comete de Goldbach”!.

Il a été réalisé en utilisant des outils logiciels spécifiques dédiés a la Conjecture de
Goldbach et programmés par Daniel Diaz, que I’on remercie vivement.

2 Doubles de premiers, puissances de 2

Les doubles de nombres premiers vérifient trivialement la Conjecture de Goldbach qui
stipule que tout nombre pair supérieur ou égal a 4 est la somme de deux nombres
premiers.

Le tableau suivant fournit les nombres de décompositions de Goldbach des puissances
de 2 inférieures 4 107. Dans la suite, on notera r(n) le nombre de décompositions
différentes de n comme somme de deux nombres premiers.

les résultats de ces expérimentations sont consignés a I’adresse
http://denise.vella.chemla.free.fr/cometes1111landscape.pdf.



n=2F] r(n)
4 1
8 1
16 2
32 2
64 5
128 3
256 8
512 11
1024 22
2048 | 25
4096 | 53
8192 | 76
16384 | 151
32768 | 244
65536 | 435
131072 | 749
262144 | 1314
524288 | 2367
1048576 | 4239
2097152 | 7471
4194304 | 13705
8388608 | 24928

3 Les 2Fp

Le tableau suivant fournit les nombres de décompositions de Goldbach de certains
nombres pairs, inférieurs & 107, de la forme 2%.p, avec p premier impair.



n=2317r(n) [n=2F5] r(n) [n=2F7] r(n) [n=2F117] r(n) [[n=2F13] r(n)
6 1 10 2 14 2 22 3 26 3
12 1 20 2 28 2 44 3 52 3
24 3 40 3 56 3 88 4 104 5
48 5 80 4 112 7 176 7 208 7
96 7 160 8 224 7 352 10 416 10
192 11 320 11 448 13 704 18 832 22
384 19 640 18 896 20 1408 25 1664 28
768 | 31 1280 | 27 1792 36 2816 40 3328 | 46
1536 | 47 2560 | 48 3584 | 55 5632 74 6656 | 80
3072 79 5120 76 7168 94 11264 | 124 13312 | 139
6144 | 145 10240 | 141 14336 | 152 22528 | 206 26624 | 230
12288 | 226 20480 | 234 28672 | 276 45056 | 346 53248 | 404
24576 | 397 40960 | 387 57344 | 467 90112 | 638 106496 | 688
49152 | 675 81920 | 671 114688 | 818 180224 | 1066 212992 | 1222
98304 | 1185 163840 | 1194 229376 | 1424 360448 | 1938 425984 | 2146
196608 | 2110 327680 | 2133 458752 | 2516 720896 | 3385 851968 | 3874
393216 | 3679 655360 | 3809 917504 | 4503 1441792 | 6151 1703936 | 6972
786432 | 6639 1310720 | 6762 1835008 | 8102 2883584 | 11147 3407872 | 12558
1572864 | 11952 || 2621440 | 12226 || 3670016 | 14633 5767168 | 20027 6815744 | 22769
3145728 | 21367 || 5242880 | 22134 || 7340032 | 26662
6291456 | 38887
4 Les 2.pF
Le tableau suivant fournit les nombres de décompositions de Goldbach de certains
nombres pairs, inférieurs & 107, de la forme 2.p*F avec p premier impair.
n=23[r(n) [n=25] r(n) [n=27"]r(n) [[n=2117] r(n) [ n=213*] r(n)
6 1 10 2 14| 2 22 3 26 3
18 2 50 4 98 3 242 8 338 9
54 5 250 9 686 | 16 2662 | 44 4394 | 55
162 10 1250 | 28 4802 | 64 29282 | 251 57122 | 406
486 23 6250 | 95 33614 | 309 322102 | 1756 742586 | 3431
1458 | 48 31250 | 326 235298 | 1442 3543122 | 13202 9653618 | 30833
4374 | 102 156250 | 1179 1647086 | 7407
13122 | 245 781250 | 4359
39366 | 561 3906250 | 17187
118098 | 1369
354294 | 3418
1062882 | 8599
3188646 | 21650
9565938 | 55711




5 Nombre de décompositions de Goldbach de quelques
nombres pairs n’ayant que 7 et 11 comme facteurs
premiers impairs

Sont fournies ci-dessous les nombres de décompositions de Goldbach de nombres pairs
qui ont soit seulement 7, soit seulement 11, soit seulement 7 et 11 comme facteurs

premiers impairs dans leur décomposition.

50176 | 429 351232 | 2007 123904 | 809 1362944 | 5839
100352 | 718 702464 | 3688 247808 | 1413 2725888 | 10563
200704 | 1246 | 1404928 | 6446 495616 | 2533 5451776 | 19198
401408 | 2234 || 2809856 | 11654 991232 | 4497
802816 | 4032 || 5619712 | 21212 1982464 | 8056
1605632 | 7224 3964928 | 14377
3211264 | 13194 7929856 | 26463

6422528 | 23805

n=2F72 [ r(n) [n=2F.7%] r(n) [n=2F112 r(n) [ n=2F113 [ r(n) [ n=2F.7F.11F | r(n)
98 3 686 16 242 8 2662 44 154 8
196 9 1372 27 484 14 5324 69 23716 | 254
392 11 2744 50 968 17 10648 | 116 3652264 | 16256

784 18 5488 80 1936 33 21296 | 199
1568 25 10976 | 125 3872 52 42592 | 337
3136 49 21952 | 229 7744 94 85184 | 600
6272 78 43904 | 373 15488 | 153 170368 | 1075
12544 | 147 87808 | 645 30976 | 265 340736 | 1823
25088 | 236 175616 | 1130 61952 | 439 681472 | 3276

On constate que, en général, si a < b < ¢ alors r(a) < r(b) < r(c), mais ¢a n’est pas
toujours le cas.

Par exemple, 23716 (9°™¢ colonne) est compris entre 12544 et 25088 (1°" colonne),
entre 21952 et 43904 (3°™¢ colonne), entre 15488 et 30976 (5°™¢ colonne) et entre
21296 et 42592 (7°™¢ colonne).

1(23716)=254 est bien compris entre r(21952)=229 et 1(43904)=373 (4°™¢ colonne) ou
bien entre r(15488)=153 et r(30976)=265 (6°™° colonne) ou encore entre
1(21296)=199 et 1(42592)=337 (8°™¢ colonne).

1(23716)=254 n’est cependant pas compris entre r(12544)=147 et r(25088)=236 (2°™°¢

colonne).
On peut de la méme facon intercaler un 2%.7.11 entre un 2*.7.7 et un 2¥.11.11 et con-

stater que les images par la fonction r respectent 'ordre des antécédents. De méme,
on peut intercaler un 2.p*F entre deux éléments 2%1.p et 2F2.p convenablement choisis
et constater que l'ordre se transmet des antécédents aux images.

Pour les nombres dans la factorisation desquels interviennent plusieurs nombres pre-
miers impairs, il semblerait que si alb alors r(a) < r(b).




6 Quelques constats

C.P.Bruter me fait remarquer que, pour les nombres de la forme 2¥.p, r(n) est souvent
la somme de plusieurs nombres r(a;) de la méme forme avec a; < n.

Effectivement, dans le tableau des 2¥.13, on releve les partitions suivantes :
r(25.13) = 10 = r(24.13) + 7(22.13) = 7+ 3

22=104+74+5

28=104+7+5+3+3

46 =284+104+54+3

80=46+28+3+3

139 =80 +46 + 10+ 3

230 =139+ 46+ 28 +10+7

404 =230+ 139+ 284+ 7

688 =404 +230+46+5+3

1222 = 688 + 404 + 80 + 28 4 22

2146 = 12224+ 6884230+ 3+ 3

3874 = 2146 + 1222 + 404 + 80 + 22

6972 = 3874 + 2146 + 688 + 230428+ 3 43

12558 = 6972 4 3874 + 1222 + 404 + 80+ 3 + 3

22769 = 12558 + 6972 + 2146 + 688 4230 + 139 + 28 +5+ 3

Dans le tableau des 2F.5, on peut trouver une partition du nombre de décompositions
7(220.5) = r(5242880) = 22134 :
22134 = 12226 + 6762 + 2133 + 671 +234 + 76 + 18 +8 + 4 + 2

Il semblerait que ’on puisse toujours, pour les nombres de décompositions des nombres
pairs de la forme 2*.p avec p premier impair, obtenir le nombre de décompositions d’un
certain d’entre eux par addition de certains nombres de décompositions de nombres
pairs de la méme forme et plus petits.

Un élément important est le suivant : on pourrait croire que ces partitions ne sont
possibles que parce que les ensembles de nombres premiers dont on additionne les car-
dinaux sont disjoints deux a deux, ce qui n’est pas le cas: 71 et 91 par exemple sont tous
deux décomposants des nombres 13312 et 3328 et appartiennent a des ensembles dont
on va ajouter les cardinaux pour obtenir le cardinal de I’ensemble de décompositions
de 26624. C’est donc bien la relation qu’entretiennent les décomposants de Goldbach
au pair qu’ils décomposent et non leurs qualités intrinseques qui intervient vraisem-
blablement ici.

Les partitions utilisées dans le tableau des 2%.3, celui des 2*.5 ou celui des 2¥.13 ne
présentent pas de similarité entre elles (les lignes utilisées pour en trouver une autre
ne sont pas les mémes dans I'un et 'autre cas).

Quand on essaie de trouver similairement des partitions des r(n) faisant intervenir
des “r(m) plus petits” dans les tableaux des nombres de la forme 2.p*, on ne peut y
parvenir car les r(n) croissent trop rapidement.

On essaie de comparer plutot de fagon transversale les r(n) des nombres de la forme
2p* & ceux de leur correspondant de la forme 2kp. C’est ce qui est présenté dans le



tableau suivant :

1l semble qu’on ait toujours la relation suivante : r(2p*) > r(2kp).

n=2p"[ r(n) [[n/ =2kp]r(n)
18 = 2.32 2 223 1
50 = 2.52 4 225 2
98 = 2.72 3 227 2
242 = 2.11° 8 2211 3
54 = 2.33 5 233 2
250 = 2.53 9 235| 3
686 =2.73| 16 237 4
2662 = 2.11% | 44 23.11| 6
162=2.3%] 10 243 3
1250 = 2.5% | 28 245 | 3
4802 = 2.7 | 64 247 3
20282 = 2.114 | 251 24111 4
486 =23 23 253 3
6250 =2.5° | 95 255 4
33614 =2.7° | 309 257 5
322102 = 2.11° | 1756 2511 6
1458 = 2.35 | 48 263 4
31250 = 2.5 | 326 265| 6
235208 = 2.7 | 1442 26.7| 8
3543122 = 2.116 | 13202 26111 9
4374 =237 102 273 4
156250 = 2.57 | 1179 2751 5
1647086 = 2.77 | 7407 2711 3

Enfin, on essaie d’établir des relations en utilisant le tableau des r(n) pour les n de
la forme 2%.7.11 en le mettant en regard des tableaux fournissant I'un les r(n) des
nombres de la forme 2.7 et ’autre les r(n) des nombres de la forme 2*.11.



n=2F71r(n) [n=2F11] r(n) [n=2F7117] r(n)
14 2 22 3 154 8
28 2 44 3 308 8
56 3 88 4 616 | 19
112 7 176 7 1232 28
224 7 352 10 2464 5
448 | 13 704 | 18 4928 | 70
896 | 20 1408 | 25 9856 | 130
1792 | 36 2816 | 40 19712 | 219
3584 | 55 5632 | T4 39424 | 371
7168 | 94 11264 | 124 78848 | 654
14336 | 152 22528 | 206 157696 | 1179
28672 | 276 45056 | 346 315392 | 2037
57344 | 467 90112 | 638 630784 | 3689
114688 | 818 180224 | 1066 1261568 | 6520
229376 | 1424 360448 | 1938 2523136 | 11918
458752 | 2516 720896 | 3385 5046272 | 21503
917504 | 4503 1441792 | 6151
1835008 | 8102 2883584 | 11147
3670016 | 14633 5767168 | 20027
7340032 | 26662

1l semblerait que l'on ait 7(2¥ab) > r(2¥a) + r(2¥b) ou encore r(2¥ab) > 2r(28=2ab).

7 Rappel de I'objectif initial

Fournissons maintenant les valeurs de o(n) et de r(n) pour les nombres de 3 & 100.
En suivant l'exemple de l'article d’Euler “Découverte d’une loi tout extraordinaire
des nombres par rapport a la somme de leurs diviseurs”, nous aurions aimé attein-
dre 'objectif suivant : trouver une relation de récurrence qui fournisse le nombre de
décompositions de Goldbach d’un nombre pair en fonction des nombres de décompositions
de Goldbach de nombres plus petits que lui. Mais force est de constater que cette tache
semble insurmontable.



nlon) |[rn)| n|lonr) |t@m)| n|on) |r(n) n|o(n) |r(n)
3| 4 1 ||28] 56 3 || 53| 54 6 78| 168 | 11
4|1 7 1 129] 30 4 | 54| 120 8 79| 80 5
5 6 2 30 72 6 55 | T2 6 80 | 186 8
6| 12 1 31| 32 3 56 | 120 7 81| 121 10
7| 8 2 32| 63 5 || 57| 80 10 82| 126 5
8| 15 2 33| 48 6 | 58] 90 6 83| 84 6
9| 13 2 34| 54 2 | 59| 60 6 841 224 | 13
10| 18 2 35| 48 5 || 60| 168 | 12 85 | 108 9
11 12 3 36 | 91 6 61| 62 4 86 | 132
12| 28 3 371 38 5 62 96 5 87 | 120 11
13] 14 3 | 38| 60 5 || 63| 104 | 10 88 | 180
14| 24 2 |39 56 7| 64| 127 3 89| 90 7
15| 24 3 | 40| 90 4 |65| 84 7 90 | 234 | 14
16 | 31 2 41| 42 5 66 | 144 9 91| 112 6
17| 18 4 |142] 96 8 || 67| 68 6 92 | 168 8
18] 39 4 |43 | 44 5 | 68| 126 5 93| 128 | 13
19| 20 2 44 | 84 4 69| 96 8 94 | 144 5
20| 42 3 | 45| 78 9 || 70| 144 7 95 | 120
21| 32 4 46 | 72 4 71| 72 8 96 | 252 11
22| 36 3 | 47| 48 5 | 72] 195 | 11 97 | 98
23| 24 4 | 48| 124 7T |73 74 6 98 | 171 9
24| 60 5 | 49| 57 3 | 74| 114 5 99 | 156 | 13
25| 31 4 ||50] 93 6 || 75| 124 | 12 | 100 | 217 | 8
26 | 42 3 |51 72 8 || 76| 140 | 4
27| 40 5 52| 98 5 77 96 8

Il serait intéressant de comprendre ne-serait-ce que pourquoi la conjecture est vraie
(car peu en doutent) pour des nombres de la forme 2.p%, ou bien de la forme 2¥.p parce
qu’ils semblent fournir les valeurs minimales de la comete.

2.3%, par exemple, a 48 décomposants, comme toute une série de nombres tels que
900, 1092, 1368, 1404, 1458, 1524, 1750, 1960, 2080, 2320, 2420, 2548, 2560, 2620

2674, 2690, 2912, 3034, 3098, 3110, 3208, 3232, etc parmi lesquels il doit siirement y avoir
un 2p notamment en vertu du théoreme de Dirichlet. En quelque sorte, on fait une
projection d’'un point de la comete sur un point d’abscisse plus élevée et de méme
ordonnée, a cause de certaines propriétés. Mais cette maniere de voir est contraire a
la notion méme de récurrence que 'on cherchait & obtenir et qui veut qu’on puisse
calculer r(n) en fonction de r(n;) plus petits ; pour les nombres qui ne sont pas dans
la ligne basse de la comete, il s’agirait plutot de trouver r(n) comme étant égal au
r(n’) d’'un nombre n’ plus grand que n.

8 Tentative d’explication des propriétés de parti-
tions découvertes sur les 2*.p

On rappelle que 'on cherche, pour un nombre pair 2n donné, I’ensemble des nombres
premiers p non congrus & 2n selon tout p’ premier inférieur ou égal & v2n. Ces nom-
bres sont des unités du groupe multiplicatif : ils sont premiers a 2n.

On cherche a trouver une explication a la propriété de “somme des cardinaux” qui fait



que 7(¢) = r(i1) + r(iz) + ... + 7(i,) avec i < i pour tout k.

Admettons que 'on ait réussi a répondre & la question Quels iy doivent étre choisis
comme sommants 7, il subsiste une interrogation quant au fait que tous les décomposants
ne se transmettent pas toujours directement au produit. On comprend a quelle con-
dition un décomposant se transmet a un produit : on a vu qu'un décomposant de
Goldbach de 2z est une unité qui est non-congrue a 2x selon tout module inférieur a
V2. Dans la suite, on utilisera la notation a # b (mod ?) pour exprimer que a est
non-congru a b selon tout module adéquat (i.e. inférieur & la racine du pair considéré)
alors que la notation a = b (mod ?7) exprimera que a est congru a b selon un module
(la premiere proposition étant la négation logique de la deuxiéme).

Sip# x(mod?) et si p.% % x (mod ?) alors p £ xy (mod ?) et p est un décomposant
du produit xy. Il faut ici mettre des conditions sur 'implication pour respecter le
paragraphe 23 de la section Seconde des Recherches Arithmétiques de Gauss qui stip-
ule que Si a est premier avec m, que e et f soient des nombres incongrus suivant le
module m, ae et af seront aussi incongrus.

Tandis que si p Z x (mod 7) et si p.% = z (mod ?) alors p = zy (mod ?) et p nest
pas un décomposant du produit zy mais alors puisque les cardinaux sont égaux, il
doit y avoir la possibilité de trouver un autre p qui remplace p dans I’ensemble des
décomposants du produit puisque, finalement, on en trouve autant.

9 Une autre piste utilisant les résidus quadratiques

La loi de réciprocité quadratique a re¢u de si nombreuses démonstrations (notamment
par Gauss) qu’elle doit étre un théoréme puissant, dont doivent découler de nombreux
autres théorémes.

On cherche p tel que p # 2a (mod 7). Cela équivaut a p% # 2 (mod ?)2.

Si I’on prend ’ensemble des modules dont 2 n’est pas résidu quadratique, et que parmi
eux, on considere ceux dont p% est résidu quadratique, alors ces modules seront tels
que p% Z 2 (mod 7).

De telles hyotheses peuvent avoir pour conséquence les partitions sur les cardinaux que
lon a constatées, c’est a dire le fait que les décompositions de Goldbach des grands
nombres découlent des décompositions de Goldbach de nombres plus petits.

2Se référer aux sections 112 & 116 des Recherches Arithmétiques de Gauss.
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1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers.

Cette conjecture est trivialement vérifiée par les nombres pairs doubles de nombres premiers.

On rappelle que p est un décomposant de Goldbach de n si p est un nombre premier incongru! & n selon
tout module premier inférieur & /n.

Vn>6, n = p+gq, petqpremiersimpairs <= Vqg<+/n, pZn(q)

Posons n = x2b avec x2 le plus grand carré divisant n.

b est le produit des nombres premiers de valuation p-adique impaire (i.e. élevés & une puissance impaire)
dans la factorisation de n (ce faisant, on obéit en quelque sorte & la préconisation de Gauss dans l'article
146 page 109 point I11 de la section Quatrieme des Recherches Arithmétiques : “Awu reste, on voit facile-
ment que si parmi les facteurs p, p’, p”, etc., il y en a un nombre pair d’égaur entre euxr, on peut les
rejeter, puisqu’ils n’influent en rien sur la relation de p a n.”).

1
Résoudre un systéme d’incongruences quadratiques de la forme 5"” %= z? (¢) selon tous les modules

premiers ¢ inférieurs & y/n en utilisant la loi de réciprocité quadratique, le théoréme d’or selon Gauss,
permet-il de trouver un décomposant de Goldbach de n au moins ?

2 Meéthode inductive a la recherche de la raison qui fait que...

1
Si 'on parvient a démontrer qu'un nombre premier p au moins vérifie les incongruences E.p E3 z? (g) selon

1
tous les modules premiers ¢ inférieurs & y/n, notre probléme sera résolu. Sil’on appelle A le produit 7P

p est un diviseur de A. Il s’agit alors de résoudre I'incongruence 22> — A # 0 (¢q). Nous verrons que dans
les articles 147 & 149 des Recherches Arithmétiques, Gauss fournit les formules qui contiennent tous les
nombres premiers & A dont A est résidu, ou tous ceux qui sont diviseurs des nombres de la forme z2 — A,
2?2 étant un carré indéterminé.

2.1 Exemples 1 et 2

Commencons par le nombre pair 98 = 2.72.
Les 3 modules premiers impairs a considérer inférieurs a la racine de 98 sont 3, 5 et 7.

1
L’incongruence p # 2.7%(mod 3, 5 et 7) devient 3P # 7% (mod 3, 5 et 7).

L’écriture de 3 modules entre parentheses est non-conventionnelle mais nous permet de gagner de la place,

1On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



elle indique une conjonction de faits?.

L’inverse de 2 est 2 (mod 3), I'inverse de 2 est 3 (mod 5) et I'inverse de 2 est 4 (mod 7). 2 est non-résidu
de 3. 3 est non-résidu de 5. 4 est résidu de 7.

Ici, on rappelle que tout nombre premier p est résidu de lui-méme. D’autre part, bien qu’'un nombre
premier p ne soit pas inversible dans (Z/pZ, x), Gauss fournit a larticle 109, section Quatrieme des

Recherches Arithmétiques la convention selon laquelle si r est résidu de p, 'inverse de r noté — est lui-
T

aussi résidu de p pour p un nombre premier (ceci est en particulier vrai de p un nombre premier qui est

toujours résidu de lui-méme).

Le nombre premier recherché doit donc étre :

e résidu de 3 pour que, en le multipliant par I'inverse de 2, on n’obtienne pas un carré ;
e résidu de 5 (pour la méme raison) ;
e non-résidu de 7 (pour la raison opposée).
19 et 31 vérifient les 3 conditions exigées et sont des décomposants de Goldbach de 98. Si on dresse une

petite table “est résidu de” des nombres premiers inférieurs a 49, la moitié de 98, selon les modules 3, 5
et 7, voici ce que 'on obtient :

Les deux solutions que sont 19 et 31 sont “semblables du point de vue de leur relation quadratique” aux
modules 3, 5 et 7.

19 est aussi décomposant de Goldbach de 242 = 2.112 mais ne lest plus de 238 = 2.132. Le
raisonnement est similaire mais il faut alors tenir compte de toute une série d’autres modules qui se sont
ajoutés a I’ensemble des modules inférieurs a la racine du nombre pair que 1’on considere.

2.2 Exemple 3
100 = 22.52 est un carré. En appliquant le méme raisonnement que précédem-ment, on cherche un

nombre qui soit a la fois non-résidu de 3, 5 et 7. C’est le cas de 17 et de 47 qui sont tous deux des
décomposants de Goldbach de 100.

2.3 Autres exemples

A partir de 14, on décide de suivre 'exemple d’Euler : dans Particle “Découverte d’une loi tout extraordi-
naire des nombres par rapport a la somme de leurs diviseurs”, il fournit des résultats exhaustifs jusqu’a 100.

2Elle correspond & Décriture suivante utilisée par Gauss dans Darticle 105 de la section Quatriéme des Recherches
Arithmétiques “selon les modules a, b, ¢, etc.”.



Peut-étre que ’étude des nombres pairs factorisés jusqu’a 100 (on laisse de coté les doubles de premiers
qui vérifient trivialement la conjecture) va petit & petit nous faire comprendre comment il faut généraliser...

8 = 23
Le raisonnement habituel amene a chercher un résidu de 3 or 3 est bien un décomposant de Goldbach de 8.

12 = 22.3.
L’inverse de 3 est résidu de 3. 5, qui est non résidu du seul diviseur impair de 12 de valuation p-adique
impaire, est un décomposant de Goldbach de 12.

16 = 24
5 non résidu de 3 est décomposant de Goldbach de 16.

18 = 2.32.
On cherche un résidu de 3 (selon le raisonnement habituel uniquement selon le module 3) et 7 fournit bien
une décomposition de Goldbach de 18.

20 = 22.5.
On cherche un résidu de 3. 3 ou bien 7 fournissent tous deux des décompositions de Godlbach de 20.

24 = 23.3.

3 apparait avec une valuation p-adique impaire dans la factorisation de 24. L’inverse de 3 est résidu de 3.
Il s’avere que 5 et 11, tous deux non-résidus de 3, fournissent des décompositions de Goldbach de 24 ainsi
que 7 qui quant a lui est non-résidu de 5.

28 = 22.7.

Modulo 3, l'inverse de 7 est 1 qui est résidu de 3. Modulo 5, 'inverse de 7 est 3 qui est non-résidu de 5.
On cherche donc un nombre qui soit non-résidu de 3 et résidu de 5. 5 et 11 sont dans ce cas et fournissent
tous les deux des décompositions de Goldbach de 28.

30 = 2.3.5.

Ici, faisons un petit aparté : 30 a “beaucoup” de petits décomposants, de méme que 60, 90, 120, 150
ou 900, par exemple. L’étude des points de la comete de Goldbach, en février 2011, nous a montré que
ces nombres pairs ont un nombre de décompositions de Goldbach “bien supérieurs” a leurs voisins. On
le constate en utilisant I'article de Cantor qui avait vérifié la conjecture jusqu’a 1000 et qui avait émis
quelques conjectures que 1'on retrouve notamment dans le chapitre Cantor et la Conjecture de Goldbach
de I'excellent livre d’Anne-Marie Décaillot “Cantor et la France”.

L’inverse de 3 est résidu de 3, 'inverse de 5 l'est de 5. On constate que tous les premiers autres que 2, 3
et 5 (les diviseurs de 30) fournissent des décompositions de Goldbach : 7, 11 et 13.

Pour le nombre pair 60 = 22.3.5, méme chose : tous les nombres premiers de 7 & 29 sans exception
fournissent des décompositions de Goldbach de 60.

Pour 120 = 23.3.5, tous les premiers compris entre 7 et 59 fournissent une décomposition de Goldbach de
120 sauf 29 et 43 (ce qui représente 12 décomposi-tions et 2 “ratages”).

Pour 150 = 2.3.52, les résidus de 19 que sont 11, 19 et 23 fournissent 3 décompo-sants, tandis que les
résidus de 17 que sont 43, 47, 53 et 67 en fournissent 4 autres.

Pour 90 = 2.33.5, 48 nombres premiers sur les 81 nombres premiers compris entre 13 et 443 permettent
d’obtenir une décomposition de Goldbach 2.

Parmi ces nombres, 270 = 2.33.5 a un nombre de décomposants de Goldbach (il en a 20) qui vaut environ
le double de celui de ses voisins immédiats (268 et 272 en ont respectivement 9 et 8). On s’est intéressé a
lui car la conjecture de Goldbach aura 270 ans en 2012...

L’étude de ces nombres qui ont beaucoup de petits facteurs premiers nous amene a croire qu’il suffit peut-
étre parfois que la relation “non-résidu de” soit vérifiée pour 'un des diviseurs seulement pour permettre

30n peut carrément (!) parler de rentabilité...



I'obtention d’un décomposant de Goldbach. Cela nous fait vivement souhaiter comprendre la page 112

des Recherches Arithmétiques dans laquelle Gauss utilise un raisonnement combinatoire?.

Poursuivons notre liste des nombres pairs inférieurs a 100 non doubles de premiers.

32 = 2°
On cherche un résidu de 3 et 5 a la fois. 19 fournit une décomposition de 32.

36 = 22.32
C’est un carré. 5 qui est non-résidu de 3 fournit une décomposition mais 7 résidu de 3 en fournit une
également.

40 = 235
Les résidus de 11 que sont 3 et 11 fournissent chacun une décomposition. 17 non-résidu de 3 en fournit
une également.

42 = 2.3.7
Les résidus de 5 que sont 5, 11, 19, 29 et 31 fournissent chacun une décomposition.

44 = 2211
Les résidus de 3 que sont 3, 7 et 13 fournissent chacun une décomposition.

48 = 243
Les résidus de 5 que sont 5, 11, 19, 29, 31 et 41 fournissent une décomposition.

50 = 2.52
Les résidus de 3 que sont 3, 7, 13 et 19 fournissent chacun une décomposition.

52 = 22.13
Les non-résidus de 3 que sont 5, 11 et 23 fournissent chacun une décomposition.

54 = 2.33
Les non-résidus de 3 que sont 7 et 13 fournissent une décomposition.

56 = 23.7
Les résidus de 3 que sont 3, 13 et 19 (7 étant un diviseur de 56 ne peut fournir de décomposition) four-
nissent chacun une décomposition.

64 = 26
Les non-résidus de 3 que sont 5, 11, 17 et 23 fournissent une décomposition.

66 = 2.3.11
Les résidus de 29 que sont 5, 7, 13, 23 et 29 fournissent chacun une décomposition.

68 = 22.17

Observons la table : pour ne conserver que 7 et 31, il faut qu’il y ait une croix en colonne 3 et que les
colonnes 5 et 7 soient I'inverse I'une de l'autre. Cependant alors 19 et 43 vérifient cette condition bien
que ne fournissant pas de décompositions de Goldbach. On constate que leur complémentaire & n est a
chaque fois un carré (49 et 25).

4Malheureusement, on trouve & la fin de cette page un “Mais pour abréger, nous sommes forcés de ne pas donner plus
de développement a la démonstration.” qui rappelle furieusement le “La marge est trop petite.” de Fermat...



70 = 2.5.7
Les non-résidus de 3 que sont 11, 17, 23 et 29 fournissent une décomposition.

72 = 23.32
Les résidus de 5 que sont 5, 11, 19, 29 et 31 fournissent chacun une décomposition.

76 = 22.19
Les non-résidus de 3 que sont 5, 17, 23 et 29 fournissent chacun une décomposition.

78 = 2.3.13
Les résidus de 19 que sont 5, 7, 11, 17 et 19 fournissent chacun une décomposition.

80 = 245
Les résidus de 3 que sont 7, 13, 19 et 37 fournissent chacun une décomposition.

84 = 22.3.7
Les résidus de 5 que sont 5, 11, 31 et 41 fournissent chacun une décomposition, ainsi que les résidus de 13
que sont 13, 17 et 23 et enfin le résidu de 7 qu’est 37.

88 = 23.11
Les résidus de 5 que sont 5 et 41 fournissent chacun une décomposition, ainsi que les résidus de 13 que
sont 17 et 29.

90 = 2.325
Les résidus de 19 que sont 7, 11, 17, 19 et 23 fournissent chacun une décomposition ainsi que les résidus
de 7 que sont 29, 37 et 43.

92 = 22.23
Tous les résidus de 3 inférieurs a 36 que sont 3, 13, 19 et 31 fournissent chacun une décomposition.

96 = 25.3
Les résidus de 29 que sont 7, 13, 23 et 29 fournissent chacun une décomposition ainsi que les résidus de 3
que sont 37 et 43.

2.4 Pour résumer et tenter d’aller plus avant

Dans les listes de nombres suivantes, on fournit entre parentheéses apres chaque nombre les modules p dont
les résidus (R suivi de p) ou non-résidu (N suivi de p)® permettent d’en trouver le plus de décompositions
de Goldbach.

On a trouvé des décomposants de Goldbach de n :

e qui étaient non-résidus du plus petit non-résidu de n pour les nombres pairs suivants : 16 (N3),
24 (N5), 28 (N3), 40 (N3), 52 (N3), 54 (N3), 64 (N3), 70 (N3), 76 (N3), 100 (N3N5NT), 242 (NT)

e qui étaient résidus d’un non-diviseur de n pour les nombres pairs suivants : 8 (R3), 20 (R3), 28 (R5),
30 (R7), 32 (R3), 40 (R11), 42 (R5), 44 (R3), 48 (R5), 50 (R3), 56 (R3), 60 (RT7), 66 (R29), 68 (R3),
72 (R5), 78 (R19), 80 (R3), 84 (R5), 88 (R5), 90 (RT7), 92 (R3), 96 (R3), 98 (R3), 120 (RT),
150 (R17), 242 (R3), 270 (R7), 900 (R7) ;

e (ui étaient non-résidus d’un diviseur de valuation p-adique impaire pour les nombres pairs suivants
: 12 (N3), 24 (N3) ;

50n reprend la notation de Gauss.



e qui étaient non-résidus d’'un diviseur de valuation p-adique paire pour le nombre pair suivant :
36 (N3) ;

e qui étaient résidus d’un diviseur de valuation p-adique paire pour les nombres pairs suivants :
18 (R3), 36 (R3).

Les nombres des trois dernieres catégories peuvent aisément étre intégrés aux deux premieres catégories.
On a bien en téte la regle “moins par moins donne plus, moins par plus donne moins” pour les car-
acteres résidu/non-résidu démontrée par Gauss dans article 98 de la section Quatrieme des Recherches
Arithmétiques.

Concernant la premiere catégorie, on fournit pour mémoire en annexe 1 les résidus quadratiques des nom-
bres inférieurs a 100 pour vérification de ce que 1’on a constaté.

Concernant la deuxieme catégorie, méme si la condition résidu d’un non-diviseur semble toujours perme-
ttre I'obtention d’un décomposant de Goldbach, on remarque également qu’on peut toujours trouver un
nombre premier décomposant de Goldbach de n parmi les nombres premiers qui sont non-résidus de tous
les diviseurs impairs de n et cette condition semble plus satisfaisante dans la mesure ou Gauss fournit
dans les articles 129 et 130 de la section Quatrieme des Recherches Arithmétiques la démonstration d'un
théoreme selon lequel tout nombre premier de la forme 4n+1 est toujours non-résidu d’un nombre premier
au moins plus petit que lui. L’annexe 4 donne le détail de ce constat pour les nombres de la deuxieme
catégorie.

On a cependant beau essayer d’induire certaines formes des résultats ci-dessus, on ne trouve pas grand
chose : il semblerait que les nombres pairs qui sont des puissances paires de 2 appartiennent toujours a la
premicre classe identifiée alors que les nombres pairs puissances impaires de 2 appartiennent a la seconde,
ou bien que les nombres premiers de la forme 4n+ 3 apparaissent & une puissance impaire dans les nombres
de la premiere classe mais on peut difficilement envisager de généraliser a partir de quelques nombres par
ci, par la.

Il y a cependant une phrase de Gauss qui attire particulierement notre attention : dans l'article 105, le
module est composé, produit de premiers ou de puissances de premiers (ga pourrait étre n dans notre
cas) et Gauss écrit dans le deuxiéme paragraphe de cet article que les différentes combinaisons donneront
des valeurs différentes, et qu’elles les donneront toutes. Est-ce a dire qu’on peut toujours trouver un
nombre premier satisfaisant les relations “non-résidu” qu’on cherche a satisfaire quel que soit n ?

On a vu qu’on doit étudier si les nombres premiers de valuation p-adique impaire sont résidus ou pas des
modules premiers inférieurs a la racine du nombre pair considéré. Gauss conseille d’affecter les nombres
premiers de la forme 4n+1 du signe + et les nombres premiers de la forme 4n+43 du signe —% et compter s’ils
se présentent en nombre pair ou pas. Il faudrait peut-étre mettre en oeuvre un raisonnement combinatoire
tel que celui de 'article 148 page 111 pour montrer qu'un tel nombre premier existe toujours, qui fournit
une décomposition de Goldbach de n. Dans l'article 148 en question, Gauss établit un classement des
nombres plus petits que n et premiers a n selon qu’ils sont dans le premier cas non-résidus d’aucun diviseur
de n ou bien non-résidu d’un nombre pair de diviseurs de n et dans le second cas non-résidus d’un nombre
impair de diviseurs de n. Un tel classement serait-il pertinent pour le probléme qui nous intéresse ?

3 “Est résidu quadratique de”, une relation
“presque-symétrique”
3.1 Illustration de la loi de réciprocité quadratique pour les modules premiers

On rappelle que p est résidu quadratique de ¢ s’il existe un carré auquel p est congru selon le module q.
Par exemple, 3 est résidu quadratique de 37 et réciproquement car 3 = 152(mod 37) et 37 = 12(mod 3).

6Gauss les appelle les 4n — 1.



Selon un module premier, il y a autant de résidus que de non-résidus. Deux nombres complémentaires &
p sont soit tous deux résidus ou bien tous deux non-résidus lorsque p est un 4n + 1, soit 'un résidu et
l’autre non-résidu lorsque p est un 4n + 3.

Tllustrons cela dans deux tableaux, 'un pour le module 13 de la forme 4n 4 1, 'autre pour le module
19, de la forme 4n + 3 : comme ¢ et n — ¢ ont méme carré selon le module p, on va les mettre dans une
méme colonne du tableau (les plus grands dans la premiére ligne, les plus petits dans la deuxiéme). On va
indiquer pour mémoire le résidu minimum absolu de leur carré selon le module considéré dans la troisieme
ligne. On va utiliser la couleur bleue pour les résidus seulement et constater la relation de symétrie ou
d’anti-symétrie du caractere “résidu de” qui lie les deux nombres d’'une méme colonne.

Selon le module 13, de la forme 4n + 1 :

13112111109
0|1
0|1 (4]9]3[]12|10

[\
w
S
| co
(@)

Selon le module 19, de la forme 4n + 3 :

1918|1716 | 15|14 |13 |12 | 11|10
0112 4 6|7
0|1 (4]9]16 17|11 7|5

[S¢)
oo
©

(=21

Gauss fournit une application simple de la loi de réciprocité quadratique aux nombres premiers selon leur
forme a la page 116 des Recherches Arithmétiques, article 151 : “l s’ensuit que la relation de p a q est la
méme que celle de q a p, quand p ou q est de la forme 4n + 1, et qu’elle est inverse quand p et q sont de
la forme 4n + 37.

Rappelons la table de la relation qui en découle (c’est la table IT des annexes des Recherches Arithmétiques).
Cette table présente une “presque-symétrie” selon sa diagonale. On a noté par une croix noire la relation
lorsqu’elle est symétrique (entre deux nombres premiers impairs dont 'un au moins est un 4n + 1) et par
une croix bleue la relation lorsqu’elle est anti-symétrique (lorsque les deux nombres premiers impairs sont
des 4n + 3).

2035 | 7|11 (1317|1923 29|31 |37 |41 |43 |47
2 | x X X X X X X
3 | x| x X | x X X X
5 | x X X X X | X X
7T x| x X X X | x| x X
11 | x X | X | X X X X
13| x | x X | X X | X X
17 | % X | X | X X | X
19 | x | X | X X | X X
23 | X X | X | X X | X | X X | X
29 | x X | X X X | X
31| X | x| X X X | X X X | X
37| x| x X | X X | X X
41 | x X X X | X | x| X
43 | x | x X X | X X X | X
47 | x X X | X | X X | X X | %

En annexe 5, on illustre par les tables que les symétrie ou anti-symétrie du caractere résidu sont bien
moins évidentes selon les modules impairs mais elles existent.



3.2 Illustrations du théoréme fondamental dans le cas des modules pairs’

Au tout début de ces recherches, j’avais la conviction que la section Quatrieme des Recherches Arithmétiques
fournirait la solution au probléme de Goldbach. J’avais étudié les résidus quadratiques mais mon probléme

était que, pour aller plus vite, je ne considérais dans mes tables que les seuls nombres impairs, et je per-

dais ainsi des informations précieuses qui permettent de faire apparaitre une propriété de symétrie ou

anti-symétrie verticale qui va étre présentée maintenant.

3.2.1 Nombres pairs doubles de nombres premiers

On va maintenant s’intéresser aux nombres pairs 2p qui sont doubles de nombres premiers. Bien que
vérifiant trivialement la conjecture, ils vont s’avérer présenter la propriété qu'on a découverte, et qui lie
le caractere résidu de x & celui de x + p parce qu’ils sont tous de la forme 4n + 28.

On s’intéresse notamment & ces nombres car 1’étude des points de la cométe de Goldbach en février 2011
nous a montré que ces nombres semblent “minimiser” la comete (avoir peu de décompositions de Gold-
bach comparativement & tous les autres). On a une explication heuristique de ce phénomene (ils n’ont pas
de diviseurs autres qu’eux-mémes et par ce que j’ai appelé la méthode du “pliage de tissu”, leurs colonnes
s’éliminent systématiquement deux par deux au lieu de s’éliminer une par une comme elles le font dans le
cas des diviseurs, ce qui minimisent le nombre de décompositions).

Si le nombre premier est un 4n + 1, on voit selon 2p une symétrie verticale qui fait que x R 2p <=
x+pR2p. ;

Si c’est un 4n + 3, on voit selon 2p une anti-symétrie verticale qui fait également que x R 2p <=
x+pR2p.

La différence entre les deux sortes de nombres premiers est que dans un cas, les colonnes (qui contiennent
un nombre x et son complémentaire & 2p qui est 2p — x) soit contiennent deux résidus, soit contiennent
deux non-résidus, alors que dans I'autre cas, ces deux cas peuvent se produire mais existent également des
colonnes dans lesquelles I'un des nombres est un résidu et ’autre un non-résidu.

On omet dorénavant la ligne des restes des carrés dans les tables. On la remplace par une ligne de croix
qui indique les décompositions de Goldbach (on suit la convention de Cantor qui consiste & considérer que
1 est un décomposant de Goldbach de 2p si 2p — 1 est premier).

On constate selon les modules 10,26, 34,58, 74,82 une symétrie verticale qui fait que * R 2p <=
x+pR2p.

Selon le module 10, de la forme 2(4n + 1) :

1098 7|65

Selon le module 26, de la forme 2(4n + 1) :

26 (25124123 (22|21 2019|1817 16|15 |14 |13
0Oy1(2 (3|4 |56 7|8]9]|10|11]12]13

Selon le module 34, de la forme 2(4n + 1) :

3413332313029 |28 |27 (26| 25]24|23|22|21|20|19 18|17
O 123|456 |7 |8(9](10|11 12|13 |14 |15|16|17
X X X X

7Ou encore pour paraphraser le titre de 'article d’Euler “Découverte d’une loi tout extraordinaire des résidus/non-résidus
des modules pairs 4dn+2 : c Rp <= x+pR2p

8Si 2a est de la forme 2(4n + 1), 2a = 8n +2 = 2(4n) + 2 = 4(2n) + 2 = 4b+ 2 tandis que si 2a est de la forme 2(4n + 3),
2a=2(4n+3)=8n+6=8n+4+2=42n)+4+2=42n+1)+2=4b+2.



Selon le module 58, de la forme 2(4n + 1) :

58 | 57 | 56 | 55 | 54 52 1 51|50 |49 |48 | 47 |46 | 45 | 44
01234 |5]6|7|8|9]1011]12|13]|14
X

Ut
98}

43142 (4114039 |38 |37(36|35|34]33(32|31]30]29
15116 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 | 25|26 | 27 | 28 | 29

Selon le module 74, de la forme 2(4n + 1) :

741731727170 |69 |68 |67 66 64 | 63|62 |61 |60 |59 |58 |57 56
0|1 12|34 |5]6]|7]|8 10|11 (12|13 |14 15|16 | 17 | 18
X X X X

(=2}
Ut

NeJ

55 | 54 | 53 | 52 | 51 | 50 |49 | 48 | 47 | 46 |45 | 44|43 | 42|41 |40 |39 |38 37
19120212223 (24|25|26 |27 |28|29|30|31]32|33|34|35]|36]37

Selon le module 82, de la forme 2(4n + 1) :

82 81|80 |79 |78 |T7 |76 |75 |74 |73 |72|71|70|69|68|67|66|65]|64]|63|62
0|12 3|45 |6|7|8]9 (1011|1213 |14|15]16|17|18|19]20

61 1 60|59 |58 57|56 |55|54|53|52|51 50|49 |48 |47 |46 |45 |44 |43 |42 |41
2112223 (24|25|26|27|28|29|30|31|32|33|34|35/|36/|37]|38|39|40]41

Voyons maintenant les modules doubles de premiers selon lesquels la symétrie devient une anti-symétrie.
Selon ces modules 6, 14,22, 38, 46, 62, 86, 94, on constate une anti-symétrie verticale qui fait que
rR2p < x+pR2.

Selon le module 6, de la forme 2(4n + 3) :

Selon le module 14, de la forme 2(4n + 3) :

14 (13 12|11 ||10]9 |8 | 7
0112 ]3] 4|56
X X X

N

Selon le module 22, de la forme 2(4n + 3) :

2212112019 |18 |17 |16 |1
0111234516

14 (13|12 | 11
10 | 11

ot

N
o)
Ne}




Selon le module 38, de la forme 2(4n + 3) :

383736 |35(34(33|32[31(30|29 (28|27 |26|25|24|23]22|21]|20|19
0123|456 |7 |8|9|10|11]12|13|14|15|16|17 18|19
x X
Selon le module 46, de la forme 2(4n + 3) :
46 |45 |44 | 4 |42 14114039 38|37 (363534 (33(32|31|30(29|28|27 2625|2423
0|12 (3[4 |5|6|7|8]9 (1011|1213 ]14|15|16(17|18|19|20|21|22|23
X X X
Selon le module 62, de la forme 2(4n + 3) :
62161 |60 |59 | 58|57 |56 | 55 | 54 | 53 | 52 | 51 | 50 | 49 | 48 | 47
0|12 (3|4 |5]6|7|8|9]1011]12|13]|14|15
X
46 | 45|44 |43 |42 141 (4039|3837 (36|35 |34|33|32]31
16 |17 |18 |19 120 |21 2223 |24 |25|26|27|28|29|30]31
X X
Selon le module 86, de la forme 2(4n + 3) :
86 | 85|84 |83 (82|81 |80 |79 |78 |77 76|75 |74 |73|72|71|70]|69|68]|67|66|65
0123|4567 |8]9|1011}12|13|14|15|16|17[18]19|20 |21
X X X X
64163 |62 |61 |60 |59 |58|57|5H6|55|54|53|52|51 50|49 |48 |47 |46 |45 |44 43
2212312412526 |27 2829|3031 |32|33|34|35|36|37|38[39]|40 |41 |42]43
X
Selon le module 94, de la forme 2(4n + 3) :
941931929190 |89 |88 |87 |86 |8 |84 |83 |82 81|80 |79 |78 |77 |76 |75 7473|7271
0112|3456 |7|8]9(10/11|12|13|14|15|16|17|18]19|20 |21 |22]23
X X X
70 |69 | 68 | 67 |66 | 65|64 |63|62|61|60|59|58|57|56|55|54|53|52]|51]|50|49 |48 |47
24125026 (27282930 (31(32|33|34[35(36 3738|3940 |41 |42|43 |44 |45 |46 |47
X

3.2.2 Nombres pairs doubles d’impairs-non premiers

Selon les modules qui sont des nombres pairs doubles d’impairs non-premiers (les 4n + 2 qui ne sont pas

doubles d’un nombre premier impair), x R2p <= x+p R 2p.

10




Selon le module 18 = 2.32, de la forme 2(4n + 3)2 :

18 (17 116 |15 |14 || 13|12 |11 |10 |9
4
0|1 (49|16 7]0]13/10]9

[aw]
—
[\]
w
ot
D
~
oo
Nej

Selon le module 30 = 2p = 2.3.5, de la forme 2(4n + 3)(4n+1) :

301292827 (26|25|24(23(22(21]20|19|18|17|16 |15
0|12 (3|4 |56 |7 8|9 ]10]11|12|13|14|15
0149|1625 6 |19 4 |21 13| 1 |24|19]16]|15

Selon le module 30, en ne conservant que les colonnes des nombres premiers a 30, les relations verticales
disparaissent :

[
N

11113

Selon le module 42 = 2.3.7, de la forme 2(4n + 3)(4n’ 4+ 3) :

42141 140 (39|38 |37 (36|35 |34 (33|32 31[30[29|28|27|26|25|24]23]|22)|21
0123|4567 |8]9|10|11]12|13|14|15|16 |17 |18|19|20 |21
X X X X X

Selon le module 50 = 2.52, de la forme 2(4n + 1)2 :

50 |49 | 48 | 47 | 46 | 45| 44 | 43 |42 |41 (40|39 |38
O|1}2 (3 |4|5|6|7]8|9(1011]12
0|1 (4]9]1625]36[49|14|31| 0 |21 |44

37136 13534333231 ]30(29 2827|2625
1314|1516 |17 | 18| 19|20 | 21 |22 |23 |24 | 25
19 (46 25| 6 |39 (24|11 | 0 |41 34|29 26|25

Selon le module 54 = 2.3%, de la forme 2(4n + 3)3 :

54|53 | 52 | 51 | 50 | 49 | 48 | 47 | 46 | 45 | 44 | 43 | 42 | 41
o1 (2345|6789 (1011|1213
X X X X

40139 |38 |37 |36 |35|34|33[32|31|30|29]28]27
14115116 | 17 |18 |19 |20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27
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Selon le module 66 = 2.3.11, de la forme 2(4n + 3)(4n' + 3) :

66

65

64

63

62 | 61 | 60 | 59 | 58 | 57

56

54

53

52 | 51

50

0

1

2

3

4 1516|789

10

12

13

14 | 15

16

X

49

48

47

46

45 | 44 | 43 | 42| 41 | 40

39

38

37

36

35134 |33

17

18

19

20

21 1221|2324 (2526

27

28

29

30

3113233

X

X

Selon le module 70 = 2.5.7, de la forme 2(4n + 1)(4n’ + 3) :

70

69

68

67

66

65|64 |63 |62]|61]|60

59

58

57

56

%)

54 | 53

0

2

3

4

516|789

10

11

12

13

14

16 | 17

52 | 51

50

49

48 | 47 | 46 | 45 | 44 | 43

42

41

40

39

38

37

36 | 35

18

20 | 21

22123242526 |27

28

29

30

31

32

33

341 35

X

Selon le module 78 = 2.3.13, de la forme 2(4n + 3)(4n' + 1) :

78

7

76

75

74

73

72| 71| 70|69 |68 |67

66

65

64

63

62

61 | 60

59

0

1

2

4

5

6 |7]89 10|11

12

13

14

15

16

17|18

19

X

X

57

56

55 | 54

93 152|151 |50 |49 |48

47

46

44

43

42

41 | 40

39

20

21

22

23|24

25126 |27 |28 (2930

31

32

34

35

36

37 | 38

39

X

Selon le module 90 = 2.32.5, de la forme 2(4n + 3)2(4n’ + 1) :

90

89

38

87

36

84

83 |82|81|80 |79 |78

7

76

75

74

7372|171

70

69

68

0

1

2

3

4

Ut

6

71819 10|11 12

13

14

15

16

17118 | 19

20

21

22

X

X X

67

66

65

64

63

62

61

60 | 59 | 58 | 57 | 56 | 55

54

53

52

o1

50 | 49 | 48

47

46

45

23

24

25

26

27

28

29

30 13132(33]34|35

36

37

38

39

40 | 41

42

43

44

45

X

X

X

Selon le module 98 = 2.72, de la forme 2(4n + 3)? :

98

97

96

95

94

93

92

91 |90 | 89|88 | 87 | 86

85

84

83

82

81|80 |79

78

7

76

75

74

0

1

2

3

4

5

6

71819 10]11]12

13

14

15

16

17118 | 19

20

21

22

23

24

X

X

73

72

71

70

69

68

67

66 | 65| 64 | 63 | 62 | 61

60

59

58

57

56 | 55

54

49

25

26

27

28

29

30

31

32133343536 |37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

X

X

Il semblerait que si la factorisation de n ne contient aucun nombre premier impair de la forme 4n + 3, on

constate une symétrie verticale qui fait que

Tandis que si la factorisation de n contient un nombre premier de la forme 4n + 3 au moins, on constate

rR2p <= x+pR2.

une anti-symétrie verticale qui fait également que

rR2p <= x+pR2.

Cette propriété découle vraisemblablement de la loi de réciprocité quadratique.
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3.2.3 Nombres pairs doubles de pairs

Pour les nombres pairs doubles de pairs, on ne constate pas de symétrie ou d’anti-symétrie verticale par
rapport a la ligne médiane du tableau symbolisée par deux doubles barres verticales autour de la colonne
médiane. On essaiera cependant de comprendre les relations existant entre les caracteres résidu/non-
résidu de 2p de x et = + p.

Selon le module 8, de la forme 23 :

8 654
Ol 12|34
X X

Selon le module 12 = 22.3, de la forme 4(4n + 3) :

121111098 7|6

Selon le module 16, de la forme 2* :

16 |15 |14 |13 || 1211|109 |8
0112

w
.
[}
(=]
N
oo

Selon le module 20 = 22.5, de la forme 4(4n + 1) :

20119181716 || 15| 14|13 |12 | 11|10
O 123|456 |7]8]9]10
X X X

Selon le module 24 = 23.3, de la forme 23(4n + 3) :

2412312221 (20|19| 18| 17|16 |15 |14 | 13| 12
0111234516 10 | 11 | 12

N
oo
NeJ
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Selon le module 28 = 22.7, de la forme 4(4n + 3) :

28 127126 (2524|2322 21 20({19|18|17|16| 15|14
011123 |4]5]|6 7 819 |10])11|12 |13 |14
X
Selon le module 32, de la forme 2° :
32131(130(29 |28 |27 |26(251( 2423|2221 |20|19 |18 17|16
012|345 |6|T7 8 9 |10 |11]12|13 |14 |15 |16
x x
Selon le module 36 = 22.3%, de la forme 4(4n + 3)? :
36135(34(33[32(31 302928272625 |24|23(22| 2 |20|19|18
0112|345 |6]|7]|8 9 (1011 12|13 |14 |15|16 |17 |18
X X X X
Selon le module 40 = 24.5, de la forme 24(4n + 1) :
40 139|138 373635 (3433323130129 |28 |27|26|25(24|23|22|21]20
0112|3456 | 7|89 (1011121314 |15|16 |17 181920
X X
Selon le module 44 = 22.11, de la forme 4(4n + 3) :
44 143 |42 41140 |39 |38 |37 |36 35|34 333231 |30(29|28|27|26|25|24|23]22
0112|345 |6 |7|8]9|10|11|12|13|14]15|16 |17 |18|19]20 |21 |22
X X X
Selon le module 48 = 24.3, de la forme 24(4n + 3) :

48 |47 |46 |45 |44 | 4 |42 141 (40|39 |38 |37 (361 35[34[33|32|31|30]29|28|27|26]|25]24
0112|3456 7|89 |10|11|12} 1314 |15|16|17|18[19|20|21|22|23 |24
X X X X x

Selon le module 52 = 22.13, de la forme 4(4n + 1) :
52 1 51|50 |49 |48 |47 |46 |45 |44 |4 |42 41|40 39 (38|37 |36|35|34|33|32|31|30(29]|28]|27|26
0112|3456 |7|8[910[11]12 13 14|15 |16|17|18[19|20 |21 22|23 |24 |25 |26
X X
Selon le module 56 = 23.7, de la forme 23(4n + 3) :
56 | 55 | 54 | 53 | 52 | 51 | 50 | 49 | 48 | 47 | 46 | 45 | 44 | 43 || 42
0|1 12|34 |5]6|7 |89 ]10]|11|12|13| 14
X
41140139 38|37 3635|3433 |32]31(30|29]28
15116 |17 |18 11920 | 21 |22 | 23|24 |25 |26 |27 | 28
X

Selon le module 60 = 22.3.5, de la forme 4(4n + 3)(4n’ + 1) :
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60

59

o
4

56

54

53

52

50

49

48

47

46

45

w

10

11

12

13

14

15

44

43

42

41

40

39

38

37

36

34

33

32

31

30

16

17

18

19

20

21

22

23

24

26

27

28

29

30

Selon le module 64, de la, forme 2° :

64

63

62

61

60

ut
©

8

ot

t
|

56

ot
t

54

53

52

51

49

48

0

1

2

3

4

6

N

NeJ

10

11

12

13

15

16

X | ot

47

46

45

44

43

41

40

39

38

37

36

35

34

33

32

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

Selon le module 68 = 22.17, de la forme 4(4n + 1) :

68

67

66

65

64

63

62

61

60

59

58

57

56

59

o4

ol

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

17

X

50

49

48

47

46

45

44

42

41

40

39

38

37

36

35

34

18

19

20

21

22

23

24

26

27

28

29

30

31

32

33

34

Selon le module 72 = 23.32, de la forme 23(4n + 3)2 :

72

70

69

68

67

66

65

64

63

62

61

60

59

58

o7

56

55

54

0

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

13

14

15

16

17

18

X

53

51

50

49

48

47

46

45

44

43

42

41

40

39

38

37

36

19

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

Selon le module 76 = 22.19, de la forme 4(4n + 3) :

76

75

74

73

71

70

69

68

67

66

65

64

63

62

61

60

59

58

57

0

3

5

6

7

8

9

10

11

13

14

15

16

17

18

19

X

56

53

50

49

48

47

46

44

43

42

41

40

39

38

20

23

26

27

28

29

30

32

33

34

35

36

37

38
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Selon le module 80 = 24.5, de la forme 24(4n + 1) :

80

78

76

75

74

73

72

71

70

69

68

67

66

65

64

63

62

61

60

0

ot

7

8

9

10

11

13

14

16

17

18

19

20

X

w
NeJ

52

o1

50

49

48

47

46

44

43

42

41

40

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

Selon le module 84 = 22.3.7, de la forme 4(4n + 3)(4n’ + 3) :

84

83

82

81

80

79

78

7

76

75

74

73

72

71

70

69

68

67

66

65

64

63

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

1

13

14

15

16

17

18

19

20

21

X

X

62

61

60

59

58

57

56

55

54

53

52

51

50

49

48

47

46

45

44

43

42

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

X

Selon le module 88 = 23.11, de la forme 23(4n + 3) :

88

87

86

85

84

33

82

81

80

78

77

76

75

74

73

72

71

70

69

68

67

66

0

1

2

3

4

5

6

7

8

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

65

64

63

62

61

60

59

58

o7

55

54

53

52

51

50

49

48

47

46

45

44

23

24

26

27

28

29

30

31

33

34

36

37

38

39

40

41

42

43

44

Selon le module 92 = 22.23, de la forme 4(4n + 3) :

92

91

90

39

38

87

86

84

83

82

81

30

79

78

7

76

75

74

73

72

71

70

69

1

2

3

4

5

6

-3

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

22

23

68

67

66

65

64

63

62

61

60

59

58

57

56

59

o4

o1

50

49

48

47

46

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

Selon le module 96 = 2°.3, de la forme 2°(4n + 3) :

96

95

94

93

92

91

90

89

88

87

86

85

84

83

82

81

80

79

78

7

76

75

74

73

72

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

22

23

24

X

71

70

69

68

67

66

65

64

63

62

61

60

59

58

57

56

55

54

53

52

51

50

49

48

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48
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Selon le module 100 = 22.52, de la forme 4(4n + 1)? :

X X X

3.3 Progressions arithmétiques

Gauss fait mention de nombres appartenant a des progressions arithmétiques dans les articles 104, 147,
148 et 149 de la section Quatrieme des Recherches Arithmétiques.

Voyons si les cas étudiés permettent d’obtenir des généralisations.

La premiere catégorie, pour laquelle un non-résidu du plus petit non-résidu de n fournit systématiquement
une décomposition de Goldbach, les nombres sont 16,24, 28,40,52, 54,64,70,100 : a part 3 d’entre eux,
(24, 54 et 70), ils sont tous de la forme 12k +4. Cette notion de non-résidu d’un non-résidu est cependant
problématique car la relation résidu ou la relation non-résidu ne sont pas transitives.

Dans la deuxieme catégorie, pour lesquels on trouve toujours un non-résidu de tous les diviseurs impairs
de n fournissant une décomposition de Goldbach, ils sont tous des formes suivantes : 12k, 12k +2, 12k +6,
12k 4+ 8 ou 12k + 10.

Mais en unifiant les deux catégories en une, dans la mesure ou 1’on peut toujours pour les nombres de la
premiere catégorie trouver un décomposant de Goldbach qui soit non-résidu de tous les diviseurs de n, il
semblerait qu’on puisse pour tous les nombres pairs n trouver un nombre premier non-résidu de tous les
diviseurs impairs de n qui fournit une décomposition de Godlbach de n.

Essayons sur un nombre plus grand : 1182666 = 2.3.439.449. Le nombre premier 157 est non-résidu a la
fois de 3, 49 et 449 et il fournit une décomposition de Goldbach de 1182666.

4 Reéves d’un prince

On peut trouver sur la toile le journal mathématique de Gauss. On y lit que Gauss a étudié la conjecture
de Goldbach le 14 mai 1796. On peut imaginer que les deux premieres lettres mystérieuses du mot
GEGAN qui apparait dans la citation “Vicimus GEGAN” du 11 octobre 1796 sont les initiales respectives
de Goldbach et Euler...
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O |12 |3|4|5]6|7 (8|9 |10[11]12(13|14|15|16 |17 |18 |19 |20|21 |22 |23 |24 | 25
X X X
7417372717069 |68 |67|66|65|64|63|62|61|60]|59|58]|57|56]|55|54]53|52]|51]50
26| 27|28 |129|30|31(32|33|34|35|36|37|38|39|40|41 |42 |43 |44 |45|46 |47 |48 |49 |50




Annexe 1 : Résidus quadratiques des nombres inférieurs a 100

2 1

3 1

4 1

5 14

6 : 134

7 124

8 14

9 : 147

10 14569

11 13459

12 149

13 134910 12

14 12478911

15 146910

16 149

17 12489 13 15 16

18 147910 13 16

19 14567911 16 17

20 145916

21 147915 16 18

22 1345911 12 14 15 16 20

23 12346891213 16 18

24 149 12 16

25 146911 14 16 19 21 24

26 134910 12 13 14 16 17 22 23 25

27 147910 13 16 19 22 25

28 148916 21 25

29 145679 13 16 20 22 23 24 25 28

30 1469 10 15 16 19 21 24 25

31 124578910 14 16 18 19 20 25 28

32 14916 17 25

33 134912 15 16 22 25 27 31

34 12489131516 17 18 19 21 25 26 30 32 33

35 14911 14 15 16 21 25 29 30

36 149 13 16 25 28

37 1347910 11 12 16 21 25 26 27 28 30 33 34 36

38 14567911 16 17 19 20 23 24 25 26 28 30 35 36

39 134910 12 13 16 22 25 27 30 36

40 149 16 20 24 25 36

41 12458910 16 18 20 21 23 25 31 32 33 36 37 3940

42 14791516 18 21 22 25 28 30 36 37 39

43 1469 10 11 13 14 15 16 17 21 23 24 25 31 35 36 38 40 41

44 14591216 20 25 33 36 37

45 149 10 16 19 25 31 34 36 40

46 123468912 13 16 18 23 24 25 26 27 29 31 32 35 36 39 41

47 123467891214 16 17 18 21 24 25 27 28 32 34 36 37 42

48 149 16 25 33 36

49 12489 11 15 16 18 22 23 25 29 30 32 36 37 39 43 44 46

50 1469 11 14 16 19 21 24 25 26 29 31 34 36 39 41 44 46 49

51 14913 15 16 18 19 21 25 30 33 34 36 42 43 49

52 14912 13 16 17 25 29 36 40 48 49

53 1467910 11 13 15 16 17 24 25 28 29 36 37 38 40 42 43 44 46 47 49 52

54 147910 13 16 19 22 25 27 28 31 34 36 37 40 43 46 49 52

55 145911 14 15 16 20 25 26 31 34 36 44 45 49

56 1489 16 25 28 32 36 44 49

57 14679 16 19 24 25 28 30 36 39 42 43 45 49 54 55

58 1456791316 20 22 23 24 25 28 29 30 33 34 35 36 38 42 45 49 51 52 53
54 57

18



99

60
61

62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

72
73

74
75
76
7
78
79

80
81

82
83
84
85
86
87

88
89

90
91

92
93

94

95

96
97

98

99

100

134

57912 15 16 17 19 20 21 22 25 26 27 28 29 35 36 41 45 46 48 49 51

54 53 57

149
134

16 21 24 25 36 40 45 49
5912 13 14 15 16 19 20 22 25 27 34 36 39 41 42 45 46 47 48 49 52

54 56 57 58 60

124

578910 14 16 18 19 20 25 28 31 32 33 35 36 38 39 40 41 45 47 49

54 50 51 56 59
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9 16 18 22 25 28 36 37 43 46 49 58

16 17 25 33 36 41 49 57

10 14 16 25 26 29 30 35 36 39 40 49 51 55 56 61 64

9 12 15 16 22 25 27 31 33 34 36 37 42 45 48 49 55 58 60 64

910 14 15 16 17 19 21 22 23 24 25 26 29 33 35 36 37 39 40 47 49 54
59 60 62 64 65

9 13 16 17 21 25 32 33 36 49 52 53 60 64

69 12 13 16 18 24 25 27 31 36 39 46 48 49 52 54 55 58 64

11 14 15 16 21 25 29 30 35 36 39 44 46 49 50 51 56 60 64 65
4568910 12 15 16 18 19 20 24 25 27 29 30 32 36 37 38 40 43 45
50 54 57 58 60 64

16 25 28 36 40 49 52 64

4689 12 16 18 19 23 24 25 27 32 35 36 37 38 41 46 48 49 50 54 55
64 65 67 69 70 71 72

79 10 11 12 16 21 25 26 27 28 30 33 34 36 37 38 40 41 44 46 47 48
58 62 63 64 65 67 70 71 73

9 16 19 21 24 25 31 34 36 39 46 49 51 54 61 64 66 69

9 16 17 20 24 25 28 36 44 45 49 57 61 64 68 73

11 14 15 16 22 23 25 36 37 42 44 49 53 56 58 60 64 67 70 71

9 10 12 13 16 22 25 27 30 36 39 40 42 43 48 49 51 52 55 61 64 66

589 10 11 13 16 18 19 20 21 22 23 25 26 31 32 36 38 40 42 44 45 46
51 52 55 62 64 65 67 72 73 76

16 20 25 36 41 49 64 65

9 10 13 16 19 22 25 28 31 34 36 37 40 43 46 49 52 55 58 61 63 64 67
76 79

58910 16 18 20 21 23 25 31 32 33 36 37 39 40 41 42 43 45 46 49 50
59 61 62 64 66 72 73 74 77 78 80 81

79 10 11 12 16 17 21 23 25 26 27 28 29 30 31 33 36 37 38 40 41 44
51 59 61 63 64 65 68 69 70 75 77 78 81

16 21 25 28 36 37 49 57 60 64 72 81

15 16 19 21 25 26 30 34 35 36 49 50 51 55 59 60 64 66 69 70 76 81 84
910 11 13 14 15 16 17 21 23 24 25 31 35 36 38 40 41 43 44 47 49 52
56 57 58 59 60 64 66 67 68 74 78 79 81 83 84

79 13 16 22 24 25 28 30 33 34 36 42 45 49 51 52 54 57 58 63 64 67
82

12 16 20 25 33 36 44 48 49 56 60 64 80 81

589 10 11 16 17 18 20 21 22 25 32 34 36 39 40 42 44 45 47 49 50 53
64 67 68 69 71 72 73 78 79 80 81 84 85 87 88

10 16 19 25 31 34 36 40 45 46 49 54 55 61 64 70 76 79 81 85

14 16 22 23 25 29 30 35 36 39 42 43 49 51 53 56 64 65 74 77 78 79

9 12 13 16 24 25 29 32 36 41 48 49 52 64 69 72 73 77 81 85

9 10 16 18 19 25 28 31 33 36 39 40 45 49 51 63 64 66 67 69 70 72 76
82 87 90

4678912 14 16 17 18 21 24 25 27 28 32 34 36 37 42 47 48 49 50
54 55 56 59 61 63 64 65 68 71 72 74 75 79 81 83 84 89

69 11 16 19 20 24 25 26 30 35 36 39 44 45 49 54 55 61 64 66 74 76
85

16 25 33 36 48 49 57 64 73 81

4689 11 12 16 18 22 24 25 27 31 32 33 35 36 43 44 47 48 49 50
61 62 64 65 66 70 72 73 75 79 81 85 86 88 89 91 93 94 95 96

89 11 15 16 18 22 23 25 29 30 32 36 37 39 43 44 46 49 50 51 53

60 64 65 67 71 72 74 78 79 81 85 86 88 92 93 95

16 22 25 27 31 34 36 37 4530949 55 58 64 67 70 81 82 88 91 97

16 21 24 25 29 36 41 44 49 56 61 64 69 76 81 84 89 96



Annexe 2 : Extraits de la section Quatrieme “Des Congruences
du second degré” des Recherches Arithmétiques

On ne fait ici que recopier des extraits de la section Quatrieme des Recherches Arithmétiques qu’il faudrait
bien maitriser pour pouvoir démontrer que ’existence d’un décomposant de Goldbach pour chaque nombre
pair découle de I'existence d’au moins une solution pour un certain systéme de congruences (ou incongru-
ences, c’est quasiment ’'opposé) quadratiques, cette derniére existence découlant quant a elle du théoreme
d’or appliqué aux nombres adéquats. Les articles les plus difficiles, mais peut-étre les plus utiles pour
notre probleme sont les articles 104 et 105 puis 147, 148 et 149.

page 69, article 94 : THEOREME. Un nombre quelconque m étant pris pour module, il ne peut y avoir
dans la suite 1,2,3...m — 1, plus de %m + 1 nombres, quand m est pair, et plus de %m + %, quand m est
impair, qui soient congrus a un carré.

page 70, article 96 : Le nombre premier p étant pris pour module, la moitié des nombres 1,2,3...p—1,
sera composée de résidus quadratiques, et ’autre moitié de non-résidus, c’est-a-dire qu’il y aura §(p -1)

résidus, et autant de non-résidus.

page 72, article 98 : THEOREME. Le produit de deux résidus quadratiques d'un nombre premier p est
un résidu ; le produit d’un résidu et d’un non-résidu est non-résidu ; enfin le produit de deux non-résidus
est résidu.

1°. Soient A et B les résidus qui proviennent des carrés a2, b2, ou soient A = a2 (mod p) et B = b%, on
aura AB = a?b?, c’est-a-dire qu’il sera un résidu.

2°. Quand A est résidu, ou que A = a2, mais que B est non-résidu, AB est non-résidu. Soit en effet, s'il
se peut AB = k? et g (mod p) = b, on aura a®>B = a?b? et partant B = b2, contre I’hypothese.
Autrement. Si I’on multiplie par A les %_1 nombres de la suite 1,2,3...p — 1, qui sont résidus, tous les
produits seront des résidus quadratiques, et ils seront tous incongrus. Or si ’on multiplie par A un nombre
B non-résidu, le produit ne sera congru a aucun des précédents : donc, s’il était résidu, il y aurait %(p+ 1)
résidus incongrus, parmi lesquels ne serait pas 0, ce qui est impossible (n° 96).

3”. Soient A et B deux nombres non-résidus, en multipliant par A tous les nombres qui sont résidus dans
la suite 1,2,3,...p — 1, on aura %71 non-résidus, incongrus entr’eux (20). Or le produit AB ne peut étre
congru a aucun de ceux-la ; donc s’il était non-résidu, on aurait % non-résidus incongrus entr’eux ; ce
qui est impossible (n° 96).

Ces théorémes se déduisent encore plus facilement des principes de la section précédente. En effet, puisque
I'indice d’un résidu est toujours pair, et celui d’un non-résidu toujours impair, I'indice du produit de deux
résidus ou non-résidus sera pair, et partant, le produit sera lui-méme un résidu. Au contraire, si I'un des
facteurs est non-résidu, et 'autre résidu, I'indice sera impair, et le produit non-résidu.

On peut aussi faire usage des deux méthodes pour démontrer ce THEOREME® : la valeur de ’ezpression
£ (mod p), sera un résidu, quand les nombres a et b seront tous les deux résidus ou non-résidus. Elle
sera un non-résidu, quand l'un des nombres a et b sera résidu et l'autre non-résidu. On le démontrerait

encore en renversant les théoremes précédents.

page 73, article 99 : Généralement, le produit de tant de facteurs qu’on voudra est un résidu, soit lorsque
tous les facteurs en sont eux-mémes, soit lorsque le nombre de facteurs non-résidus est pair ; mais quand
le nombre des facteurs non-résidus est impair, le produit est non-résidu. On peut donc juger facilement
si un nombre composé est résidu ou non ; pourvu qu’on sache ce que sont ses différents facteurs. Aussi
dans la Table II, nous n’avons admis que les nombres premiers. Quant & sa disposition, les modules sont
en marge'?, en téte les nombres premiers successifs ; quand I'un de ces derniers est résidu, on a placé un
trait dans l'espace qui correspond au module et a ce nombre ; quand il est non-résidu, on a laissé ’espace
vide.

page 73, article 100 : Si ’on prend pour module la puissance p™ d’un nombre premier, p étant > 2, une
moitié des nombres non-divisibles par p et < p” seront des résidus, et 'autre des non-résidus ; c’est-a-dire

9ci, je mets les petites capitales & ce mot bien qu’elles ne soient pas présentes dans les Recherches Arithmétiques dans la
mesure ou la démonstration de ce théoréme n’est pas fournie.
100n verra bient6t comment on peut se passer des modules composés.
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: p—1 .
qu’il y en aura p" ! de chaque espece.
En effet, si 7 est un résidu, il sera congru a un carré dont la racine ne surpasse pas la moitié du module

"~1(p—1) nombres < % et non-divisibles par p. Ainsi il reste

(n® 94) ; et 'on voit facilement qu'’il y a 1p
a démontrer que les carrés de tous ces nombres sont incongrus, ou qu’ils donnent des résidus différents.
Or si deux nombres a et b non-divisibles par p et plus petits que la moitié du module, avaient leurs carrés
congrus, on aurait a2 — b? ou (a + b)(a — b) divisible par p™, en supposant a > b, ce qui est permis. Mais
cette condition ne peut avoir lieu, & moins que 'un des deux nombres (a —b), (a + b) ne soit divisible par
p™, ce qui est impossible, puisque chacun d’eux est plus petit que p™, ou bien que I'un étant divisible par
pt, Pautre le soit par p*~# ou chacun d’eux par p ; ce qui est encore impossible, puisqu’il s’ensuivrait que
la somme 2a et la différence 2b, et partant a et b eux-mémes seraient divisibles par p, contre ’hypothese.

Donc enfin parmi les nombres non-divisibles par p et moindres que le module, il y a p% p" 1 résidus, et

les autres, en méme nombre, sont non-résidus.

page 74, article 101 : Tout nombre non-divisible par p, qui est résidu de p, sera aussi résidu de p" ;
celui qui ne sera pas résidu de p ne le sera pas non plus de p™.

La seconde partie de cette proposition est évidente par elle-méme ; ainsi si la premiere n’était pas vraie,
parmi les nombres plus petits que p™ et non-divisibles par p, il y en aurait plus qui fussent résidus de p

nfl(

qu’il n’y en aurait qui le fussent de p™, c’est-a-dire plus de ip p —1). Mais on peut voir sans peine

1.
que le nombre des résidus de p qui se trouvent entre 1 et p™, est précisément Ep”_l(p -1).

Il est tout aussi facile de trouver effectivement un carré qui soit congru a un résidu donné, suivant le
module p™, si 'on connait un carré congru a ce résidu suivant le module p.

Soit en effet a? un carré congru au résidu donné A, suivant le module p#, on en déduira, de la maniere suiv-
ante, un carré = A, suivant le module p¥, v étant > 1 et non plus grand que 2u. Supposons que la racine
du carré cherché soit +a + xp* ; et il est aisé de s’assurer que c’est 1a la forme qu’elle doit avoir. II faut
donc qu’on ait a? £ 2axp + 2%p** = A (mod p*), ou comme 2y > v, on aura £2axp” = A — a? (mod p¥).
Soit A —a? = p*.d, on aura +2ax = d (mod p**) ; donc z sera la valeur de 1’expression :t% (mod p”—*).
Ainsi étant donné un carré congru a A, suivant le module p, on en déduira un carré congru a A, suivant
le module p? ; de 13 au module p*, au module p®, etc.

Ezemple. Etant proposé le résidu 6 congru au carré 1, suivant le module 5, on trouve le carré 92 auquel
il est congru suivant le module 25, 162 auquel il est congru suivant le module 125, etc.

page 75, article 102 : Quant a ce qui regarde les nombres divisibles par p, il est clair que leurs carrés
seront divisibles par p?, et que partant tous les nombres qui seront divisibles par p et non par p?, seront
non-résidus de p”. Et en général, si I'on propose le nombre pFA, A n’étant pas divisible par p, il y aura
trois cas a distinguer :

1°. Sik>n, on aura p*PA =0 (mod p™), ¢’est-a-dire qu’il sera résidu.

2°. Si k < n et impair, p¥ A sera non-résidu.

3°. Si k < n et pair, p¥A sera résidu ou non-résidu de p” suivant que A sera résidu ou non-résidu de p.

page 76, article 103 : Comme nous avons commencé (n° 100) par exclure le cas ou p = 2, il faut
ajouter quelque chose a ce sujet. Quand 2 est module, tous les nombres sont résidus, et il n’y en a point
de non-résidus. Quand le module est 4, tous les nombres impairs de la forme 4k + 1 sont résidus, et tous
ceux de la forme 4k + 3 sont non-résidus. Enfin, quand le module est 8 ou une plus haute puissance de 2,
tous les nombres impairs de la forme 8k + 1 sont résidus, et les autres, ou ceux de la forme 8k + 3, 8k + 5,
8k + 7 sont non-résidus ;

page 77, article 104 : Pour ce qui regarde le nombre de valeurs différentes, c’est-a-dire incongrues
suivant le module, que peut admettre expression V = /A (mod p™), pourvu que A soit un résidu de p",
on déduit facilement de ce qui précede, les conclusions suivantes. Nous supposons toujours que p est un
nombre premier et, pour abréger, nous considérons en méme temps le cas ou n = 1.

1°. Si A n’est pas divisible par p, V n’a qu'une seule valeur pour p=2etn=1;cesera V=1 ;ilen a
deux quand p est impair, ou bien quand on a p = 2 et n = 2 ; et, si 'une est = v, 'autre sera = —v ; il
en a quatre pour p=2et n > 2 ; et si I'une est = v, les autres seront = v + 271 —py 42771 —p.

2°. Si A est divisible par p, mais non par p”, soit p?* la plus haute puissance de p qui divise A, car
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cette puissance doit étre paire (n® 102), et A = ap?* ; il est clair que toutes les valeurs de V doivent
étre divisibles par p#, et que tous les quotients donnés par ces divisions seront les valeurs de I’expression
V' = y/a (mod p"~2*) ; on aura donc toutes les valeurs différentes de V, en multipliant par p#, toutes
celles de V' contenues entre 0 et p"~#. Elles seront, par conséquent,

vpt, upt 4 p" TR upt 4 2p" TR L upt - (pt = 1)pt TR,

v étant une valeur quelconque de V' : suivant donc que V'’ aura 1, ou 2, ou ! valeurs, V en aura pH, ou
2p* ou 4pt (1°).

3°. Si A est divisible par p™, on voit facilement, en posant n = 2m ou = 2m — 1, suivant que n est pair
ou impair, que tous les nombres divisibles par p™ sont des valeurs de V', et qu’il n’y en a pas d’autres ;
mais les nombres divisibles par p™ sont 0,p™,2p™ ... (p"~™ — 1)p™, dont le nombre est p" .

page 78, article 105 : Il reste & examiner le cas ou le module m est composé de plusieurs modules
premiers. Soit m = abc etc., a, b, ¢, etc. étant des nombres premiers différents. 1l est clair d’abord que si n
est résidu de m, il le sera aussi des différents nombres, a, b, ¢, etc., et que partant il sera non-résidu de m,
s’il est non-résidu de quelqu’un de ces nombres. Réciproquement, si n est résidu des différents nombres a,
b, ¢, ete., il le sera de leur produit m ; en effet, si 'on a n = A%, B2, C?, etc., suivant les modules a, b, c,
etc., respectivement (n° 32), on aura n = N2, suivant tous ces modules, et conséquemment suivant leur
produit.

Comme on voit facilement que la valeur de N résulte de la combinaison d’une valeur quelconque de A, ou
de lexpression /n (mod a), avec une valeur quelconque de B, avec une valeur quelconque de C, ete, que
les différentes combinaisons donneront des valeurs différentes, et qu’elles les donneront toutes ; le nombre
des valeurs de N sera égal au produit des nombres de valeurs de A, B, C, etc. que nous avons appris a
déterminer dans article précédent.

page 78, article 106 : On voit par ce qui précede, qu’il suffit de reconnaitre si un nombre donné est
résidu ou non-résidu d’un nombre premier donné, et que tous les cas reviennent a celui-la.

Un nombre quelconque A, non divisible par un nombre premier 2m + 1, est résidu ou non-résidu de ce
nombre premier suivant que A™ = +1ou = —1 (mod 2m + 1).

1
page 80, article 109 : en effet, il est évident que si 7 est un résidu, — (mod p) en sera un aussi.
r
(Les articles 108 & 124 des pages 79 a 91 traitent des cas particuliers 1, —1, 2, —2, 3, =3, 5, —5, 7 et —7.)

page 81, article 111 : Si donc r est résidu d’un nombre premier de la forme 4n + 1, —r le sera aussi,
et tous les non-résidus seront encore non-résidus en changeant les signes'?. Le contraire arrive pour les
nombres premiers de la forme 4n + 3, dont les résidus deviennent non-résidus, et réciproquement quand
on change le signe (n° 98).

Au reste on déduit facilement de ce qui précede cette regle générale : —1 est résidu de tous les nombres
qui ne sont divisibles ni par 4, ni par aucun nombre de la forme 4n + 3. Il est non-résidu de tous les
autres.(IN°° 103 et 105).

page 81, article 112 : Passons maintenant aux résidus +2 et —2.

Si dans la table IT on prend tous les nombres premiers dont le module est +2, on trouvera 7,17, 23, 31, 41,47,
71,73,79,89,97. Or on remarque facilement qu’aucun d’eux n’est de la forme 8n + 3 ou 8n + 5.

Voyons donc si cette induction peut devenir une certitude.

Observons d’abord que tout nombre composé de la forme 8n + 3 ou 8n + 5 renferme nécessairement un
facteur premier de I'une ou 'autre forme ; en effet les nombres premiers de la forme 8n + 1 et 8n + 7 ne
peuvent former que des nombres de la forme 8n + 1 ou 8n + 7. Si donc notre induction est généralement
vraie, il n’y aura aucun nombre de la forme 8n + 3, 8n + 5, dont le résidu soit +2. Or il est bien certain
qu’il n’existe aucun nombre de cette forme et au-dessous de 100, dont le résidu soit +2 ; mais s’il y en
avait au-dessus de cette limite, supposons que t soit le plus petit de tous ; t sera de la forme 8n + 3 ou
8n + 5, et +2 sera son résidu ; mais il sera non-résidu de tous les nombres semblables plus petits. Soit
a? =2 (mod t), on pourra toujours prendre a impair et < ¢, car a a au moins deux valeurs positives plus

Hici, je crois qu’il manque un mot, le chiffre 4 ?
12 Ainsi quand nous parlerons d’un nombre, en tant qu’il sera résidu ou non-résidu d’un nombre de la forme 4n + 1, nous
pouvons ne faire aucune attention a son signe, ou lui donner le signe +.
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petites que ¢, dont la somme = ¢, et dont par conséquent I'une est paire et autre impaire (N°® 104, 105).
Cela posé, soit a®> = 24 ut ou ut = a® — 2, a? sera de la forme 8n + 1, et par-conséquent ut de la forme
8n — 1 ; donc u sera de la forme 8n + 3 ou 8n 4+ 5 suivant que ¢ sera de la forme 8145 ou 8n + 3 ; mais de
I'équation a? = 2 + tu, on tire la congruence a? = 2(mod u), c’est-a-dire que +2 serait aussi résidu de wu.
Il est aisé de voir qu’on a u < t ; il s’ensuivrait que ¢ ne serait pas le plus petit nombre qui elit +2 pour
résidu, ce qui est contre I’hypothese ; d’ou suit enfin une démonstration rigoureuse de cette proposition
que nous avions déduite de 'induction.

En combinant cette proposition avec celles du n® 111, on en déduit les théoremes suivants :

I. +2 est non-résidu, et —2 est résidu de tous les nombres premiers de la forme 8n + 3.

II. 42 et —2 sont non-résidus de tous les nombres premiers de la forme 8n + 5.

page 82, article 113 : Par une semblable induction on tirera de la Table II, pour les nombres premiers
dont le résidu est —2, ceux-ci : 3,11,17,19,41,43,59,67,73,83,89,97'3. Parmi ces nombres il ne s’en
trouve aucun de la forme 8n 4+ 5 ou 8n + 7 ; cherchons donc si de cette induction nous pouvons tirer un
théoreme général. On fera voir de la méme maniere que dans l’article précédent, qu'un nombre composé
de la forme 8n 4+ 5 ou 8n + 7, doit renfermer un facteur premier de la forme 8n + 5 ou de la forme 8n+ 7 ;
de sorte que si notre induction est généralement vraie, —2 ne peut étre résidu d’aucun nombre de la forme
8n 45 ou 8n 4 7 ; or s’il peut y en avoir de tels, soit ¢ le plus petit de tous, et qu’on ait —2 = a? — tu. Si
I’on prend, comme plus haut, a impair et < ¢, u sera de la forme 8n + 5 ou 8n + 7 suivant que t sera de
la forme 8n + 7 ou 8n 4 5 ; mais de ce qu'on a a < t et ut = a? + 2, il est facile de déduire que u est < ¢ ;
et comme —2 serait aussi résidu de u, il s’ensuivrait que t ne serait pas le plus petit nombre dont —2 est
le résidu, ce qui est contre I'hypothese. Donc —2 sera nécessairement non-résidu de tous les nombres de
la forme 8n + 5 ou 8n + 7.

En combinant cette proposition avec celles du n° 111, on en déduit les théoremes suivants :

I. —2 et +2 sont non-résidus de tous les nombres premiers de la forme 8n + 5 ; comme nous ’avons déja
trouvé.

II.—2 est non-résidu et +2 résidu de tous les nombres premiers de la forme 8n + 7.

Au reste, nous aurions pu prendre a pair dans les deux démonstrations ; mais alors il etit fallu distinguer
le cas ou a est de la forme 4n + 2, de celui ou il est de la forme 4n ; d’ailleurs la marche est absolument
la méme et n’est sujette & aucune difficulté.

page 83, article 114 : Il nous reste encore a traiter le cas ou le nombre premier est de la forme 8n +1 ;
mais il échappe a la méthode précédente et demande des artifices tout-a-fait particuliers.

Soit, pour le module premier 8n+1, une racine primitive quelconque a, on aura (n° 62) a*™ = —1 (mod 8n+
1) ; cette congruence peut se mettre sous la forme (a?” 4+ 1)? = 2a?" (mod 8n 4+ 1), ou (a®>" —1)? = —2a¢?"
; d’ot il suit que 2a" et —2a?" sont résidus de 8n + 1 ; mais comme a?” est un carré non-divisible par le
module, +2 et —2 seront aussi résidus (n° 98).

page 84, article 116 : Au reste on tire facilement de ce qui précede la régle générale suivante : +2 est
résidu de tout nombre qui n’est divisible ni par 4 ni par aucun nombre premier de la forme 8n + 3 ou
8n+5, et non-résidu de tous les autres, par exemple, de tous ceux de la forme 8n+ 3, 8n+ 5, tant premiers
que composés.

page 91, article 125 : Tout nombre premier de la forme 4n + 1 soit positif, soit négatif, est non-résidu
de quelques nombres premiers, et méme de nombres premiers plus petits que lui (il est évident qu’il faut
éviter +1).

page 95, article 129 : THEOREME. Si a est un nombre premier de la forme 8n+1, il y aura nécessairement
au-dessous de 2y/a un nombre premier dont a est non-résidu.

page 95, article 130 : Maintenant que nous avons démontré que tout nombre premier de la forme 4n+ 1
positif ou négatif, est toujours non-résidu d’un nombre premier au moins plus petit que lui...

page 98, au milieu du article 132 : mais, avant tout, il faut observer que tout nombre de la forme
4n + 1 ne renfermera aucun facteur de la forme 4n + 3, ou en renfermera un nombre pair parmi lesquels

13En considérant —2 comme le produit de +2 par —1 ; voyez n°® 111.
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il pourra y en avoir d’égaux ; tandis que tout nombre de la forme 4n + 3 doit en renfermer un nombre
impair. Le nombre des facteurs de la forme 4n + 1 reste indéterminé.

pages 108 et suiv., articles 146 a4 150 : Au moyen du théoréme fondamental '* et des propositions
relatives & —1, 2, on peut toujours déterminer si un nombre donné quelconque est résidu ou non-résidu
d’un nombre premier donné.

Ensuite, dans 'article 146, Gauss généralise et explique la méthode permettant, étant donnés deux nom-
bres quelconques P et @), de trouver si I'un d’eux est résidu ou non-résidu de I'autre. Pour cela, il étudie
la relation qui lie ) & chaque puissance de premier qui intervient dans la factorisation de P. Ce qui retient
Iattention, c’est le début du point III de cet article 146, qui explique comment s’effectue le passage du
second degré au premier degré :

On cherchera de la maniére suivante la relation d’'un nombre quelconque @ a un nombre premier a im-
pair : quand @ > a, on substituera a @) son résidu minimum positif suivant le module a, ou, ce qui est
quelquefois avantageux, son résidu minimum absolu, qui aura avec a la méme relation que Q.

Or si I'on résoud @), ou le nombre pris & sa place, en facteurs premiers p, p’, p”, etc., auxquels il faut joindre
le facteur —1, quand @Q est négatif, il est évident que la relation de @ a a dépendra de la relation des
facteurs p, p’, p”, etc. & a : de sorte que, si parmi eux il y en a 2m non-résidus de a, on aura QRa'® ; mais
s’lily en a 2m+1, on aura @QNa. Au reste, on voit facilement que si parmi les facteurs p, p’, p”, etc., il y en
a un nombre pair d’égaux entre eux, on peut les rejeter, puisqu’ils n’influent en rien sur la relation de @ a a.

Dans les articles 147, 148 et 149, Gauss résoud le probleme suivant : Etant proposé un nombre quel-
conque A, on peut trouver certaines formules qui contiennent tous les nombres premiers & A dont A est
résidu, ou tous ceux qui sont diviseurs des nombres de la forme z? — A, 22 étant un carré indéterminé.
Nous appellerons simplement ces nombres diviseurs de 22 — A ; on voit facilement ce que sont les non-
diviseurs. Mais pour abréger nous ne considérerons que les diviseurs qui sont impairs et premiers a A, les
autres cas se ramenant sans peine a celui-la.

On recopie intégralement ces trois articles qui nous semblent tres liés a I'idée que I'on cherche a développer.

Suite de ’article 147, page 110 : Soit d’abord A un nombre premier positif de la forme 4n + 1, ou
négatif de la forme 4n — 1. Suivant le théoreme fondamental, tous les nombres premiers qui, pris posi-
tivement, sont résidus de A, seront diviseurs de 22 — A ; mais tous les nombres premiers non-résidus de
A seront non-diviseurs de 22 — A, si pourtant on en excepte 2, qui est toujours diviseur. Soient r, 7/, ",
etc., tous les résidus de A qui sont plus petits que lui, et n, n/, n”, etc., tous les non-résidus ; alors tout
nombre premier contenu dans une des formes Ak +r, Ak +1', Ak+1r", etc., sera diviseur de 22 — A ; mais
tout nombre premier contenu dans une des formes Ak + n, Ak + n’, etc., sera non-diviseur de 22 — A, k
étant un nombre entier indéterminé. Nous appellerons les premicres formes des diviseurs de x? — A et les
dernicres formes des mon-diviseurs. Le nombre de chacune d’elles sera égal au nombre de résidus r, 7/,

etc. ou de non-résidus n, n', etc., et partant, (n® 96) = —=(A — 1). Or si B est un nombre composé impair

et que l'on ait ARB, tous les facteurs premiers de B seront contenus dans une des premieéres formes,
et par conséquent, B lui-méme ; donc tout nombre composé impair qui sera contenu dans la forme des
non-diviseurs sera non-diviseur de 22 — A ; mais on ne peut pas dire que les non-diviseurs de z? — A sont
tous compris dans la forme des non-diviseurs, car en supposant B non-diviseur de 22 — A, et si le nombre
de ces facteurs est pair, B sera compris dans quelque forme de diviseurs (n° 93).

Ainsi, soit A = —11 ; on trouvera que les formes des diviseurs de 2 + 11 sont 11k + 1, 2, 3, 4, 5, 9, et
que celles des non-diviseurs sont 11k + 2, 6, 7, 8, 10. Ainsi —11 sera résidu de tous les nombres premiers
contenus dans une des premieres formes et non-résidu de ceux qui sont contenus dans une des dernieres.
On peut trouver des formes semblables pour les diviseurs et les non-diviseurs de 2 — A, quel que soit
A ; mais on voit aisément qu’on n’a a considérer que les valeurs de A qui ne sont divisibles par aucun
carré ; car si A = a?A’, tous les diviseurs de z? — A premiers avec A, seront diviseurs de 2 — A’, et de
méme pour les non-diviseurs. Or nous distinguerons trois cas : 1°. quand A est de la forme 4n + 1 ou
—(4n—1);2°. quand A est de la forme 4n—1 ou —(4n+1) ; 3°. quand A est pair ou de la forme 4(4n+2).

M communément appelé actuellement la “loi de réciprocité quadratique”.

15Gauss utilise la lettre R pour signifier “est résidu quadratique de” et la lettre N pour signifier “est non-résidu quadratique
de”.
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page 111, article 148 : Premier cas. Quand A est de la forme 4n + 1 ou —(4n — 1). On résoudra
A en facteurs premiers a, b, ¢, d, etc., en affectant du signe + ceux de la forme 4n + 1, et du signe —
ceux de la forme 4n — 1 qui seront en nombre pair ou impair, suivant que A sera de la forme 4n + 1 ou
—(4n — 1) (n° 132). On distribuera en deux classes les nombres plus petits que A et premiers avec lui ;
en mettant dans la premiere ceux qui ne sont non-résidus d’aucun diviseur de A, ou qui sont non-résidus
d’un nombre pair de ces diviseurs, et dans la seconde ceux qui sont non-résidus d’un nombre impair des
mémes diviseurs. Désignons les premiers par r, v, v, etc. et les seconds par n, n’, n”, etc. ; alors Ak +r,
Ak + 1/, ete. sont les formes des diviseurs de 2 — A, et Ak + n, Ak + n/, etc. celles des non-diviseurs.
C’est-a-dire que tout nombre premier, excepté 2, sera diviseur ou non-diviseur de 22 — A, suivant qu’il
sera contenu dans 'une des premieres ou 'une des dernieres formes.

En effet, si p est un nombre premier résidu ou non-résidu d’un des facteurs de A, ce facteur sera résidu
ou non-résidu de p (théor. fond.) ; donc si parmi les facteurs de A, il y en a m dont p soit non-résidu, il
y en aura autant qui seront non-résidus de p, et partant, lorsque p sera contenu dans I'une des premieres
formes, m sera pair et ARp, et lorsque p sera contenu dans une des dernieres, p sera impair et ANp.
Exemple. Soit A = +105 = (—3) x (+5) x (=7)6 ;

les nombres 7, v, r”’, etc. sont :

1, 4, 16, 46, 64, 79, qui ne sont non-résidus d’aucun facteur. ;

2, 8, 23, 32, 53, 92, qui sont non-résidus de 3 et 5 ;

26, 41, 59, 89, 101, 104, ovveeereneen... 3et7;

23, 52, 73, 82,97, 103, ... Set7;

les nombres n, n’, n”, etc. sont :

11, 29, 44, 71, 74, 86, non-résidus de 3 ;

22, 37, 43, 58, 67, 88,............ de 5 ;
19, 31, 34, 61, 76, 94,............ de 7 ;
17, 38, 47, 62, 68, 83,............ de 3,5et 7;
On déduit facilement de la théorie des combinaisons et des n°%(32,96) que la multitude des nombres r, r/,
cte sera (=1) 1(1—1)(-2)1-3)
t(l T T 1.2.3.4 + etc‘)

et celle des nombres n, n’, etc.

W-1)(1—2) 11-1)1-2)1-3)1-4)
1.2.3 1.2.3.4.5

t (l + + etc.)
[ désignant le nombre des facteurs a, b, ¢, d, etc., t étant
=27a—1)(b—1)(c—1)etc., et chaque série devant étre continuée jusqu’a ce qu’elle s’arréte d’elle-méme.

L(l— 1)

(En effet il y a t nombres résidus de a, b, c, d, etc., t.— non-résidus de deux de ces facteurs, etc.

Mais pour abréger, nous sommes forcés de ne pas donner plus de développement a la démonstration). Or
chacune des séries a pour somme [.2!=1 ; car la premiére provient de

-1 (-1)(1-2) (-1)(-2)(-3)

1+ + + + etc. en prenant le premier terme, puis la somme du

second et du troisieme, puis la somme du quatrieme et du cinquiéme, etc. : la seconde provient aussi de

la méme série, en joignant le premier terme au second, le troisieme au quatrieme, etc. Il y a donc autant
. 2 .. . _

de formes de diviseurs de - — A, que de formes de non-diviseurs ; et ils sont en nombre 2!~1.¢ de chaque

espece, ou %(a —1)(b—1)(c—1)(d— 1ete.

page 113, article 149 : Nous pouvons traiter ensemble le second et le troisieme cas. En effet on pourra
toujours poser A = (—1)Q, ou = (+2)Q, ou = (—2)Q, @ étant un nombre de la forme 4n+1 ou —(4n—1).
Soit généralement A = aQ), de sorte que « soit ou —1 ou £2. Alors A sera résidu de tout nombre dont «
et @ seront tous deux résidus, ou tous deux non-résidus : au contraire il sera non-résidu de tout nombre
dont 'un d’eux seulement sera non-résidu. De la on déduit sans peine les formes des diviseurs et des
non-diviseurs de 2 — A. Si @ = —1 ; nous partagerons tous les nombres plus petits que 44 et premiers
avec lui, en deux classes. La premiére renfermera ceux qui sont dans quelque forme des diviseurs de 22 —Q,
et en méme temps de la forme 4n + 1, et aussi ceux qui sont dans quelque forme des non-diviseurs de
22 — Q et en méme temps de la forme 4n — 1 : la seconde renfermera tous les autres. Soient 7, v/, v/, etc.
les premiers et n, n’, n”, etc. les derniers ; A sera résidu de tous les nombres premiers contenus dans une

16Cela peut surprendre d’utiliser ainsi des nombres négatifs dans la factorisation mais Gauss explique qu'’il affecte
systématiquement les nombres premiers de la forme 4n 4+ 3 du signe — et ceux de la forme 4n 4+ 1 du signe + a cause
de leur comportement démontré par le théoréme fondamental.

25



des formes 4Ak+1, 4Ak+7', 4Ak+7", etc., et non-résidu de tous les nombres premiers contenus dans une
des formes 4Ak + n, 4Ak +n’, 4Ak +n”, etc. Si a = +2, nous distribuerons tous les nombres plus petits
que 8Q) et premiers avec lui en deux classes : la premieére renfermera tous ceux qui sont contenus dans
quelque forme des diviseurs de 22 — Q, et qui sont de la forme 8n + 1 ou 8n + 7, pour le signe supérieur,
et de la forme 8n + 1 ou 8n + 3 pour le signe inférieur ; cette classe comprendra aussi tous ceux qui sont
contenus dans quelque forme de non-diviseurs de 2 — @ et qui sont, pour le signe supérieur, de la forme
8n + 3, 8n + 5, et pour le signe inférieur, de la forme 8n + 5, 8n + 7, et la seconde tous les autres. Alors
désignant les nombres de la premicre classe par r, 7/, v, etc., ceux de la seconde par n, n/, n”, etc., £2Q
sera résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes 8Qk + r, 8Qk + ', 8Qk + ", etc. et
non-résidu de tous ceux contenus dans les formes 8Qk + n, 8Qk + n’, 8Qk + n”, etc. Au reste, on peut
démontrer facilement qu’il y a autant de formes de diviseurs qu’il y en a de non-diviseurs.

Ezemple. On trouve ainsi que 10 est résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes 40K +1,
+3, +9, +13, +27, +31, +37, +39, et non-résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes
40K 4+ 7, +11, 417, +19, +21, +23, +29, +33.

page 114, article 150 : Ces formes ont plusieurs propriétés assez remarquables ; nous n’en citerons
cependant qu’'une seule. Si B est un nombre composé premier avec A, tel qu'un nombre 2m de ses fac-
teurs premiers soient compris dans quelque forme de non-diviseurs de 2 — A, B sera contenu dans quelque
forme de diviseurs de 22 — A ; mais si le nombre de facteurs premiers de B contenus dans quelque forme
de non-diviseurs de 22 — A est impair, B sera aussi contenu dans quelque forme de non-diviseurs. Nous
omettons la démonstration, qui n’a rien de difficile!’”. Il suit de 14 que non-seulement tout nombre premier
; mais aussi tout nombre composé impair et premier avec A est non-diviseur des qu’il est contenu dans une
des formes de non-diviseur ; car nécessairement quelque facteur premier de ce nombre sera non-diviseur.

page 116, article 152 : Jusqu’a présent nous n’avons traité que la congruence simple x? = A(mod m),
et nous avons appris a reconnaitre les cas ou elle est résoluble. Par le n°® 105, la recherche des racines
elles-mémes est ramenée au cas ou m est un nombre premier, ou une puissance d’un nombre premier ;
et par le n® 101, ce dernier cas est ramené a celui ou m est un nombre premier. Quant a celui-ci, en
comparant ce que nous avons dit (n°® 61 et suiv.) avec ce que nous enseignerons sect. V et VIII, on aura
presque tout ce qui peut se faire par les méthodes générales. Mais dans les cas ou elles sont applicables,
elles sont infiniment plus longues que les méthodes indirectes que nous exposerons dans la section VI, et
partant elles sont moins remarquables par leur utilité dans la pratique que par leur beauté.

Annexe 3 : Deux extraits de la lettre de Carl Frédéric Gauss a So-
phie Germain du 30 avril 1807 (extrait des Oeuvres philosophiques
de Sophie Germain, 1879, p. 274-282)

Voici une autre proposition relative aux residus quarrés, dont la demonstration est moins cachée : je ne
I’ajoute pas, pour ne pas vous derober le plaisir de la developper vous-méme, si vous la trouverez digne
d’occuper quelques moments de votre loisir.
Soit p un nombre premier. Soient les p — 1 nombres inférieurs a p partagés en deux classes :
1
A...1,2,34...=(p—1)
1 12 1
B..... i(p +1), §(p + 3), g(p +5),...p — 1 Soit a un nombre quelconque non divisible par p. Multipliés
tous les nombres A par a; prenés-en les moindres residus selon le module p, soient, entre ces residus, «
1
appartenants & A, et S appartenants a B, de sorte que a+ 5 = —(p — 1). Je dis que a & residu quarré de

2
p lorsque 8 € pair, non residu lorsque § ¢ impair.

Le second extrait est davantage “connu”

Le gotit pour les sciences abstraites en général et surtout pour les mysteres des nombres est fort rare :
on ne s’en étonne pas ; les charmes enchanteurs de cette sublime science ne se decelent dans toute leur

170n suppose donc que Gauss ’a faite, dans une quelconque marge...
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beauté qu’a ceux qui ont le courage de I’approfondir. Mais lorsqu’une personne de ce sexe, qui, par nos
moeurs et par nos préjugés, doit rencontrer infiniment plus d’obstacles et de difficultés, que les hommes, a
se familiariser avec ces recherches epineuses, sait neansmoins franchir ces entraves et penétrer ce qu’elles
ont de plus caché, il faut sans doute, qu’elle ait le plus noble courage, des talens tout a fait extraordinaires,
le génie supérieur. En effet, rien ne pourroit me prouver d’une maniére plus flatteuse et moins équivoque,
que les attraits de cette science, qui ont embelli ma vie de tant de jouissances, ne sont pas chimériques,
que la predilection, dont vous ’avez honorée.

Annexe 4 : un nombre premier non-résidu de tous les diviseurs
impairs des nombres pairs n de la deuxiéme catégorie fournit une
décomposition de Goldbach

20, diviseur 5, 3N5, 3417

28, diviseur 7, 5N7, 5423

30, diviseurs 3 et 5, 17TN3, 17N5, 17413
40, diviseur 5, 3N5, 3437

42, diviseurs 3 et 7, 5N3, 5N7, 5437
44, diviseur 11, 7TN11, 7+37

48, diviseur 3, 5N3, 5+43

50, diviseur 5, 3N5, 3447

56, diviseur 7, 3N7, 3447

60, diviseurs 3 et 5, 17N3, 17N5, 17+43
66, diviseurs 3 et 11, 29N3, 29N11, 29447
68, diviseur 17, TN17, 7461

72, diviseur 3, 5N3, 5467

78, diviseurs 3 et 13, 5N3, 5N13, 5+73
80, diviseur 5, 7TN5, 7473

84, diviseurs 3 et 7, 5N3, N7, 5+79
88, diviseur 11, 17N11, 17471

90, diviseurs 3 et 5, 17N3, 17N5, 17+73
92, diviseur 23, 19N23, 19+73

96, diviseur 3, 17N3, 17479

98, diviseur 7, 19N7, 19479

Annexe 5 : Illlustrations du théoreme fondamental pour les mod-
ules impairs

Pour les modules impairs, des relations existent entre le caractére résidu/non-résidu de z & m et de
p+1
T+

a m. Les tables ci-dessous illustrent le fait qu’elles sont assez difficiles a trouver. Par exemple,

< . . . L +1
sur les tables associées aux modules 15 et 75, on voit qu’il y a anti-symétrie entre x et = + pT quand

ce sont tous deux des 4n + 2 ou des 4n et symétrie quand ce sont tous deux des 4n + 1 ou des 4n + 3.

Comme on s’intéresse a la conjecture de Goldbach, on axera plutot les recherches sur les modules pairs.

5.1 : Illustrations du théoréme fondamental pour les modules impairs puis-
sances de nombres premiers impairs

Selon le module 9, de la forme (4n 4 3)? :

9 7165
011]2|3|4
0 41017
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Selon le module 27, de la forme (4n + 3)3 :

27126 125 (24123222120 |19|18 17|16 |15 |14
0|1 (2|34 |56 |7|8|9]10|11|12]13
0|1 (4]9]1625]9(22|10(0 (19|13 9 |7

Selon le module 25, de la forme (4n + 1) :

24 123122212019 |18 |17 |16 | 15|14 |13
112131415678 11 | 12
114191160 (1124|1416 1| 0219

[\]
t

Nej
=
(e}

jen] New)

5.2 : Illustrations du théoréme fondamental pour les modules impairs produits
de nombres premiers impairs

Selon le module 15, de la forme (4n + 3)(4n+1) :

—_
ot

141131211 (10|98

oo

Selon le module 45, de la forme (4n + 3)%(4n + 1) :

45|44 | 4314241 |40 3938|137 |36|35(34|33[32(31|30(29|28|27 2625|2423

0|12 (3|4 |56 |78 |9 1011|1213 |14 15|16 |17 |18 |19 |20 |21 |22

0|1]4]9]16(25|36| 4 [19(36|10|31| 9 |34|16] 0 |31|19| 9 | 1 |40|36 |34

Selon le module 75, de la forme (4n + 3)(4n + 1) :

7473|7271 70|69 |68 |67 |66|65|64]|63|62]|61|60|59|58]|57
2131456789 |10(11]12]13|14|15|16 17|18
419 11625364964 6 |25]46[69|19(21| 0 |31 (64|24

i
ot

oo

56 | 55 | 54 | 53 | 52 | 51 | 50 | 49 | 48 | 47 | 46 | 45 | 44 | 43 | 42| 41 | 40 | 39 | 38
19120 (21122123124 (25(26|27(28(29|30(31(32|33[34|35]|36]|37
61 |25|66|34| 4 |51 25| 1 |54|34|16| 0 |61|49|39|31|25|21|19

Annexe 6 : L’orthographe des Recherches Arithmétiques

Ici, on recense quelques différences orthographiques par rapport a I'orthographe actuelle :

e quarré, soumultiple, alongeraient
e différens, précédens, quotiens, coefficiens, suivans, élégans
e parceque, parconséquent, ensorte que

e entr’eux, long-temps
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Annexe 7 : La table II des Recherches Arithmétiques

La table que nous avons fournie est une inversion lignes-colonnes de la table de Gauss.

L]

TABLE II (& og).

- 409

]

-+3

5

+7-

+1i

1517

+.-|-:' J—{—:S

o

13
17

- BTG
PL:

G
L4

41

47
55

[}
71

79
85

{

!
I

J

I}

i

!

29

| I
I B
Vi

—
—

1

!‘ I

I

!

I 1




SUILTE DE LA TABLE II

-F#}i-ﬁf

Annexe 8 : Initiale G

Goldbach, Gauss, Germain, Galois, Godel, Grothendieck...
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1 Pourquoi y a-t-il un lien entre les caracteres résidu de 2p as-
sociés a x et x + p lorsque 2p est un double d’impair ?

Si « R 2p alors existent y et k qui permettent d’écrire x = y? — 2pk car x est congru a un carré selon le
module 2p.

1 1
Mais alors z +p = y? — 2pk+p =y —2p <k: — 5) est lui-aussi de la forme y? — 2pk’ si on pose k' = k — 5

Pourquoi ce raisonnement ne peut-il étre fait que pour p impair et pas pour p pair ? Parce qu’alors k est

1
un multiple de 5 ? Non, ¢a ne va pas du tout, ¢a donne un non-entier.

Observons par exemple pour 78 = 2.3.13, double de 39 un impair, de qui les résidus sont les carrés en
mettant en vis-a-vis les résidus = et « + p (en fournissant pour chacun entre parentheéses) le nombre dont
le carré le rend résidu).

1(77)  — 40(38) 77 —38 =39
A(76)  — 43(67) T6—67=9
10(58) — 49(71) 71 —58 =13
13(65) — 52(26) 65— 26 = 39
64(70) — 25(73) T3—-70=3
16(74) — 55(35) 74— 35 =39
61(29) — 22(68) 68— 29 =39
3(75)  — 42(48) 69— 48 =21
75(45) — 36(72) 72—45=27
9(3)  — 48(42) 42-3=39
69(63) — 30(54) 63—54=9
12(60) — 51(57) 60 —57 =3
66(12) — 27(27) 27—12=15

Dans la troisieme colonne, on a mis la différence entre les carrés dont on voit qu’elle est toujours multiple
de I'un des diviseurs de 2p (¢a ne peut pas étre un hasard).

En fait, ce qui est intéressant dans cette propriété, c’est que si on considere la ligne du haut dans les
tables, deux nombres symétriques I'un de l'autre autour de la ligne médiane ont pour somme 3p. Modulo
2p, ils sont donc fatalement incongrus.

2 Reprise de l’idée principale

On cherche

pPEN

= ot Ww

= Ot W
* X
o]

On pose n = a?b avec b le produit de tous les facteurs premiers de la factorisation de n de puissance impaire.



On a marqué d’une * les diviseurs de n, parmi tous les premiers nombres premiers impairs inférieurs a
v/n. Ce sont tous les modules selon lesquels il faut I'incongruence. Parmi eux, on a marqué d’un o ceux
de valuation p-adique impaire.

On a l'impression que 'un des nombres premiers qui sont non-résidus de tous les diviseurs impairs de
n fournit toujours une décomposition de Goldbach de n. Il faudrait étre assuré qu'un tel nombre pre-
mier existe forcément et que s’il en existe plusieurs, 'un d’entre eux respecte la contrainte souhaitée
d’incongruence selon tous les modules premiers impairs inférieurs a /n sous prétexte par exemple qu’ils
ne peuvent pas tous ne pas fournir une telle décomposition simultanément.

Si Vdi|n, p N d; alors p # o*(da), p # B*(dp), - .-, p # ((d¢).

Mais par I’équivalence (1), on a fait passer seulement les diviseurs de valuation p-adique impaire & gauche

(nota : Gauss dit que 3 se comporte comme b a la fin de I'article 98).

1
1) ¢’ils étaient en nombre pair, 7 leur produit, est résidu de chacun d’eux. Mais p étant non-résidu de

tous les diviseurs de n et en particulier d’eux, vérifie les Z pour eux et on a bien globalement % # a2 selon

eux, ce qui est satisfaisant. Probleéme : mais selon les autres, qu’en est-il ?

1
2) s’ils étaient en nombre impair, 3 leur produit est non-résidu de chacun d’eux. Mais p étant non-résidu

.. . . p .
de tous les diviseurs de n et en particulier d’eux, on se retrouve avec = résidu selon eux. Or on veut

justement le contraire. De plus, la encore, qu’en est-il selon les modules non-diviseurs de n ?

m+ 2

Il faut strement se servir du théoréeme inaugurant la section 4, selon lequel il ne peut y avoir plus de

m+1 . . .y . . -
(resp. T) (note : soit environ la moitié.) des nombres compris entre 1 et m — 1 qui sont résidus de

m lorsque m est pair (resp. impair).



1 Résultats démontrés faisant intervenir des résidus quadratiques

Les éléments qui suivent proviennent essentiellement du livre de Marc Guinot aux éditions Aleas “Une
époque de transition : Lagrange et Legendre”.

1.1 En utilisant le symbole de Legendre

Lorsqu’on utilise ce symbole (%) , le dénominateur m est un nombre premier impair et le numérateur a
est un entier non divisible par m.

1) Pour qu’'un entier a quelconque soit résidu quadratique de p, il faut et il suffit que a soit congru a 'un
des entiers

1 2
1222 . |=(p—1
b b ) {2 (p )}
En utilisant le symbole de Jacobi, cela s’écrit :

(g) [ 1siaestun carré modulom (i.e. 3z <m, a = z? (mod m));
m/ | -1sian’est pasun carré modulom (i.e. V& < m, a % x? (mod m)).

2) Le produit de deux résidus quadratiques de p et le produit de deux résidus non quadratiques de p sont
toujours des résidus quadratiques de p. Le produit d’un résidu quadratique et d’un résidu non quadratique
est un résidu non quadratique.

2’) Un entier premier & p résidu quadratique de p lest aussi de toute puissance de p car (Z/p"Z)* est un
groupe cyclique d’ordre p"~!(p — 1) sauf si p = 2 car (Z/2"Z)* n’est pas cyclique.

27) Si un entier a est premier avec un nombre m > 1 et si m se décompose en facteurs premiers sous la
forme

— 1 Ny
m=py ...Dp

(avec des nombres premiers p; deux & deux distincts et des exposants n; > 1), alors pour que a soit résidu
quadratique modulo m, il faut et il suffit qu’il soit résidu quadratique de p}* quel que soit it

3) Dans un systéme complet de résidus modulo p un nombre premier impair, il y a exactement %(p -1)
résidus quadratiques de p et %(p — 1) résidus non-quadratiques.

4) Le nombre —1 est résidu quadratique de tous les nombres premiers p de la forme 4n + 1 et non-résidu
quadratique de tous les nombres premiers de la forme 4n + 3.

Corollaire de 4) : Si p est un nombre premier de la forme 4n + 1, les résidus quadratiques (et les non-
résidus) se répartissent symétriquement dans lintervalle [1,p — 1] ; de fagon précise, si a est un résidu
(resp. un non-résidu) appartenant a Pensemble {1,2,...,p — 1} alors p — a est encore un résidu (resp. un
non-résidu) appartenant au méme ensemble.

5) Pour tout nombre premier p impair, le caractére quadratique de 2 modulo p est donné par la formule

5)-cr

cette formule signifiant que 2 est résidu quadratique des nombres premiers de la forme 8n + 1 et 8n + 7,
et non-résidu des nombres premiers de la forme 8n + 3 et 8n + 5.

1Je suis hésitante 14, j’avais I'impression d’apres Gauss qu’on pouvait également obtenir un résidu si on faisait le produit
d’un nombre pair de non-résidus.



57) Les résidus quadratiques a de 2 sont les entiers impairs congrus & 1 modulo 2 ; ceux de 4 sont les entiers
impairs congrus a 1 modulo 4 et les résidus quadratiques de 2" (pour n > 3 fixé) sont congrus & 1 modulo 8.

(E):l < a=1(mod?2)

2
(%):1 < a=1(mod4)
(%):1 <= a=1(mod 8)

6) Loi de Réciprocité Quadratique : Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs différents, les
symboles de Legendre <E> et <g) sont toujours égaux sauf lorsque p et ¢ sont tous deux des nombres

de la forme 4n + 3. Il revient au méme de dire que

(-G

7) Soient a et b des nombres congrus entre eux modulo p. Si a est résidu quadratique de p, il en est de
méme de b ; si a n’est pas un résidu quadratique de p, b n’en est pas un non plus.

8) quel que soit a un entier donné et quels que soient m, n deux nombres premiers impairs ne divisant pas a,

(ﬁ) - (9) sim =n (mod 4a)

m n

9) Lemme de Gauss : Pour tout entier a non divisible par p un nombre premier impair, on a

(5)-

ou A est le nombre des entiers a, 2a, .. ., %(p — 1)a dont le reste minimal modulo p est négatif.

10) Critére d’Euler : Si a est un entier quelconque non divisible par p un nombre premier impair, alors

ona
(ﬂ) =q2(-1) (mod p)
p

1.2 En utilisant le symbole de Jacobi

Lorsqu’on utilise le symbole de Jacobi (%), le dénominateur m est un nombre impair (non forcément

premier) et le numérateur a est un entier quelconque.

1)
0 si a est un multiple de m (i.e. m|a);
a ; , . — .2
(—) =< 1 siaestun carré modulom (i.e. 3x < m, a = z* (mod m);
m -1 si a n'est pas un carré modulo m (i.e. ¥V x < m, a # z? (mod m).

Les résidus ou non-résidus de m ne sont jamais divisibles par m.

2) quels que soient a,b deux entiers non nuls, et m un nombre impair positif premier & a et b (et donc
premier a ab),
ab\ ( a) b
m/)  \m/\m
a’b (b
m ) \m

et si a est premier a m,



3) quel que soit @ non nul, m, n impairs positifs premiers & a,

() = () G2)

4) quel que soit m un entier impair positif quelconque,

6) Loi de Réciprocité Quadratique : quels que soient a et b deux nombres impairs positifs premiers

entre eux,
b a a—1 b—1
2V (Y (==
<a) (b)( )T

7) quel que soit m un entier impair positif premier & a (et donc premier & b)

(%) - (%) sia=b (modm)

8) quels que soient m et n deux entiers positifs impairs premiers & a tous les deux,

(ﬂ) = (ﬁ) sim =n (mod 4a)

m n

9) Lemme de Gauss : pour tout entier non nul a et tout m un nombre impair positif premier a a,

(2)-c

avec A le nombre d’éléments de ensemble a, 2a, 3a, . .., =(m — 1)a dont les plus petits résidus positifs sont

1

2
- s m

superieurs a 5

2 Pourquoi y a-t-il un lien entre les caracteres quadratiques a
2m de x et x +m lorsque 2m est un double d’impair ?
Posons m = 2n + 1 un nombre entier impair quelconque.

On a z =z +m (mod m).
Par (7) de la section 1.2, on en déduit que :

et par (3) de la section 1.2,
() = (3) ()
o2m/  \2 m/’
Mais comme les résidus de 2 sont les nombres impairs (2 est en facteur dans le module), alors
( x ) _frz+m
om/) 2m '
En fait, ce qui est peut-étre intéressant dans cette propriété, c’est que si on considere la ligne du haut
dans les tables, deux nombres symétriques I'un de I'autre autour de la ligne médiane ont pour somme 3m.

Exemple pour rappel de la table modulo 2 x 45 = 90 (nota : les résidus quadratiques sont bleus et les
non-résidus noirs?):

2Indiquons entre parenthéses pour chaque résidu quadratique au carré de quel nombre il est congru modulo 90 : 1 (19) 4

(38) 9 (33) 10 (10) 16 (14) 19 (37) 25 (5) 31 (29) 34 (32) 36 (36) 40 (20) 45 (45).



90 | 89 | 88 |87 |86 | 85 |84 |83 |82 |81 (80 |79 |78 |77 |76 |75 |74 |73 |72 |71|70]|69 |68

67 | 66|65 |64 |63 (62|61 |60 |59|58]|57|56 55|54 |53|52|51]|50|49 |48 |47 |46 |45

2312425262728 |29 (30|31 |32(33[34|35|36|37|38|39 40|41 |42 |43]|44 |45

31 a méme caractére quadratique que 31445 = 76 (tous les deux résidus de 90) ou bien 5 a méme caractere
quadratique que 50 (tous les deux non-résidus de 90).

D’autre part, si 'on ne considére que les nombres de la ligne du haut, 62 et 73 sont symétriques par
rapport a la ligne médiane et leur somme est 135 = 3 x 45.

3 Reprise de I’idée principale

On cherche
p # n (mod p;), ¥ pi < /n.

Dans la suite, on distingue 3 sortes de nombres premiers impairs inférieurs & /n :

e les nombres premiers inférieurs & v/n qui ne divisent pas n que l'on note «; ;
e les diviseurs de n de puissance paire dans la factorisation de n que 'on note 5; ;

e les diviseurs de n de puissance impaire dans la factorisation de n que 1’on note ~;.

On utilise la notation de Gauss : a R b signifie que (%) = +1 tandis que a N b signifie que (%) =-1.

Posons n = a?b avec a le plus grand carré divisant n et b = 172 ...7% le produit de tous les facteurs
premiers de la factorisation de n de puissance impaire.
On cherche p tel que %.p # a? (mod p;).

Mais comme % a méme caractere de résiduosité & p, un nombre premier, que b (cf. article 109 de la section
Quatrieme des Recherches Arithmétiques de Gauss), cela équivaut & chercher p tel que bp N p;, quel que
soit p; nombre premier impair inférieur & /n.

Puisque b = v172 ... Yk, on sait déja que b R ~; quel que soit v; un nombre premier impair inférieur a /n.
Mais alors pour que bp N ~;, il faut que p N ;.

Etudions maintenant la relation qui lie b a chacun des 3; et a chacun des «;.

e sibRBi1fB2...0; et b Rajas. ..o alors b R p;ps ...y, et on cherche p tel que p N pips . ..p,. Pour
¢a, il faut compter combien il y a de nombres premiers de la forme 4n + 3 dans pi1ps...p, ; s’ils
sont en nombre impair et que p est de la forme 4n + 3, p doit étre un décomposant ; s’ils sont en
nombre pair et que p est non-résidu d’'un nombre impair d’entre eux, il est non-résidu du tout, et il
doit pouvoir également fournir une décomposition ;

e sibN Bi1f2...8; et b N ajas. ..oy alors ...
e sibN B1B2...8; et b Rajag ...y alors ...
e sibRB1Br...05et bN ayag ...y alors ...
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1 Introduction

Dans cette note, on se propose de montrer comment utiliser les congruences quadratiques pour trouver un
décomposant de Goldbach d’un nombre pair donné. La conjecture de Goldbach (7 juin 1742), reformulée
par Euler, stipule que tout nombre pair (supérieur & 4) est la somme de deux nombres premiers impairs.

2 Rappels

On fournit ci-dessous la table de la relation est résidu quadratique de. On rappelle que p est résidu quadra-
tique de ¢ si p est congru & un carré modulo ¢ (i.e. si p est le reste d’une division euclidienne d’un carré
par ¢). Cette table est la table II fournie par Gauss en annexe des Recherches Arithmétiques!.

2035 | 7|11 (1317|1923 29|31 |37 |41 |43 |47
2 | X X X X X X
3| x| X X | X X X X
5 | X X X X X | X X
7T x| x X X X | x| x X
11 | x X | x| x X X X
13| x | x X | X X | X X
17 | x X | X | X X | %
19| x | x | X X | X X
23 | X X | X | X X | X | X X | X
29 | x X | X X X | X
31 | X | x| X X X X X | %
37| x| x X | X X | X X
41 | x X X X | X | x| X
43 | x | x X X | X | X X | X
47 | x X X | X | X X | X X | X

Ci-dessous, on rappelle quelques théoremes de la Section Quatrieme des Recherches Arithmétiques de
Gauss.

page 73, fin de ’article 98 :
On peut aussi faire usage des deux méthodes pour démontrer ce THEOREME? : la valeur de l’expression
£ (mod p), sera un résidu, quand les nombres a et b seront tous les deux résidus ou non-résidus. Elle sera

un non-résidu, quand l'un des nombres a et b sera résidu et l’autre non-résidu.

IDans la table fournie ici, inversement de celle fournie par Gauss, p est & lire en téte d’une ligne tandis que ¢ est & lire en
téte d’une colonne

2Ici, le mot est calligraphié en petites capitales bien que ces derniéres ne soient pas utilisées par Gauss dans les Recherches
Arithmétiques dans la mesure ou il ne fournit pas la démonstration de ce théoréme.



1
page 80, article 109 : en effet, il est évident que si 7 est un résidu, — (mod p) en sera un aussi.
r

page 84, article 116 : Au reste on tire facilement de ce qui précede la régle générale suivante : +2 est
résidu de tout nombre qui n’est divisible ni par 4 ni par aucun nombre premier de la forme 8n + 3 ou
8n+5, et non-résidu de tous les autres, par exemple, de tous ceux de la forme 8n+ 3, 8n+ 5, tant premiers
que composés.

Dans la suite, on utilise la notation de Gauss, plutét que le symbole de Legendre usité habituellement
pour représenter la relation de congruence quadratique qui relie deux nombres : on notera a R b le fait
que a est résidu quadratique de b et a N b le fait que a est non-résidu de b°.

3 Mise en oeuvre

On cherche
p #n (mod pi), ¥ pi < v/n.

Posons n = a®b avec a le plus grand carré divisant n et b = 172 ...7% le produit de tous les facteurs
premiers de la factorisation de n de puissance impaire.

On cherche p tel que %.p # a2 (mod p;).

En vertu du théoréme sur les inverses (de article 109), cela équivaut a chercher p tel que bp N p;, quel
que soit p; nombre premier impair inférieur & /n.

Pour chaque nombre premier impair p; inférieur ou égal a \/n, si b R p;, il faut que p N p; et inversement,
si b N p;, il faut que p R p; pour que bp N p;.

4 Application de notre méthode pour les nombres pairs inférieurs
a 100

Dans la premiere démonstration de Gauss concernant le caractere de résiduosité quadratique de 2 selon
n’importe quel nombre premier (article 112), il utilise une récurrence qui s’appuie sur le caractere de
résiduosité quadratique de 2 selon les nombres premiers inférieurs a 100.

Dans sa premiere démonstration de la Loi de Réciprocité Quadratique, Gauss utilise & nouveau une
démonstration par récurrence (article 136 et suivants).

Dans la derniére note (n° 146) de son journal mathématique, il parle également du fait que Dedekind a
vérifié une certaine propriété pour tous les nombres premiers inférieurs a 100.

Enfin, Euler, dans un superbe article “Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres par rapport
a la somme de leurs diviseurs” établit le bien-fondé de ses calculs en fournissant leur résultat pour les
nombres jusqu’a 100.

En suivant leur enseignement, voyons ici comment appliquer notre méthode pour les nombres inférieurs a
100 et essayons d’en induire une généralisation?.

100 = 22.52. On cherche ptel que p N3, p N5et p N 7.
17 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 100.

98 = 2.72. On cherche ptel que 2p N3, 2p N5et 2p N7. Or2 N 3,2 N 5, et 2 R 7. 1l faut donc que
pR3, pR5etpNT.
19 remplit ces trois conditinos et fournit une décomposition de 98.

96 = 2°.3. On cherche p tel que 6p N 3, 6p N5, et 6p N7. Or2N 3,2 N5, et2R7. Et3R3, 3 N5,
et 3N 7. Il faut doncque p R3,p N5etp RT.

a

3En utilisant le symbole de Legendre, : a R b équivaut & (Z) = +1 tandis que a N b équivaut a (%) =-1
40n ne traite pas les nombres pairs doubles de nombres premiers qui vérifient trivialement la conjecture.



7 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 96.

92 = 22.23. On cherche p tel que 23p N 3, 23p N 5, et 23p N 7. Or 23 N 3,23 N 5, et 23 R 7. 1l faut
doncque p R3,pR5etp N T.
19 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 92.

90 = 2.32.5. On cherche p tel que 10p N 3, 10p N 5, et 10p N 7. Or 2 N 3,2 N5, et 2 R7. Et 5 N 3,
5R5,et 5N 7. Etdonc, 10 R3,10 N 5,et 10 N 7. Il faut donc quep N 3, p R5et p R 7.
11 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 90.

88 = 23.11. On cherche p tel que 22p N 3,22p N 5, et 22p N7. Or2 N 3,2 N 5, et 2 R7. Et 11 N 3,
11 R5,et 11 R7. Et donc, 22 R 3,22 N 5, et 22 R 7. 1l faut donc que p N 3, p R5et p N 7.
5 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 88.

84 = 22.3.7. On cherche p tel que 21p N 3,21p N5, et 2lp N 7. Or3 R3,3N5,et 3N 7. Et 7R 3,
TNb5 et 7R7. Etdonc,21 R3,21 R5,et 21 N 7. Il faut doncque p N3, p Nbetp R 7.
23 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 84.

80 = 2%.5. On cherche p tel que 5p N 3, 5p N 5, et 5p N7. Or 5 N 3,5 R5, et 5 N 7. 1l faut donc que
pR3,pNbHetpRT.
7 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 80.

78 = 2.3.13. On cherche p tel que 78p N 3, T80 N 5, et T8 N 7. Or2 N 3,2 N5, et 2 R7. Et 3 R 3,
3NS5 et3NT. Et 13R3, 13N 5,et 13N 7. Il faut doncquep R3,p R5et p N 7.
19 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 78.

76 = 22.19. On cherche p tel que 19p N 3, 19p N 5, et 19p N 7. Or 19 R 3, 19 R 5, et 19 N 7. 1l faut
doncque p N3, pNbetpRT.
23 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 76.

72 = 23.32. On cherche ptel que 2p N 3,2p N5, et 2p N 7. Or2 N 3,2 N 5, et 2 R 7. 1l faut donc que
pR3, pR5etpNT.
19 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 72.

70 = 2.5.7. On cherche p tel que 70p N 3, 70p N 5, et T0p N 7. Or2 N 3,2 N5, et 2 R7. Et 5 N 3,
5R5, etbNT7.EtTR3, 7TND5, et 7R7. Il faut doncquep N3, pNbetpRT.
23 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 70.

66 = 2.3.11. On cherche p tel que 66p N 3, 66p N 5, et 66p N 7. Or 2 N 3,2 N5, et 2 R7. Et 3 R 3,
3N5,et3NT7.Et 11 N3, 11 R5,et 11 R7. 1l faut donc quep N3, p N5et p RT.
23 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 66.

64 = 2% On cherche ptel que p N3, p N5et p N 7.
17 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 64.

60 = 22.3.5. On cherche p tel que 15p N 3, 15p N 5,et 1I5p N7. Or 3 R3,3N5,et 3N 7. Et 5 N 3,
5R5,et 5N 7. Il faut doncquep R3, p R5et p N 7.
19 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 60.

56 = 23.7. On cherche p tel que 14p N 3, 14p N 5, et 1d4p N 7. Or2 N 3,2 N5, et 2 R7. Et 7 R 3,
TNb5,et 7RT7. 1l faut doncque p R3,p Nbetp N 7.
3 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 53.



54 = 2.3%. On cherche p tel que 6p N 3, 6p N5, et 6p N7. Or2N3,2N 5, et 2R7. Et 3 R3,3 N 5,
et 3N 7. Il faut doncquep R3,p N5etp RT.
7 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 54.

52 = 22.13. On cherche p tel que 13p N 3, 13p N 5, et 13p N 7. Or 13 R 3, 13 N 5, et 13 N 7. 1l faut
doncque p N3, pR5etpRT.
11 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 52.

50 = 2.52. On cherche p tel que 2p N 3,2p N5, et 20 N 7. Or 2 N 3,2 N 5, et 2 R 7. 1l faut donc que
pR3, pR5etp NT.
19 remplit ces trois conditions et fournit une décomposition de 50.

48 = 2%.3. On cherche p tel que 3p N3 et 3p N 5. Or 3 R3 et 3 N 5. Il faut donc que p N 3 et p R 5.
5 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 48.

44 = 22.11. On cherche p tel que 11p N 3 et 11p N 5. Or 11 N 3 et 11 R 5. 1l faut donc que p R 3 et
p N 5.
3 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 44.

42 = 2.3.7. On cherche p tel que 42p N3 et 42p N 5. Or2 N3 et 2 N5 Et3 R3et 3N 5. Et TR 3 et
7 N 5. 11 faut donc que p R3 et p R 5.
19 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 42.

40 = 23.5. On cherche p tel que 10p N 3 et 10p N 5. Or2 N3 et 2N 5. Et 5 N 3 et 5 R5. Il faut donc
que p N 3et pR5.
11 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 40.

36 = 22.32. On cherche p tel que p N 3 et p N 5.
17 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 36.

32 = 25 On cherche p tel que 2p N 3 et 2p N 5. Or 2 N 3 et 2 N 5. 1l faut donc que p R3 et p R 5.
19 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 32.

30 = 2.3.5. On cherche p tel que 30p N 3et30p N5 Or2N3et2N5 Et3R3et3 N5 Et5N3
et 5 R 5.1l faut donc que p N 3 et p N 5.
17 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 30.

28 = 22.7. On cherche ptel que 7p N3 et 7p N 5. Or 7R3 et 7 N 5. 1l faut donc que p N 3 et p R 5.
5 remplit ces deux conditions et fournit une décomposition de 28.

24 = 23.3. On cherche p tel que 6p N 3. Or 2 N 3 et 3 R 3. 11 faut donc que p R 3.
7 remplit cette condition et fournit une décomposition de 24.

20 = 22.5. On cherche p tel que 5p N 3. Or 5 N 3. 1l faut donc que p R 3.
3 remplit cette condition et fournit une décomposition de 20.

18 = 2.32. On cherche p tel que 2p N 3. Or 2 N 3. 1l faut donc que p R 3.
7 remplit cette condition et fournit une décomposition de 18.

16 = 2%. On cherche p tel que p N 3.
5 remplit cette condition et fournit une décomposition de 16.



12 = 22.3. On cherche p tel que 3p N 3. Or 3 R 3. 1l faut donc que p N 3.
5 remplit cette condition et fournit une décomposition de 12.

On remarquera qu’on n’a pas traité le cas du nombre pair 68. En effet, il met en défaut la méthode de la
fagon suivante :

68 = 22.17. On cherche p tel que 17p N 3, 17p N 5, et 17p N 7. Or 17 N 3, 17 N 5, et 17 N 7. 1l faut
doncquepR3,pR5etpRT.

Et la, aucun nombre premier ne vérifie les trois congruences quadratiques souhaitées.

Annexe : un extrait de la biographie Poincaré : philosophe et
mathématicien d’Umberto Bottazzini aux éditions Belin Pour la
Science

Au sujet du raisonnement par récurrence : le terrain le plus naturel et le plus favorable pour cette étude
est I'arithmétique élémentaire, c’est a dire les opérations mettant en jeu des nombres entiers. Quand nous
analysons des opérations telles que 1'addition et la multiplication, nous nous rendons compte qu'un type
de raisonnement se retrouve a chaque pas, c’est la démonstration par récurrence : on établit d’abord un
théoreme pour n égal a 1 ; on montre ensuite que, s’il est vrai de n — 1, il est vrai de n, et on en conclut
qu’il est vrai pour tous les nombres entiers. C’est la le raisonnement mathématique par excellence, déclare
Poincaré. Sa particularité est qu’il contient, sous une forme condensée, une infinité de syllogismes, et qu’il
permet de passer du particulier au général, du fini a I'infini, concept qui apparait dés les premiers pas de
larithmétique élémentaire et sans lequel il n’y aurait pas de science parce qu’il n’y aurait rien de général,
mais uniquement des énoncés particuliers. D’oul nous vient ce raisonnement pas récurrence, s’interroge
Poincaré 7 Certainement pas de 'expérience. Celle-ci peut nous suggérer que la regle est vraie pour les
dix ou les cent premiers nombres, mais elle est désarmée face a I'infinité de tous les nombres naturels. Le
principe de contradiction (on dirait aujourd’hui le raisonnement par ’absurde) est aussi impuissant : il
nous permet d’obtenir certaines vérités, mais non d’en enfermer une infinité en une seule formule. Cette
régle (le raisonnement par récurrence), inaccessible & la démonstration analytique et & 'expérience, est le
véritable type du jugement synthétique a priori, conclut Poincaré. L’irrésistible évidence avec laquelle ce
principe s’impose n’est autre que l'affirmation de la puissance de I'esprit qui se sait capable de concevoir
la répétition indéfinie d’'un méme acte des que cet acte est une fois possible.
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1 Quelles incongruences de second degré permettent de garantir
les incongruences de premier degré souhaitées ?

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur & 2 est la somme de deux nombres
premiers.

Cette conjecture est trivialement vérifiée par les nombres pairs doubles de nombres premiers.

On rappelle que p est un décomposant de Goldbach de n si p est un nombre premier incongru* a n selon
tout module premier inférieur & /n.

Vn>6, n = p+q, petqpremiersimpairs <= Yq<vn, p#n(qf

Dans la suite, on utilise la notation de Gauss : a R b représente le fait que a est résidu quadratique de b
tandis que a N b représente le fait que a est non-résidu quadratique de b.

Posons n = 2% A4 avec A = p{"p3?...pi" .

On cherche a démontrer qu’il existe toujours un nombre premier ¢ qui est non-résidu de tout diviseur
premier impair py de n (¢ N pi) et qui fournit une décomposition de Goldbach de n (n = ¢+, avec ¢
et r deux nombres premiers impairs).

THEOREME? :
qNp, = qNpp*

En vertu de la régle des produits (le produit de deux résidus ou de deux non-résidus est un résidu, le
produit d’un résidu et d’un non-résidu est un non-résidu), deux cas sont & considérer selon que i est pair
ou impair.

1) i est pair = ¢q R A.

On étudie alors la relation quadratique qui lie ¢ a 2%°.

On utilise les résultats de l'article 103 des Recherches Arithmétiques (voir en annexe 2.).

e Siag=1,siqN 2alorsqNn;

e Si agp = 2, il faut trouver g de forme 4/ + 3 pour que ¢ N 2*° = 4 et, par conséquent ¢ N n ;

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.
fPar exemple, 98 a pour plus petit décomposant de Goldbach 19 parce que 3, 5, 7, 11, 13 et 17 sont tous congrus & 98
selon ”quelqu’un”.

98 = 2.72.
98 = 3 (mod 5).
98 =5 (mod 3).
98 =7 (mod 7).

98 = 11 (mod 3).
98 = 13 (mod 5).
98 = 17 (mod 3).

*article 101 des Recherches Arithmétiques (voir en annexe 2.)



e Si ap > 3, il faut qu’on trouve ¢ de forme 8/ + 3, 81 + 5 ou 8] 4+ 7 de fagon a ce que ¢ N 2%° et par
conséquent g N n ;

2) i est impair = ¢ N A. On étudie alors la relation quadratique qui lie ¢ & 2%.

o Siag=1,qR2% =2 et par conséquent ¢ N n ;
e Si ag = 2, il faut qu’on trouve ¢ de forme 4/ 4+ 1 pour que q¢ R 2*° = 4 et par conséquent ¢ N n ;

e Si g > 3, il faut qu’on trouve ¢ de forme 8] + 1 pour que g R 2?*° et par conséquent g N n.

Dans tous les cas oli on a pu aboutir a la conclusion ¢ N n, tous les non-résidus quadratiques de n ne
pouvant étre simultanément congrus & n, 'un d’entre eux est non-congru & nf, son complémentaire & n
est premier également et il fournit une décomposition de Goldbach de n.

Annexe 1 : Illustration de I’énoncé “un nombre premier non-
résidu de tous les diviseurs impairs du nombre pair n fournit une
décomposition de Goldbach de n” pour les nombres pairs de 8 a
100

8, diviseur 2, 3N2, 3+5

12, diviseur 3, 5N3, 5+7

16, diviseur 2, 3N2, 3+13

18, diviseur 3, 5N3, 5+13

20, diviseur 5, 3N5, 3+17

24, diviseur 3, 5N3, 5419

28, diviseur 7, 5N7, 5423

30, diviseurs 3 et 5, 17TN3, 17N5, 17+13
32, diviseur 2, 3N2, 3+29

36, diviseur 3, 5N3, 5+31

40, diviseur 5, 3N5, 3437

42, diviseurs 3 et 7, 5N3, 5N7, 5437
44, diviseur 11, 7TN11, 7437

48, diviseur 3, bN3, 5+43

50, diviseur 5, 3N5, 3447

52, diviseurs 3 et 13, 5N3, 5N13, 5+47
54, diviseur 3, 11N3, 11+43

56, diviseur 7, 3N7, 3447

60, diviseurs 3 et 5, 17N3, 17N5, 17+43
64, diviseur 2, 3N2, 3+61

66, diviseurs 3 et 11, 29N3, 29N11, 29447
68, diviseur 17, TN17, 7461

70, diviseurs 5 et 7, 17N5, 17TN7, 17453
72, diviseur 3, 5N3, 5467

76, diviseur 19, 23N19, 23453

78, diviseurs 3 et 13, 5N3, 5N13, 5+73
80, diviseur 5, 7TN5, 7+73

84, diviseurs 3 et 7, 5N3, 5N7, 5+79
88, diviseur 11, 17N11, 17471

90, diviseurs 3 et 5, 17TN3, 17N5, 17473
92, diviseur 23, 19N23, 19473

96, diviseur 3, 17N3, 17+79

98, diviseur 7, 19N7, 19479

100, diviseur 5, 3N5, 3497.

814, le bat blesse, je crois, il doit étre non congru & n selon tout les p; inférieurs & v/n alors qu’il ne I’est 1 que selon les
nombres premiers impairs divisant n.



Annexe 2 : Extraits des articles 101 et 103 des Recherches Arithmétiques

page 74, article 101 : Tout nombre non-divisible par p, qui est résidu de p, sera aussi résidu de p" ;
celui qui ne sera pas résidu de p ne le sera pas non plus de p".

La seconde partie de cette proposition est évidente par elle-méme ; ainsi si la premiere n’était pas vraie,
parmi les nombres plus petits que p™ et non-divisibles par p, il y en aurait plus qui fussent résidus de p

qu’il n’y en aurait qui le fussent de p", c’est-a-dire plus de ip"_l(p —1). Mais on peut voir sans peine

"Hp 1)

Il est tout aussi facile de trouver effectivement un carré qui soit congru & un résidu donné, suivant le
module p™, si 'on connailt un carré congru a ce résidu suivant le module p.

Soit en effet a? un carré congru au résidu donné A, suivant le module p*, on en déduira, de la maniére suiv-
ante, un carré = A, suivant le module p¥, v étant > p et non plus grand que 2u. Supposons que la racine
du carré cherché soit +a + zp" ; et il est aisé de s’assurer que c’est la la forme qu’elle doit avoir. Il faut
donc qu’on ait a? & 2axpt + x2p?* = A (mod p*), ou comme 2p > v, on aura +2azp” = A — a? (mod p¥).
Soit A —a? = p*.d, on aura +2ax = d (mod p* ) ; donc z sera la valeur de ’expression i% (mod p¥—*).
Ainsi étant donné un carré congru & A, suivant le module p, on en déduira un carré congru a A, suivant
le module p? ; de 1a au module p*, au module p®, etc.

Ezemple. Etant proposé le résidu 6 congru au carré 1, suivant le module 5, on trouve le carré 92 auquel
il est congru suivant le module 25, 162 auquel il est congru suivant le module 125, etc.

1
que le nombre des résidus de p qui se trouvent entre 1 et p™, est précisément ip

page 76, article 103 : Comme nous avons commencé (n° 100) par exclure le cas ou p = 2, il faut
ajouter quelque chose a ce sujet. Quand 2 est module, tous les nombres sont résidus, et il n’y en a point
de non-résidus. Quand le module est 4, tous les nombres impairs de la forme 4k + 1 sont résidus, et tous
ceux de la forme 4k + 3 sont non-résidus. Enfin, quand le module est 8 ou une plus haute puissance de 2,
tous les nombres impairs de la forme 8k + 1 sont résidus, et les autres, ou ceux de la forme 8k + 3, 8k + 5,
8k + 7 sont non-résidus ;

Bibliographie

[1] C. F. Gauss, Recherches Arithmétiques, Editions Jacques Gabay, 1801.

[2] G. Cantor, Vérification jusqu’a 1000 du théoréme empirique de Goldbach, Congrés de Caen de
PA.F.A.S. (Association Frangaise pour I’Avancement des Sciences) du 10 aott 1894, p.117 & 134.



Conjecture de Goldbach
et résidus quadratiques

Denise Vella-Chemla

28/9/11

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers.

Cette conjecture est trivialement vérifiée par les nombres pairs doubles de nombres premiers.

On rappelle que p est un décomposant de Goldbach de n si p est un nombre premier incongru* a n selon
tout module premier inférieur & /n.

VYn>6, n = p+q, petqpremiersimpairs <= VYqg<vn, p#n (g

Dans la suite, on utilise la notation de Gauss : a R b représente le fait que a est résidu quadratique de b
tandis que a N b représente le fait que a est non-résidu quadratique de b.

On cherche & démontrer qu’il existe toujours un nombre premier g non-résidu de n (¢ N n) qui fournit
une décomposition de Goldbach de n (n = ¢+, avec ¢ et r deux nombres premiers impairs).

Une telle existence provient vraisemblablement du fait que toutes les racines carrées des résidus quadra-
tiques de m premiers a n ne peuvent étre simultanément chacune congrue a n selon un nombre premier
impair inférieur a /n.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.
TPar exemple, 98 a pour plus petit décomposant de Goldbach 19 parce que 3, 5, 7, 11, 13 et 17 sont tous congrus & 98
selon ”quelqu’un”.

98 = 2.72.
98 = 3 (mod 5).
98 = 5 (mod 3).
98 =7 (mod 7).



Annexe 1 : Résidus quadratiques de n premiers a n pour les
nombres de 2 a 100

2 1

3 1

4 1

5 14

6 1

7 124

8 : 1

9 : 147

10 19

11 13459

12 1

13 1349 10 12

14 1911

15 14

16 19

17 12489 13 15 16

18 1713

19 1456791116 17

20 19

21 1416

22 135915

23 123468912 13 16 18

24 1

25 146911 14 16 19 21 24

26 13917 23 25

27 14710 13 16 19 22 25

28 1925

29 145679 13 16 20 22 23 24 25 28

30 119

31 124578910 14 16 18 19 20 25 28

32 1917 25

33 1416 25 31

34 19131519 21 25 33

35 1491116 29

36 113 25

37 1347910 11 12 16 21 25 26 27 28 30 33 34 36
38 15791117 23 25 35

39 1410 16 22 25

40 19

41 1245891016 18 20 21 23 25 31 32 33 36 37 39 40
42 1 25 37

43 146910 11 13 14 15 16 17 21 23 24 25 31 35 36 38 40 41
44 159 25 37

45 1416 19 31 34

46 139 13 25 27 29 31 35 39 41

47 12346789 12 14 16 17 18 21 24 25 27 28 32 34 36 37 42
48 125

49 1248911 15 16 18 22 23 25 29 30 32 36 37 39 43 44 46
50 191119 21 29 31 39 41 49



ol
52
53
54
%)
56
o7
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

68
69
70
71

72
73

74
(0]
76
7
78
79

80
81
82
83

84
85
86
87
88
89

90
91
92
93
94
95
96
97

98
99

100 :
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16

4 13 16 19 25 43 49

9 17 25 29 49

467910 11 13 15 16 17 24 25 28 29 36 37 38 40 42 43 44 46 47 49 52
7 13 19 25 31 37 43 49

49 14 16 26 31 34 36 49

9 25

4716 25 28 43 49 55

579 13 23 25 33 35 45 49 51 53 57

345791215 16 17 19 20 21 22 25 26 27 28 29 35 36 41 45 46 48 49 51 53 57
49

34591213 14 15 16 19 20 22 25 27 34 36 39 41 42 45 46 47 48 49 52 56 57 58 60
57919 25 33 35 39 41 45 47 49 51 59
4 16 22 25 37 43 46 58
9 17 25 33 41 49 57

49 14 16 29 36 49 51 56 61 64
25 31 37 49

469 10 14 15 16 17 19 21 22 23 24 25 26 29 33 35 36 37 39 40 47 49 54 55 56 59 60
4 65

13 21 25 33 49 53

13 16 25 31 49 52 55 58 64

11 29 39 51

3

7

456891012 15 16 18 19 20 24 25 27 29 30 32 36 37 38 40 43 45 48 49 50
)

9
4689 12 16 18 19 23 24 25 27 32 35 36 37 38 41 46 48 49 50 54 55 57 61 64
9 70 71 72
11 21 25 27 33 41 47 49 53 63 65 67 71 73
6 19 31 34 46 49 61 64
17 25 45 49 61 73
15 16 23 25 36 37 53 58 60 64 67 71
5 43 49 55 61
58910 11 13 16 18 19 20 21 22 23 25 26 31 32 36 38 40 42 44 45 46
51 52 55 62 64 65 67 72 73 76

10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79
21 23 25 31 33 37 39 43 45 49 51 57 59 61 73 77 81

7910 11 12 16 17 21 23 25 26 27 28 29 30 31 33 36 37 38 40 41 44 48 49
61 63 64 65 68 69 70 75 T7 78 81
7
1

916 19 21 26 36 49 59 64 66 69 76 81 84

11 13 15 17 21 23 25 31 35 41 47 49 53 57 59 67 79 81 83

7 13 16 22 25 28 34 49 52 64 67 82

25 49 81

458910 11 16 17 18 20 21 22 25 32 34 36 39 40 42 44 45 47 49 50 53 55
4 67 68 69 71 72 73 78 79 80 81 84 85 87 88

149 61 79

16 22 23 25 29 30 36 43 51 53 64 74 79 81 88

32529 41 49 73 77 81 85

10 16 19 25 28 40 49 64 67 70 76 82
9 17 21 25 27 37 49 51 53 55 59 61 63 65 71 75 79 81 83 89

9 11 16 24 26 36 39 44 49 54 61 64 66 74 81

9 73

4689 11 12 16 18 22 24 25 27 31 32 33 35 36 43 44 47 48 49 50 53 54
64 65 66 70 72 73 75 79 81 85 86 88 89 91 93 94 95 96

1 15 23 25 29 37 39 43 51 53 57 65 67 71 79 81 85 93 95

6 25 31 34 37 49 58 64 67 70 82 91 97

129 41 49 61 69 81 89

N = =N W

9
4
9



Annexe 2 : Illustration de I’énoncé “On trouve toujours un nom-
bre premier non-résidu de n dont le carré est congru a un résidu
de n premier a n qui fournisse une décomposition de Goldbach de
n” pour les nombres pairs de 8 a 100

8, 3N 8,32=1(8), 1 R 8et 1 premier & 8, 3+5.

12,5 N 12, 52 = 1(12), 1 R 12 et 1 premier & 12, 5+7.

16, 3 N 16, 32 = 9(16), 9 R 16 et 9 premier & 16, 3+13.

18,5 N 18, 52 = 7(18), 7 R 18 et 7 premier & 18, 5+13.

20, 3 N 20, 32 = 9(20), 9 R 20 et 9 premier & 20, 3+17.

24,5 N 24, 52 = 1(24), 1 R 24 et 1 premier & 24, 5+19.

28, 5 N 28, 52 = 25(28), 25 R 28 et 25 premier & 28, 54-23.
30, 17 N 30, 172 = 19(30), 19 R 30 et 19 premier & 30, 17+13.
32, 3 N 32, 32 =9(32), 9 R 32 et 9 premier & 32, 3+29.

36, 5 N 36, 52 = 25(36), 25 R 36 et 25 premier & 36, 5+31.
40, 3 N 40, 3% = 9(40), 9 R 40 et 9 premier & 40, 3+37.

42,5 N 42, 52 = 25(42), 25 R, 42 et 25 premier & 42, 5+37.
44, 3 N 44, 32 = 9(44), 9 R 44 et 9 premier a 44, 3+41.

48, 5 N 48, 52 = 25(48), 25 R 48 et 25 premier & 48, 5+43.
50, 3 N 50, 32 = 9(50), 9 R 50 et 9 premier & 50, 3+47.

52, 5 N 52, 52 = 25(52), 25 R 52 et 25 premier & 52, 5+47.
54, 11 N 54, 112 = 13(54), 13 R 54 et 13 premier & 54, 114+43.
56, 3 N 56, 32 = 9(56), 9 R 56 et 9 premier & 56, 3453.

60, 17 N 60, 172 = 49(60), 49 R 60 et 49 premier & 60, 17+43.
64, 3 N 64, 32 =9(64), 9 R 64 et 9 premier & 64, 3+61.

66, 29 N 66, 292 = 49(66), 49 R 66 et 49 premier & 66, 29+37.
68, 7 N 68, 72 = 49(68), 49 R 68 et 49 premier & 68, 7+61.
70, 17 N 70, 172 = 9(70), 9 R 70 et 9 premier & 70, 17+73.
72, 5 N 72, 52 = 25(72), 25 R 72 et 25 premier & 72, 5+67.
76, 23 N 76, 232 = 73(76), 73 R 76 et 73 premier & 76, 23453.

78, 5 N 78, 52 = 25(78), 25 R 78 et 25 premier & 78, 5+73.



80, 7 N 80, 72 = 49(80), 49 R 80 et 49 premier & 80, 7+73.
84,5 N 84, 52 = 25(84), 25 R, 84 et 25 premier & 84, 5+79.
88, 17 N 88, 172 = 25(88), 25 R 88 et 25 premier & 88, 17+71.
90, 17 N 90, 172 = 19(90), 19 R 90 et 19 premier & 90, 17+73.
92, 19 N 92, 192 = 85(92), 85 R 92 et 85 premier & 92, 19+73.
96, 17 N 96, 172 = 1(96), 1 R 96 et 1 premier & 96, 17+79.
98, 19 N 98, 192 = 67(98), 67 R 98 et 67 premier & 98, 19+79.

100, 3 N 100, 3% = 9(100), 9 R 100 et 9 premier & 100, 3497.
Bibliographie
[1] C. F. Gauss, Recherches Arithmétiques, Editions Jacques Gabay, 1801.

[2] G. Cantor, Vérification jusqu’a 1000 du théoréme empirique de Goldbach, Congreés de Caen de
PA.F.A.S. (Association Frangaise pour I’Avancement des Sciences) du 10 aott 1894, p.117 a 134.



Nombre de résidus quadratiques de n quelconque qui sont pre-
miers a n

On note RQP(n) le nombre de résidus quadratiques de n qui sont premiers a n.

RQP(22) = @

RQP(2: =) = 21

4
p—1
RQP(p) = =
RQP(?) = £
3\ (n)
RQP(p”) = =
RQP(p') = @

J’imagine que ¢a continue pour les puissances supérieures de p.

v(n)

RQP(2p) = &

o) - 2

N

o(n

RQP(2*) = £
J’imagine que ¢a continue pour les puissances supérieures de p.

-

rQP(p?) = 2

J’imagine que ¢a continue pour les puissances supérieures de p.

n
RQP(sp) = 0
RQP () = )

J’imagine que ¢a continue pour les puissances supérieures de p.

RQP(2'p) = L;n)
5, _ #(n)
RQP(2°p) = (T
J’imagine que ¢a continue pour les puissances supérieures de 2.

e(n)

RQP(pq) = 4

RQP(pg) = £



J’imagine que ¢a continue pour les puissances supérieures de p.
o(n)
RQP(2p) = 2
w(n
RQP(2p%q) = %
J’imagine que ¢a continue pour les puissances supérieures de p.

RQP(2%pq) = @

Il semblerait que I'exposant de 2 soit a prendre en compte en plus du nombre de diviseurs impairs.



Dans les tables suivantes, seules sont fournies les décompositions mettant en jeu par colonne deux unités
du groupe (Z/nZ)*. Les décompositions de Goldbach sont marquées d’une croix. Les résidus quadratiques
de n sont colorés en bleu. Remarque : comme Cantor, on considérera que la décomposition 1 + (n — 1)
est une décomposition de Goldbach lorsque n — 1 est premier.

1 Nombres pairs doubles d’impairs non premiers

Selon les modules qui sont des nombres pairs doubles d’impairs non-premiers (les 4n + 2 qui ne sont pas
doubles d’un nombre premier impair),  R2p <= z+p R 2p.

Selon le module 18 = 2.32, de la forme 2(4n + 3)2 :

17113 |11
1156 |7
X | X

Selon le module 30 = 2p = 2.3.5, de la forme 2(4n + 3)(4n + 1) :

2912319 |17
117 (11]13
X | X | X

Selon le module 42 = 2.3.7, de la forme 2(4n + 3)(4n’ 4+ 3) :

41|37 3129|2523
116111317 ]19
X | X | X | X X

Selon le module 50 = 2.52, de la forme 2(4n + 1)2 :

49 | 47 |43 4139|3733 |31|29 |27
13| 7|9 111317192123
X X X

Selon le module 54 = 2.3%, de la forme 2(4n + 3)3 :

53149 |47 |43 41|37 |35|31]29
15 | 7111317192325
X X | X | x| x X

Selon le module 66 = 2.3.11, de la forme 2(4n + 3)(4n’ + 3) :

65 | 61 |59 | 53|49 |47 | 43 |41 | 37 | 35
1156 |7 131719232529 |31
X | X X | % X

Selon le module 70 = 2.5.7, de la forme 2(4n + 1)(4n’ 4+ 3) :

69 | 67 |61 |59 | 57 | 53 | 61 | 47 | 43 | 41 | 39 | 37
139 |11 131719 23|27|29]|31]33
X X X X




Selon le module 78 = 2.3.13, de la forme 2(4n + 3)(4n' + 1) :

TT173 |71 67|61 ]59|55|53]49 |47 |43 |41
1|5 | 711171923 |25|29|31]35]37
X | X | x| x| x X X

Selon le module 90 = 2.32.5, de la forme 2(4n + 3)2(4n’ + 1) :

89 |83 | 79|77 | 73| 71|67 |61|59|53|49 |47
1|7 11|13 171923 |29| 31|37 |41 |43
X | x| % X | X | x| x| x| X X

Selon le module 98 = 2.72, de la forme 2(4n + 3)2 :

9719519389 |87 85|83 |81 |79|75|73|71|69|67]|65|61|59]|57|55]|53]|51
11359 (111315171923 (25|27 (29|31 (33|37 |39 41|43 |45 |47
X X X X

On peut démontrer que x et x + p ont le méme caractere de résiduosité a n.

2 Nombres pairs doubles de pairs

Pour les nombres pairs doubles de pairs, on constate parfois des symétries telles que ’on a deux décompositions
de Goldbach possibles, symétriques I’'une de I'autre par rapport au milieu des tables.

Selon le module 8, de la forme 23 :

5
113
X | X
Selon le module 12 = 22.3, de la forme 4(4n + 3) :
117
115
X | X
Selon le module 16, de la forme 2% :
15113119
113|517
X | X
Selon le module 20 = 22.5, de la forme 4(4n + 1) :
191711311
113|719
X | x| X

Selon le module 24 = 23.3, de la forme 23(4n + 3) :

2319|1713
115|711




Selon le module 28 = 22.7, de la forme 4(4n + 3) :

Selon le module 32, de la forme 2° :

Selon le module 36 = 22.32, de la forme 4(4n + 3)2 :

Selon le module 40 = 24.5, de la forme 24(4n + 1) :

Selon le module 48 = 24.3, de la forme 24(4n + 3) :

Selon le module 52 = 22.13, de la forme 4(4n + 1) :

2712501231917 |15
11359 (11]13
X X
311292725123 |21 19|17
1135|719 (111315
X | X X
35 131129(25]23|19
1156 | 7 |11}13]|17
X | X X | X
39 13733312927 (23|21
113|719 (1113|1719
X X X
43 141 (39 |37 |35|31]29|27|25|23
1135|719 |13|15|17]19 |21
X | x X X
47143 |41 | 37| 35|31 |29 |25
1165 |7 |11113|17|19|23
X | X | X X | X
51149 |47 (454141 |37|35[33|31|29|27
1135 |7[911]15|17]19|21 23|25
X X X

Selon le module 56 = 23.7, de la forme 23(4n + 3) :




55 | 53 | 51 |47 | 45|43 |41 139 |37 |33|31]|29
1 13|59 1113|1517 ]19|23 |25 |27
X X X
Selon le module 60 = 22.3.5, de la forme 4(4n + 3)(4n’ + 1) :
59 | 53|49 |47 |43 |41 |37 |31
1|7 (1111317192329
X | x X | X | x| x| x
Selon le module 64, de la forme 26 :
63 61|59 |57 |55|53 |51 |49 |47 |45 |43 14139 (37]35]|33
113 (5|79 |11]13]15|17|19|21|23|25|27|29]31
X | % X X X
Selon le module 68 = 22.17, de la forme 4(4n + 1) :
67 | 65| 63|61 |59 |57 |55|53|49 |47 |45 |43 4139|3735
1135|719 1113|1519 ]21|23|25|27|29]|31]33
X X X
Selon le module 72 = 23.32, de la forme 23(4n + 3)? :
711 67|65 |61 |59 |b5|53 |49 |47 |43 |41 |37
1|5 | 7|11 131719 |23|25(29|31]35
X | % X | % X X | %
Selon le module 76 = 22.19, de la forme 4(4n + 3) :
751 73| 71|69 | 67|65 |63|61|59|55|53|51|49 47|45 |43 (4139
1315|719 1113|1517 (21|23(25|27|29|31|33|35]|37
x | X X X X
Selon le module 80 = 24.5, de la forme 24(4n + 1) :
T 7773|7169 | 67|63 |61 |59 |57|53|51 |49 |47 |43 |41
13179 (1113171921 |23|27|29|31|33|37]39
X X X X X
Selon le module 84 = 22.3.7, de la forme 4(4n + 3)(4n’ + 3) :
83|79 | 73| 71| 67|65 |61|59]|55|53]|47 |43
1156 |11 1317119 |23|25(29|31 |37 |41
x| x| x| x|x X X | x| X




Selon le module 88 = 23.11, de la forme 23(4n + 3) :

87 18|83 |81 |79 |75 |73 |71|69 |67 |65|61|59|57|55|53 |51 |47 |45
11359 111315171923 (252729 |31|33|37|39]41]43
X X X X
Selon le module 92 = 22.23, de la forme 4(4n + 3) :
91 |89 | 87 |85 |83 |81 |79 |77 |75 |73 |71 |67 |65 |63]|61|b59|57|55]|53 |51 |49 |47
1135|7911 1315|1719 2125|2729 31|33 |35|37|39|41 43|45
X X X X
Selon le module 96 = 25.3, de la forme 25(4n + 3) :
95191 |89 (8 |83 |79 |77 |73 |71|67|65]|61 |59 |55]|53]|49
1|5 | 7 |11 (1317|1923 ]25(29 |31 |35 |37 |41 |43 |47
X x | x X X X X
Selon le module 100 = 22.52, de la forme 4(4n + 1)? :
99 197193191 |89 |87 |83 |81 |79 |77 |73|71]|69|67|63|61|59]|57]|53|51
11379 |11|13|17]19|21|23|27[29|31|33|37|39|41 |43 |47]49
X X X X X X




Pourquoi tout nombre pair sauf 2
est-il la somme de deux nombres premiers ?

Denise Vella-Chemla

5/10/11

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers.

Cette conjecture est trivialement vérifiée par les nombres pairs doubles de nombres premiers.

On rappelle que p est un décomposant de Goldbach de n si p est un nombre premier incongru! & n selon
tout module premier inférieur & /n.

Vn>6, n = pitgq, petqpremiersimpairs <= Yq<+/n, p#n(q)?

Un décomposant de Goldbach de n, s'il existe, est un élément du groupe des unités (Z)/nZ)*. Son
complémentaire & n appartient lui aussi au groupe des unités. Il y a ¢(n) décompositions possibles qui
font intervenir deux unités complémentaires (on les a notées en annexe 2 dans chacune des colonnes de
tables que I'on fournit pour les nombres pairs de 8 & 100). Le groupe des unités forme un sous-groupe de
(Z/nZ, x). Son ordre divise 'ordre du groupe en question. Il y a donc au plus ¢(n)/2 décompositions qui
sont constituées de deux sommants qui sont tous les deux des unités. Par le principe des tiroirs, cela en-
traine dans la plupart des cas qu’il y a au plus un résidu quadratique par colonne (ou inversement, au moins
un non-résidu par colonne) ; remarque : cela n’est pas le cas lorsque les résidus quadratiques sont “en face”
(cf par exemple la table en annexe d’un nombre de la forme 2.(4n+3)? comme 50). Dans la plupart des cas
donc, une décomposition de Goldbach a I'un de ses deux sommants qui est un non-résidu quadratique. Le
carré de ce non-résidu est un résidu puisque le produit de deux non-résidus est un résidu. Un tel nombre
est donc & chercher, s’il existe, parmi les racines carrés des résidus quadratiques inversibles de n (en annexe
1, sont fournies les racines carrées des résidus quadratiques inversibles de n pour n compris entre 2 et 100).

Il reste a comprendre, et c’est 1a I’essentiel, pourquoi 'une des racines carrées en question est forcément
incongrue & n selon tous les nombres premiers impairs inférieurs & /n.

1On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.
2Par exemple, 98 a pour plus petit décomposant de Goldbach 19 parce que 3, 5, 7, 11, 13 et 17 sont tous congrus & 98
selon ”quelqu’un”.

98 = 2.72.
98 = 3 (mod 5).
98 =5 (mod 3).
98 =7 (mod 7).

98 = 11 (mod 3).
98 = 13 (mod 5).
98 = 17 (mod 3).
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92 : 1 (91) 9 (89) 13 (75) 25 (87) 29 (81) 41 (77) 49 (85) 73 (71) 77 (79) 81 (83) 85 (73)
94 : 1 (93) 3 (59) 7 (77) 9 (91) 17 (55) 21 (63) 25 (89) 27 (83) 37 (79) 49 (87) 51 (49)
53 (57) 55 (61) 59 (71) 61 (69) 63 (51) 65 (73) 71 (67) 75 (81) 79 (75) 81 (85) 83 (53) 89 (65)
96 : 1 (95) 25 (91) 49 (89) 73 (83)
98 : 1 (97) 9 (95) 11 (65) 15 (57) 23 (87) 25 (93) 29 (83) 37 (73) 39(75) 43(71) 51(59)
53(51) 57(69) 65(53) 67(79) 71(85) 79(67) 81(89) 85(55) 93(81) 95(61)
100 : 1 (99) 9 (97) 21 (89) 29 (77) 41 (79) 49 (93) 61 (81) 69 (87) 81 (91) 89 (83)

Annexe 2 : tables des inversibles (Z/nZ)* fournissant les résidus
quadratiques et les décompositions de Goldbach de n

Dans les tables suivantes, seules sont fournies les décompositions mettant en jeu par colonne deux unités
du groupe (Z/nZ)*. Les décompositions de Goldbach sont marquées d’une croix. Les résidus quadratiques
de n sont colorés en bleu. Remarque : comme Cantor, on considérera que la décomposition 1 + (n — 1)
est une décomposition de Goldbach lorsque n — 1 est premier.

A2.1 : Nombres pairs doubles d’impairs non premiers

Selon les modules qui sont des nombres pairs doubles d’impairs non-premiers (les 4n + 2 qui ne sont pas
doubles d’un nombre premier impair),  R2p <= z+p R 2p.

Selon le module 18 = 2.3, de la forme 2(4n + 3)? :

17 13 |11
115 |7
X | %

Selon le module 30 = 2p = 2.3.5, de la forme 2(4n + 3)(4n+ 1) :

291231917
1] 7 (11]13
X | X | X

Selon le module 42 = 2.3.7, de la forme 2(4n + 3)(4n’ + 3) :

41|37 3129|2523
1156 |11 13(17]19
X | X | x| x X

Selon le module 50 = 2.52, de la forme 2(4n 4 1)? :

49 | 47 |43 [ 4139|3733 |31|29 |27
13| 7|9 1111317192123
X X X

Selon le module 54 = 2.3%, de la forme 2(4n + 3)3 :

53149 |47 |43 41|37 |35|31]29
115 11 131719 |23 |25
X X | X | x| x X

-3




Selon le module 66 = 2.3.11, de la forme 2(4n + 3)(4n' + 3) :

65 | 61 |59 | 53 |49 |47 | 43 |41 | 37 | 35
116 |7 131719232529 |31
X | x| X X | % X

Selon le module 70 = 2.5.7, de la forme 2(4n + 1)(4n’ 4+ 3) :

69 | 67 |61 |59 | 57 | 53 | 51 | 47 | 43 | 41 | 39 | 37
1139 111317192327 {29|31]33
X X X X

Selon le module 78 = 2.3.13, de la forme 2(4n + 3)(4n’ + 1) :

TT 1737167 |61 |59|55 5349 |47 |43 |41
115 |7 |11 (171923 |25]29|31 35|37
X | X | X | X X X

Selon le module 90 = 2.32.5, de la forme 2(4n + 3)2(4n’ + 1) :

89 |83 |79 |77 |73 |71|67|61|59]|53|49 |47
1|7 1113|1719 |23 |29| 31|37 |41 |43
X | x| x X | X | x| x| x|x X

Selon le module 98 = 2.7%, de la forme 2(4n + 3)? :

97 195|193 |89 |87 |8 |83 |81 | 79| 75|73 |71 |69|67]|65]|61|59|57|55|53]51
13|59 111315171923 (25|27 (29|31 |33 |37 |39 |41 |43 |45 |47
X X X X

On peut démontrer que x et x + p ont le méme caractere de résiduosité a n.

A2.2 : Nombres pairs doubles de pairs

Pour les nombres pairs doubles de pairs, on constate parfois des symétries telles que ’on a deux décompositions
de Goldbach possibles, symétriques I'une de I'autre par rapport au milieu des tables.

Selon le module 8, de la forme 23 :

—_
w

Selon le module 12 = 22.3, de la forme 4(4n + 3) :

117

Selon le module 16, de la forme 2% :

151311 (9




Selon le module 20 = 22.5, de la forme 4(4n + 1) :

19 17113 | 11
1131719
x| x| x
Selon le module 24 = 23.3, de la forme 23(4n + 3) :
231191713
115711
X x | x
Selon le module 28 = 22.7, de la forme 4(4n + 3) :
27125023119 |17 |15
1131519 11|13
X X
Selon le module 32, de la forme 2° :
31129272523 (211917
1135|719 |11]13]15
x| x X
Selon le module 36 = 22.32, de la forme 4(4n + 3)? :
35131129 |25]23]|19
1|5 |7 [11|13]17
x | x x | x
Selon le module 40 = 24.5, de la forme 24(4n + 1) :
3937133312927 |23]|21
1137119 |11|13]17]19
X X X
Selon le module 44 = 22.11, de la forme 4(4n + 3) :
43141 139 (3735|3129 |27 |25|23
113 (5|7 |9 |13|15]17(19]21
x | x X X
Selon le module 48 = 24.3, de la forme 24(4n + 3) :
47 |43 14113713531 |29 25
1|57 [11|13|17]19]23
x | x| x x | x




Selon le module 52 = 22.13, de la forme 4(4n + 1) :

51149 |47 (454141 |37|35|33|31|29|27
1315 | 79111517 (19]21|23|25
X X X
Selon le module 56 = 23.7, de la forme 23(4n + 3) :
55 | 53 | 51 |47 | 45|43 |41 39|37 |33|31|29
113|159 (111315171923 |25 |27
X X X
Selon le module 60 = 22.3.5, de la forme 4(4n + 3)(4n’ + 1) :
99 | 53|49 |47 |43 |41 |37 |31
17|11 13]17|19|23|29
X | x x| x| x| x| x
Selon le module 64, de la forme 26 :
63 61|59 |57 |55|53 |51 |49 |47 |45 |43 |41 3937|3533
1315 |79 |11|13|1517]19|21|23|25|27|29]31
X X X X
Selon le module 68 = 22.17, de la forme 4(4n + 1) :
67 65|63 |61 |59 |57 |55|53|49 |47 45|43 |41 (39|37 35
1315|719 |11]|13|15]19|21|23|25|27|29|31]33
X X X
Selon le module 72 = 23.32, de la forme 23(4n + 3)? :
71167 |65 |61 |59 |b55|5b3 |49 |47 |43 |41 |37
115 |7 |11 (131719 |23]25|29 31|35
X | X X | X X X | X
Selon le module 76 = 22.19, de la forme 4(4n + 3) :
7573171169 |67 |65|63|61|59|55|53 51|49 |47 |45 |43 |41 |39
9 |11 (13|15 |17 |21 23 |25|27 (29|31 |33 |35]37




Selon le module 80 = 24.5, de la forme 24(4n + 1) :

791777317169 |67 |63|61 |59 |57|53|51|49 |47 |43 |41
113719 11131711921 |23|27]29 3133|3739
x X X X X
Selon le module 84 = 22.3.7, de la forme 4(4n + 3)(4n’ + 3) :
83|79 | 73| 71| 67|65 |61|59|55|53]|47 |43
115 |11 13[17]19]23|25]29|31 |37 |41
x| x| x| x| x X x | x | x
Selon le module 88 = 23.11, de la forme 23(4n + 3) :
87 79|75 | T3] 71|69 |67 |65|61 59|57 |55]|53 |51 |47 |45
1 5 9 |13 |15 | 171923252729 |31 |33 |37 |39|41]43
x X X X
Selon le module 92 = 22.23, de la forme 4(4n + 3) :
91|89 |87 |85 |83 |81 |79 |77 |75 |73 |71|67|65|63|61 |59 |57|55]|53|51|49]47
113 (5| 7|9 |11 1315171921 |25|27 (29|31 |33|35|37|39|41|43]|45
X X X X
Selon le module 96 = 2°.3, de la forme 2°(4n + 3) :
95191 |89 (8 |83 |79 |77 | 73|71 |67 |65|61]|59]|55]53|49
1|5 | 7 |11 (1317|1923 ]25|29 |31 |35 |37 |41 |43 |47
X x| x X X X X
Selon le module 100 = 22.52, de la forme 4(4n + 1)? :
99 197193191 |89 |87 |83 |81 |79 |77 |73|71|69|67|63|61|59|57]|53|51
1137911131719 |21|23|27[29|31|33|37|39|41 |43 47|49
X X x X X X




Pourquoi tout nombre pair sauf 2
est-il la somme de deux nombres premiers ?

Denise Vella-Chemla

22/10/2011

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu'un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* & n selon tout module premier impair p’ inférieur & \/n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire a n de p est composé.

Ezxemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Démonstration

Un décomposant de Goldbach de n, s’il existe, est un élément du groupe des unités (Z/nZ)*. Son
complémentaire a n appartient lui aussi au groupe des unités. Il y a @ décompositions possibles
qui font intervenir deux unités complémentaires.

On considere donc l’ensemble des unités a n, n étant un nombre pair supérieur ou égal a 6. On va
démontrer que si tous les nombres premiers (forcément impairs) unités & n sont congrus & n selon un cer-
tain module, on aboutit & une contradiction. Cela aura pour conséquence que I'un des nombres premiers
impairs inférieurs a n et premiers & n devant étre incongru a n selon tout module premier impair inférieur
a y/n, ce nombre premier a son complémentaire a n qui est premier également. Le nombre premier en
question est donc un décomposant de Goldbach de n.

Pour cela, on va utiliser trois éléments :

e larticle 78 des Recherches Arithmétiques : Le théoreme de Wilson peut étre rendu plus général
en énoncant comme il suit : le produit de tous les nombres premiers avec un nombre donné A et
moindres que ce nombre, est congru suivant A, a l'unité prise positivement ou négativement. L’ unité
doit étre prise négativement quand A est de la forme p™ ou 2p™, p étant un nombre premier différent
de 2, ou encore quand A = 4, et positivement dans tous les autres cas. Le théoreme de Wilson est
contenu dans le premier cas. Ezxemple. Pour A = 15, le produit des nombres 1,2,4,7,8,11,13,14
est = 1 (mod 15). Nous supprimons, pour abréger, la démonstration. Nous observerons seulement
qu’on peut y parvenir comme dans 'article précédent, excepté que la congruence 2 = 1 peut avoir
plus de deux racines ; ce qui demande certaines considérations particulieres. On pourrait aussi la
tirer de la considération des indices, comme dans le n°75, si 'on y joint ce que nous dirons tout a
I’heure des modules composés. ;

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



e un “artifice technique” que Gauss présente a la fin de la section 4 des Recherches Arithmétiques :
a = b (mod m) est équivalent & ca = cb (mod cm)?.
Par exemple, 5 = 17 (mod 3) <= 35 =119 (mod 21) ;

“On doit supposer la méme identité

e enfin, 'extrait de I'article 5 de la section 1 des Recherches :
= b, AB = ab

de module dans ce qui suit.”, et plus loin, dans l'article 7, St A = aet B =
(conservation des congruences par le produit).

Ecrivons comme hypothese initiale que chaque nombre premier impair inversible est congru a n selon un

module :

p1 =n (mod p})
p2 =n (mod ph)

pi = n (mod p)
Cela nous permet d’ajouter les congruences suivantes.

n—p1 =0 (mod p})
n—pz =0 (mod p})

n—p; =0 (mod pf)

Utilisons Uartifice technique pour ramener toutes les congruences selon le méme module, de maniere a
pouvoir ensuite les multiplier entre elles. Pour cela, appelons G le plus petit commun multiple des mod-
ules pli On note car cela servira ensuite que le nombre G étant un produit d’éléments inversibles ne peut

étre nul.
G _—, G
pl.% =n. % (mod G)
P2y =Ny (mod G)
(e
(n —p1). %EOE (mod G)
(n —pg).g = O'E (mod G)
(n —p,»).pg,i = 0.1% (mod G)

Pour avoir une congruence portant sur chacune des unités, il nous faut cependant ajouter également les
congruences suivantes, qui portent sur les c;, les ¢; étant les nombres composés premiers & n dont le
complémentaire a n est lui-aussi composé. Le nombre particulier n — 1 fait partie des p; s’il est premier
et des ¢; s’il est composé méme si son complémentaire, le nombre 1, n’est pas un nombre composé. Ces
congruences supplémentaires vont nous permettre d’obtenir notre pmduzt des unités” de l'article 78.

c1 = ay (mod G)

¢; = aj (mod G)

TLextrait de article 152, page 117 est Soit la congruence az? +bx +c = 0 (mod m) ; elle sera équivalente & celle-ci :

4a’z? + 4abx 4 4ac = 0 (mod 4am).
11 faut noter que les p; ne sont pas une substitution des p;, il peut y avoir des redondances (un p; égal & un p;) et des

“disparitions” (un p; n’intervenant jamais comme module).



On obtient alors le systeme de congruences suivant :

n.
n.

¢; = a; (mod G)
Du fait de la conservation des congruences par le produit lorsque le module est le méme dans les différentes
congruences, on peut réécrire cela en :

G27r(n) G27r(n)
PP pi-(n—p1).(n—pa)..... n—1p;).Cl..... cj. =0. . «o; (mod G
vp2 o pe(n )0 pa). (1 p)r gy = 0 [ o (mod )

On reconnait dans le produit des éléments de gauche le produit des unités auquel Gauss fait référence

dans Darticle 78, qui vaut +1 ou —1 selon les cas.
Les produits sont nul quant a celui de gauche et nul quant a celui de droite. On a abouti a une tautologie.

Snif !

Donc on ne peut toujours pas dire qu’il existe un nombre premier incongru a n selon tout nombre premier
inférieur & y/n. Dommage, ce nombre premier aurait eu son complémentaire & n qui aurait été premier
également et aurait ainsi fourni une décomposition de Goldbach de n...



Pourquoi tout nombre pair sauf 2
est-il la somme de deux nombres premiers ?

Denise Vella-Chemla

25/10/2011

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu'un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* a n selon tout module premier impair p’ inférieur & \/n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire & n de p est composé.

FEzemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Eléments de démonstration

Un décomposant de Goldbach de n, s’il existe, est un élément du groupe des unités (Z/nZ)*. Son
complémentaire a n appartient lui aussi au groupe des unités. Il y a @ décompositions possibles
qui font intervenir deux unités complémentaires.

On considere donc l’ensemble des unités a n, n étant un nombre pair supérieur ou égal a 6. On va
démontrer que si tous les nombres premiers (forcément impairs) unités & n sont congrus & n selon un cer-
tain module, on aboutit a une contradiction. Cela aura pour conséquence que I'un des nombres premiers
impairs inférieurs & n et premiers & n devant étre incongru a n selon tout module premier impair inférieur
a 4/n, ce nombre premier a son complémentaire a n qui est premier également. Le nombre premier en
question est donc un décomposant de Goldbach de n.

Pour cela, on va utiliser trois éléments :

e les articles 129 page 95 et suivants des Recherches Arithmétiques : THEOREME. Si a est un nombre
premier de la forme 8n + 1, il y aura nécessairement au-dessous de 2+/a un nombre premier dont
a est non-résidu. ainsi que les articles suivants qui démontrent la Loi de Réciprocité Quadratique.
Par exemple, dans V'article 131, Tout nombre qui, pris positivement, est résidu ou non-résidu de p,
aura pour résidu ou non-résidu, +p ou —p, selon que p sera de la forme 4n + 1 ou 4n 4+ 3. Cela
signifie entre les lignes que, modulo un certain nombre pair n, tous les nombres premiers unités de
n ne peuvent étre simultanément tous des résidus quadratiques de n ou bien tous des non-résidus
quadratiques de n.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



e enfin, 'extrait de I'article 5 de la section 1 des Recherches : “On doit supposer la méme identité

de module dans ce qui suit.”, et plus loin, dans l'article 7, St A = aet B = b, AB = ab
(conservation des congruences par le produit).

Ecrivons comme hypothese initiale que chaque nombre premier impair inversible est congru a n selon un
module :

p1 = n (mod p})
p2 = n (mod pj)

— /

pi = n (mod p})
Premiére remarque : les p; ne peuvent étre des diviseurs de n ; en effet, d’une congruence de la forme
pi = n (mod p}), on tire une congruence de la forme n — p; = 0 (mod p}). Mais pour que p; puisse étre
un diviseur de n tout en étant module d’une telle congruence, il faudrait que p; divise également p; ce qui
est impossible.
Sil’on s’intéresse & deux congruences faisant intervenir respectivement les nombres premiers p,, et p!, d’une
part, et les nombres premiers p, et p) d’autre part, on se trouve alors face & deux cas de figure :

e s0it, sous prétexte que les p; ne sont jamais des diviseurs de n et qu'’ils sont donc en nombre moindre
que les p;, on a une redondance des deux modules qui s’averent égaux p!, = p!. Les deux congruences :

pu = n (mod py,)
Py = n (mod pl)

se transforment en une seule

Pu-py =n? (mod p,,)

qui est une congruence quadratique, et nous amene a conclure que soit et p, et p, sont deux résidus
quadratiques de n, soit et p,, et p, sont deux non-résidus quadratiques de n (seul le produit de deux
résidus ou de deux non-résidus quadratiques peut étre congru a un carré) ;

e soit, on a a affaire a deux congruences de modules différents :

Py =n (mod pl,)
Py = n (mod pl)

Et 1a, on ne sait pas quoi faire pour se ramener & une congruence quadratique, qui nous permettrait
par exemple de proche en proche d’aboutir & une contradiction sous-prétexte que tous les nombres
premiers s’avereraient étre des résidus quadratiques seulement ou bien des non-résidus quadratiques
seulement, ce qui est impossible.

Donc on ne peut toujours pas dire qu’il existe un nombre premier incongru a n selon tout nombre
premier impair inférieur & 1/n et qui fournit une décomposition de Goldbach de n.
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1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu’un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* & n selon tout module premier impair p’ inférieur & /n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire a n de p est composé.

Ezxemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de (Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement & chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fr = 0 et ¢ =1 = 1. Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entieres d’une équation polynomiale
et qui est fournie en annexe.

On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale

(x=3)(z=5)(z—7)(x—11) =0.

En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
xt — 262° 4 23627 — 886 + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11.

236 =3.5+3.7+3.11+5.7+5.11+ 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 4+ 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :

41 4 Jl.a:”("_z)_Q + Ug.x”(”_g)_S + 03.$”("_2)_1 ...=0

La plus grande puissance de z est m(n—2)—1 parce que la décomposition 1+ (n—1) n’est jamais considérée
comme une décomposition de Goldbach', le —1 servant & éliminer le nombre premier 2. Les nombres o;
désignent respectivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous les nombres pre-
miers considérés. Par exemple, 01 = p1+p2+p3+ps... = 3+5+7+11..., 02 = p1pa+p1ps+...+P2p3+papa+t-..
et le dernier sigma est le produit de tous les nombres premiers inférieurs a n — 2.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre I'un des nombres premiers
3, 5, 7 ou 11, on utilise I’équation polynomiale suivante :

(n—=)=3)((n—=)=5)((n—2) = 7)((n —z) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n —x)* = 26(n — 2)% +236(n — 2)? — 886(n — z) + 1155 = 0.
L’élévation aux différentes puissances du monome n — 2 donne les résultats ci-dessous :
(n —2)* = 2* — dnz® + 6n22? — 4ndx + nt.
(n— )% = -2+ 3n2? — 3n%x +nd.

(n—2)% =n? - 2nz + 2%

On reconnait les coefficients du binéme C} dans I'élévation de n — 2 & la puissance 1.

Les résultats de la théorie de Galois sur la résolubilité des équations polynomiales ne pourraient-ils pas
étre utilisés ici pour montrer que notre systéme de deux équations admet toujours une solution en = au
moins ?...

3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (z — 3)(x — 5)(z — 7) = 0 se développe en x® — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :
—z3 + (3n — 15)22 + (=3n? 4+ 30n — 1)z + (n® — 15n? + 71n — 105) = 0.
Si on remplace n par 8, on aboutit au systeéme
2% — 1522 + 71z — 105 = 0
{ —23 +92% — 23z + 911 = 0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8

Si on remplace n par 10, on aboutit au systéeme
2% — 1522 +7lx — 105 =0
—23 4+ 1522 — Tlz + 105 =0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systeme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.
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fméme si Cantor la comptait comme telle.



Annexe

—_— A -

limite 7. Tl faut remarquer surtout que les coefficiens des variables z, y,
3y «ess 6tc., dans le’développement en série de l'imtégrale qui forme le
premier membre de I'équation (13.), sont tels qu'en calculant un ocertain
nombre de termes, il ne reste & peu prés que ce quil faut pour doomer
le nombre des solutions de I'équation proposée, C'est de cette oonsidé-
ration, et de l'examen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'ex-
priment aussi par des intégrales définies) que 'on pourrait déduire des con=
sidérations qui jetteraient beaucoup de lumiére sur la marche de la fone-
tion représentée par la formule (13.): mais ces recherches ne sauraient
trouver place ici, et nous les exposerons dans un travail particulier.

Cet apergu suffirait déji pour montrer de quelle maniére on pouwr-
rait réduire la théorie des nombres i l'analyse ordinaire: mais nous allons
reprendre maintenant cette question dans toute sa généralité.

KEtant proposée une équation 3 plusieurs inconnues & résoudres en
nombres rationnels, fractionnaires ou enfiers, on pourra toujours la pré-
parer de maniére que tous les nombres cherchés doivent étre enmtiers et
positifs : puisqu'en général, si I'équation proposée est de la forme

P (2,7, % 0 e ole) = O,
et que l'on cherche pour z, y, %, .... etc., des valeurs fractionnaires,

en faisant

— . ——
’_——’, 'J._I'_:, s_.:—:,....e‘tﬂ.,

Xa
on aura I'équation

== . 5 =
¢ L2 7. ‘ai""'m)—os

dans laquelle il ne faudra chercher pour
Ly Tyy Yis Yis Ziy Tay veess Oft.,

. que des valeurs entiéres: et dailleurs #il y avait des solutions négatives

on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous suppose-
rons par conséquent que ces réductions soient toujours effectuées dans les
équations dont nous chercherons la résolution.
Soit proposé de résoudre en nombres entiers et positifs I'équation
Py zeesete) =0

' que nous représenterons comme auparavant par P=0. Avec les métho-

des connues on s'arréte ld, et on tiche de résoudre oette équation en
s'aidant de la forme particuliére de ses coefficiens. Mais Péquatiou P=0,
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inconnues,



s W e

et n'indique pas que ces inoconnues ne doivent recevoir que des valeurs
entiéres et positives: pour exprimer cette derniére condition I'on suppo-
sera d'abord que Fon veuills trouver toutes les solutions qui s'obtienneut
en donnent & = des valeurs moindres quune limite donnée a; & y des
valeurs plus petites que b; & z des valeurs moindres que c; et ainsi de
m:ﬂ,ﬁ,c;---;m,maﬁmmbmmam Ilﬂtdli!
qu'dk oet effet I'on devra donner & x, y, %, +s.. efo., toutes les valeurs
=012 3 cs00se.a—13
r=ﬂ,l,2,3,.....p.5—'l;
#=ﬂ,i,2,3,---;--nc—1;
Il‘lf'l'i.lnl"llietul;
et faire toutes les combinaisons possibles dans I'équation @ = 0. On ob-
mmq.mtmﬂumvﬂmdaxnmrmntpamlumﬂe

Bogmeion X =zgxz—1)(r—2Divses(x—(a—1)) = 0;
et que de mémes les valeurs de y et de z seront comprises parmi les ra-
cines des équations
Y=y (r—1) (y—Dereee(r—(b—1)) = 0;
Z=z(z—1)(z2—ecsus (z—(c—1)) = 0;
P - (9
Les équations précédentes expriment les conditions que = soit un
nombre entier positif moindre que o; que ¥ soit un nombre entier posi=
tif moindre que &; et ainsi de suite. Ces équations dont le nombre est
égal & celui des inconnues, étant combindes aveo I'équation @ =0, four-
nissent toutes les conditions du probléme; de maniére qu'ayant un nombre
total d'équations qui surpasse de Punité le nombre des inconnues, le pro-
bléme sera plus que déterminé; en éliminant suocessivement toutes les
inconnues entre ces équations, on aura une autre équation de condition
F=0, qui comprendra les limites a, , c,.... etr., assignées aux varia-
bles, et les coefficiens de I'équation propesée; et qui exprimera la rela-
tion qui doit exister entre ces quantités afin que le probléme soit réso-
luble. Lorsque Péquation de condition sera satisfaite, et que l'on sera
assuré que D'équation proposé peut étre résolue, on reprendra I'une des
équations & une seule inconnue que I'on a obtenues par I'élimination avant
ﬂepﬂ?mrﬁl’équso. Soit X, = 0, celte équation en = seul;
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mMﬂthplﬂsg:nlﬂMmmmx=0,atx,=ﬂ,u
aura une équation de la forme X,=0, qui ne contiendra que I'inconnue
=, et dont le degré sera égal au nombre des valeurs de = qui satisfont &
l’éqmﬁou pmpuée;atanr&oinnti'éqmﬁanx,=o,mmmh
valeurs de » qui satisfont & Péquation §=10. On pourrait trouver de
méme les valeurs des autres inoonnues, qui résolvent I'équation proposée;
et Pon voit que ce principe s'applique encore & la recherche directe des
racines rationnelles d’'une équation 4 une seule inconnue; car ce probléme
aussi dépend de la théorie des nombres.

Avec la méthode que nous venmons d'indiquer, on a seulement les
racines inégales; mais sil y a des racines égales, elles peuvent se trouver
avec facilité de la maniére suivante. Nous supposerons d'abord, pour sim-
plifier la question, quil s'agisse d'une équation & deux inconnues seule-
ment; puisque la méthode est absolument la méme lorsque le nombre des
variables est plus grand.

Maintenant soit proposé de résoudre en nombres rationnels I'équation

?(xy) = 03
gtwppmomqmnnlam mﬁﬂnﬂﬁﬂ&lﬂem=¢,w.ﬁm
seule valeur rationnelles de ¥y = 5; (2 étant un nombre plus grand que
Punité) en différentiant I'équation proposée par rapport & x, et cherohant
le plus grand commun diviseur A, entre
2222 o 95y

on aura A=F(x,y), et il y aura un reste R=/f(¥) qui ne contiendra
plus =, et qui per supposition devra se réduire & zéro. Si I'on fait per
conséquent f(¥) =0, on cherchera les racines rationnelles y = b, y =3, ,
y=2b,, .... eto., de cette équation, lorsqu’ll en existe, et en substituant
sucoessivement b, b,, b,, .... eto., pour y dans Pexpression de A on
aura les équations
F(x,b)=0; F(x,5)=0; F(z,5)=0;.... et
que l'on tichera de réduire & la forme (r—a)**=0; et on trouvera de
oette manicre les valeurs multiples de « que I'on cherche.
Si I'on avait identiquement R =0, on trouverait I'équation
A =Flz,y) = (==Y~ = 0,

qui devrait exister en méme tems que I'équation @ (x,y) =0, et qui en
serait un factenr: I'on ne pourrsit donc pas déterminer de cette maniére
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1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu’un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* & n selon tout module premier impair p’ inférieur & /n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire a n de p est composé.

Ezxemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de (Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement & chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fx = 0 et a 2P~! = 1”. Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entieres d’une équation polynomiale
et qui est fournie en annexe.

On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale

(x=3)(z=5)(z—7)(x—11) =0.

En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
xt — 262° 4 23627 — 886 + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11.

236 =3.5+3.7+3.11+5.7+5.11+ 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 4+ 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :

2T(n=2)-1 m(n—2)—2 m(n—2)—-3 =21

—01.T + o02.7 — 03.T

La plus grande puissance de x est w(n — 2) — 1 parce que la décomposition 1 4+ (n — 1) n’est jamais
considérée comme une décomposition de Goldbach’, le —1 servant & éliminer le nombre premier 2. Les
nombres o; désignent respectivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous
les nombres premiers impairs considérés. Par exemple, o1 = p1 + p2 + p3s + pg... = 3 +5+ 7+ 11..,,
09 = p1p2 + p1p3 + ... + P2p3 + p2ps + ... et le dernier sigma est le produit de tous les nombres premiers
impairs inférieurs a n — 2.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre I'un des nombres premiers
3, 5, 7ou 11, on utilise la méme équation polynomiale en remplagant x par n — x :

(n—2) =3)((n—2) =5)((n—2) = 7)((n —2) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n —z)* —26(n — 2)* +236(n — 2)* — 886(n — z) + 1155 = 0.
L’élévation aux différentes puissances du monome n — 2 donne les résultats ci-dessous :

(n—2)* = 2% — dna® + 6n22% — 4ndx + nt.
(n—z)® = —2% + 3nz? — 3n2x + ns.
n—x)%=n? - 2nx + 2%

( )

On reconnait les coefficients du binéme C{ dans I’élévation de n — z & la puissance 3.

Si on développe et qu’on regroupe ensemble les coefficients concernant une méme puissance de x, on ob-
tient :
ot (—4n+26) 23+ (61> —78n+236) 2?4 (—4n>+78n —472n+886) x+ (n* —26n34+236n* —886n+1155) = 0

On reconnait dans la derniére parenthese le polynéme initial dans lequel x a été remplacé par n. Puis pour
les coefficients des puissances supérieures de x, on voit qu’on dérive successivement le polynéme initial
puis les polyndmes obtenus, qu’on prend 'opposé du résultat a chaque fois et qu’on divise successivement
les résultats intermédiaires par 2, 3, etc.

Le polynome initial est :
nt — 2613 4+ 23612 — 886n + 1155

On le dérive et on en prend 'opposé :
—A4n® + 7T8n” — 472n + 886
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 2 :
6n* — 78n + 236
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 3 :

—4n + 26

(—1)"P™) (2)
n!

Les coefficients d’expression sont appelés coefficients du développement de Taylor.

Les résultats de la théorie de Galois sur la résolubilité des équations polynomiales ne pourraient-ils pas
étre utilisés ici pour montrer que notre systeme de deux équations admet toujours une solution en z au
moins ?...}

fméme si Cantor la comptait comme telle.

1En annexe, on fournit les équations polynomiales de degré 5 qui permettent laborieusement de trouver les décomposants
de Goldbach des nombres 14 et 16 qui ont comme nombres premiers impairs inférieurs a eux les nombres premiers 3,5,7,11
et 13 (!).



3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (x — 3)(x — 5)(z — 7) = 0 se développe en x® — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :

—2% 4+ (3n — 15)2% + (=3n2 + 30n — T1)x + (n® — 15n% + 7T1ln — 105) = 0.

Si on remplace n par 8, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 7lz — 105 =0
234922 - 2324+ 15=0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8.

Si on remplace n par 10, on aboutit au systeme :

28 — 1522 + Tlz — 105 =0
—23 + 1522 — 7Tl +105=0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systeéme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.

4 Passer d’un degré au degré supérieur

Considérons d’abord les deux premieres équations des deux systemes pour les degrés 4 et 5. On passe de
I’équation :
4 2
r — 0'1,4]33 + 024 — 034% + 044 = 0
a I'équation :

z° — 01751:4 + 02,51‘3 — 0375x2 + 045 —055=0

Les coefficients de I’équation de degré 5 ont été obtenus ainsi & partir de ceux de I’équation de degré 4.

015 =014 +D5
0255 =024 +014.P5
035 =034 +024.P5
045 =044 +034.D5
055 = 04,4-P5
ieme

Plus généralement, si p; désigne le p nombre premier impair,

01 =01,i-1 +pi
024 = 02,1 +01,i-1-Pi
03,i = 03,i—1 +02,i—1-Di

Oi—14 =011 +0;-2;-1-Di
O = +0i—1,i-1-Pi
Considérons maintenant les deux secondes équations des deux systemes :

Peut-étre est-ce a cause de ce mécanisme de passage d'un degré au degré supérieur que les équations sont
toujours résolubles 7...
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Annexe 1 : extrait du Mémoire sur la théorie des nombres de
Libri qui explique comment trouver les solutions entieres d’une

équation

—_— 4 —

limite n. Il faut remarquer surtout que les coefficiens des variables z, ¥y,
Zy +es. 6tC., dans le’développement en série de l'imtégrale qui forme le
premier membre de I'équation (13.), sont tels quen calculant un certain
nombre de termes, il ne reste i peu prés que ce quil faut pour donmer
le nombre des solutions de I'équation proposée. C'est de cette considé-
ration, et de 'examen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'ex-
priment aussi par des intégrales définies) que I'on pourrait déduire des con-
sidérations qui jetteraient beaucoup de lumiére sur la marche de la fono-
tion représentée par la formule (13.): mais ces recherches ne sauraient
trouver place ici, et nous les exposerons dans un travail particulier.

Cet apergu suffirait déji pour montrer de quelle maniére on powr-
rait réduire la théorie des nombres i l'analyse ordinaire: mais nous allons
reprendre maintenant cette question dans toute sa généralité.

Ktant proposée une équation 3 plusieurs inconnues & résoudres en
nombres rationnels, fractionnaires ou entiers, on pourra toujours la pré-
parer de maniére que tous les nombres cherchés doivent étre entiers et
positifs : puisqu'en général, si équation proposée est de la forme

P (@7, % 0 e ote) = O,
et que l'on cherche pour =, y, %, .... etc., des valeurs fractionnaires,
en faisant :

dans laquelle il ne faudra chercher pour
Xy Xyy Y13 Yis Tiy Ty vevse etc.,

. que des valeurs entiéres: et dailleurs #'il y avait des solutions négatives
on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous suppose-
rons par conséquent que ces réductions soient toujours effectuées dans les
équations dont nous chercherons la résolution.

Soit proposé de résoudre en nombres entiers et positifs I'équation

Q@ y % eercete) =0

" que nous représenterons comme auparavant par §=0. Avec les métho-
des connues on s'arréte li, et on tiche de résoudre oette équation en
saidant de la forme particuliére de ses coefficiens. Mais Péquatiou §=0,
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inconnues,



s W e

et n'indique pas que ces inoconnues ne doivent recevoir que des valeurs
entiéres et positives: pour exprimer cette derniére condition I'on suppo-
sera d'abord que Fon veuills trouver toutes les solutions qui s'obtienneut
en donnent & = des valeurs moindres quune limite donnée a; & y des
valeurs plus petites que b; & z des valeurs moindres que c; et ainsi de
m:ﬂ,ﬁ,c;---;m,maﬁmmbmmam Ilﬂtdli!
qu'dk oet effet I'on devra donner & x, y, %, +s.. efo., toutes les valeurs
=012 3 cs00se.a—13
r=ﬂ,l,2,3,.....p.5—'l;
#=ﬂ,i,2,3,---;--nc—1;
Il‘lf'l'i.lnl"llietul;
et faire toutes les combinaisons possibles dans I'équation @ = 0. On ob-
mmq.mtmﬂumvﬂmdaxnmrmntpamlumﬂe

Bogmeion X =zgxz—1)(r—2Divses(x—(a—1)) = 0;
et que de mémes les valeurs de y et de z seront comprises parmi les ra-
cines des équations
Y=y (r—1) (y—Dereee(r—(b—1)) = 0;
Z=z(z—1)(z2—ecsus (z—(c—1)) = 0;
P - (9
Les équations précédentes expriment les conditions que = soit un
nombre entier positif moindre que o; que ¥ soit un nombre entier posi=
tif moindre que &; et ainsi de suite. Ces équations dont le nombre est
égal & celui des inconnues, étant combindes aveo I'équation @ =0, four-
nissent toutes les conditions du probléme; de maniére qu'ayant un nombre
total d'équations qui surpasse de Punité le nombre des inconnues, le pro-
bléme sera plus que déterminé; en éliminant suocessivement toutes les
inconnues entre ces équations, on aura une autre équation de condition
F=0, qui comprendra les limites a, , c,.... etr., assignées aux varia-
bles, et les coefficiens de I'équation propesée; et qui exprimera la rela-
tion qui doit exister entre ces quantités afin que le probléme soit réso-
luble. Lorsque Péquation de condition sera satisfaite, et que l'on sera
assuré que D'équation proposé peut étre résolue, on reprendra I'une des
équations & une seule inconnue que I'on a obtenues par I'élimination avant
ﬂepﬂ?mrﬁl’équso. Soit X, = 0, celte équation en = seul;



SUY " G—

mMﬂthplﬂsg:nlﬂMmmmx=0,atx,=ﬂ,u
aura une équation de la forme X,=0, qui ne contiendra que I'inconnue
=, et dont le degré sera égal au nombre des valeurs de = qui satisfont &
l’éqmﬁou pmpuée;atanr&oinnti'éqmﬁanx,=o,mmmh
valeurs de » qui satisfont & Péquation §=10. On pourrait trouver de
méme les valeurs des autres inoonnues, qui résolvent I'équation proposée;
et Pon voit que ce principe s'applique encore & la recherche directe des
racines rationnelles d’'une équation 4 une seule inconnue; car ce probléme
aussi dépend de la théorie des nombres.

Avec la méthode que nous venmons d'indiquer, on a seulement les
racines inégales; mais sil y a des racines égales, elles peuvent se trouver
avec facilité de la maniére suivante. Nous supposerons d'abord, pour sim-
plifier la question, quil s'agisse d'une équation & deux inconnues seule-
ment; puisque la méthode est absolument la méme lorsque le nombre des
variables est plus grand.

Maintenant soit proposé de résoudre en nombres rationnels I'équation

?(xy) = 03
gtwppmomqmnnlam mﬁﬂnﬂﬁﬂ&lﬂem=¢,w.ﬁm
seule valeur rationnelles de ¥y = 5; (2 étant un nombre plus grand que
Punité) en différentiant I'équation proposée par rapport & x, et cherohant
le plus grand commun diviseur A, entre
2222 o 95y

on aura A=F(x,y), et il y aura un reste R=/f(¥) qui ne contiendra
plus =, et qui per supposition devra se réduire & zéro. Si I'on fait per
conséquent f(¥) =0, on cherchera les racines rationnelles y = b, y =3, ,
y=2b,, .... eto., de cette équation, lorsqu’ll en existe, et en substituant
sucoessivement b, b,, b,, .... eto., pour y dans Pexpression de A on
aura les équations
F(x,b)=0; F(x,5)=0; F(z,5)=0;.... et
que l'on tichera de réduire & la forme (r—a)**=0; et on trouvera de
oette manicre les valeurs multiples de « que I'on cherche.
Si I'on avait identiquement R =0, on trouverait I'équation
A =Flz,y) = (==Y~ = 0,

qui devrait exister en méme tems que I'équation @ (x,y) =0, et qui en
serait un factenr: I'on ne pourrsit donc pas déterminer de cette maniére



Annexe 2 : exemples de degrés 4 et 5

Si on résoud les équations dont on a calculé les coefficients en remplacant n successivement par les valeurs
12 (équations de degré 4 car il y a 4 nombres premiers impairs inférieurs & 12 qui sont 3,5,7 et 11) puis
par les valeurs 14 et 16 pour n (équations polynomiales de degré 5 car on a rajouté le nombre premier
impair 13) avec un outil tel que l'outil libre Sage qui permet la résolution d’équations polynomiales, on
arrive a résoudre les systémes ci-dessous.

Pour n = 12, il faut résoudre le systéme :

xt — 2627 + 23622 — 8862 + 1155 = 0
2t 4+ (26 — 4n)a® + (6n% — T8n + 236)x2 + (—4n> + 78n2% — 472n + 886)x + (n* — 260> + 23612 — 886n + 1155) = 0

qui se ramene au systeme :

z* — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 =0
xt — 2223 + 16422 — 4582 + 315 =0

Les seules valeurs de x qui conviennent sont bien 5 et 7 qui sont bien les décomposants de Goldbach
de 12.

Calculons les équations pour le degré 5 (nombres premiers impairs 3, 5, 7, 11 et 13).
2° — 39x* + 5742® — 395422 + 12673z — 10725 = 0

avec

3+54+7+114+13=39

3543 7+311+313+5.7+5.11+5.13+ 711+ 713+ 11.13 =574
3.5.74+3511+3513+3.7114+3.7.13+3.11.13 4+ 5.7.11 + 5.7.13 + 5.11.13 + 7.11.13 = 3954
3.5.7.11 4 3.5.7.13 + 3.5.11.13 4+ 3.7.11.13 + 5.7.11.13 = 12673

3.5.7.11.13 = 15015.

En remplacant & par n —x, on obtient le polynéme suivant dont on cherche quelles valeurs de x I’annulent.

b

+(5n -39) ot

+(=10n%  +156n  —574)  2°

+(10n®  —234n2?  +1722n  —3954) a2

+(=bn*  +156n° —1722n>  +7908n —12673) !
+(n®  —=39n* +574n3  —3954n? +12673n —15015)

Pour n = 14 ou n = 16, il faut résoudre le systeme :

2% — 392% 4 5742% — 395422 + 126737 — 15015 = 0
—2° + (5n — 39)x* 4+ (—10n2 + 156n — 574)2® + (10n3 — 234n? + 1722n — 3954)22+
(—5n* + 156n% — 172202 + 7908n — 12673)x + (n® — 39n* + 574n3 — 3954n? + 12673n — 15015) = 0

qui se rameéne dans le cas de n = 14 au systeme :

x® — 39z* + 57423 — 395422 4+ 12673z — 15015 =0
—x® 4+ 31z* — 35023 + 173022 — 3489x + 2079 = 0

Les seules valeurs de x qui conviennent sont 3,7 et 11, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 14.

Pour n = 16, le systéme final a résoudre est :

2% — 392% + 57423 — 395422 4 12673z — 15015 = 0
—z® 4+ 412* — 63823 + 465422 + 15681z — 19305 = 0

Les seules valeurs de & qui conviennent sont 3,5, 11 et 13, qui sont bien les décomposants de Goldbach de
16.



Conjecture de Goldbach et résidus quadratiques

Denise Vella-Chemla

28/10/2011

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers.

On rappelle que p est un décomposant de Goldbach de n si p est un nombre premier incongru* a n selon
tout module premier inférieur & /n.

VYn>6, n = p+gq, petqpremiersimpairs <= VYq<+/n, p#n (modq)t

Un décomposant de Goldbach de n, s’il existe, est un élément du groupe des unités (Z/nZ)*. Son
complémentaire a n appartient lui aussi au groupe des unités. Le groupe des unités forme un sous-groupe
de (Z/nZ, x). Son ordre divise 'ordre du groupe en question. Il y a donc au plus ¢(n)/2 décompositions
qui sont constituées de deux sommants qui sont tous les deux des unités. Par le principe des tiroirs, cela
entraine dans la plupart des cas qu’il y a au plus un résidu quadratique par colonne (ou inversement, au
moins un non-résidu par colonne) ; remarque : cela n’est pas le cas lorsque les résidus quadratiques sont
“en face”, ce qui arrive & chaque fois que n est de la forme 2p{*p3? ... pi** avec tous les p; de forme 4n+ 1.
Dans la plupart des cas donc, une décomposition de Goldbach a I'un de ses deux sommants qui est un
non-résidu quadratique (cf en Annexe 2 les décompositions de Goldbach des nombres pairs n de 8 & 100
constituées d’un sommant non-résidu quadratique de n).

2 Tentative de démonstration

Il reste a comprendre, et c’est 1a ’essentiel, pourquoi I'un des nombres premiers non-résidus de n est
forcément incongru & n selon tous les nombres premiers impairs inférieurs & /n.
Pour cela, on aimerait utiliser un extrait du Mémoire sur la théorie des nombres de Libri [1] (4° de la page
en annexe) qui énonce En multipliant le résidu quadratique a,., successivement par tous les non-résidus
quadratiques,

b1,b2,b3,...,by,...,bp,

on aura de nouveau, apres avoir divisé tous les produits par n, p restes différents, qui seront tous les
non-résidus quadratiques de n.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.
TPar exemple, 98 a pour plus petit décomposant de Goldbach 19 parce que 3, 5, 7, 11, 13 et 17 sont tous congrus & 98
selon ”quelqu’un”.

98 = 2.72.
98 = 3 (mod 5).
98 =5 (mod 3).
98 =7 (mod 7).

98 = 11 (mod 3).
98 = 13 (mod 5).
98 = 17 (mod 3).



On peut représenter cela de la maniere suivante :

n n} (mod n)
ng nh (mod n)
T =
ng ny, (mod n)
avec 1 désignant un résidu quadratique de n, ny,...,n; désignant les non-résidus quadratiques de n et les

n} étant une substitution des n;.
Si I'on note f, : N;, — N, la substitution en question, au bout d’un certain nombre d’applications de f,,
on va retrouver ’ensemble de non-résidus dans ’ordre initial, ce que 'on écrit :

Im, (f-)™ = 17, -

La contradiction pourrait peut-étre venir du fait que n étant un résidu quadratique particulier de n, on peut
multiplier I’ensemble des non-résidus par ce résidu particulier en place de r, mais comme n = 0 (mod n),

les non-résidus vont “étre absorbés” par cette multiplication par n et on ne va pas pouvoir trouver tous
les non-résidus, & de multiples substitutions pres, au fur et & mesure de I'application de f;..

On pourrait alors dire qu’il existe un nombre premier (il se trouve que c’est un non-résidu quadratique
de n) incongru & n selon tout nombre premier inférieur & \/n (Le probléme vient ici du fait qu’on n’a pas
travaillé modulo des nombres premiers inférieurs & y/n mais modulo n, ce qui ne va pas.). Si on trouvait le
moyen d’aboutir a une contradiction en partant de ’hypothése que tous les nombres premiers non-résidus
quadratiques de n ne peuvent étre simultanément congrus & n selon un certain module chacun, un nombre
premier non-résidu quadratique de n aurait son complémentaire & n qui serait premier également et il
fournirait une décomposition de Goldbach de n.

Bibliographie

[1], Guillaume Libri, Mémoire sur la théorie des nombres, in Mémoires de mathématiques, extraits du
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, publié par A.L. Crelle, Berlin, 1835, p.44.



Annexe 1 : page 44 du Mémoire sur la théorie des nombres de
Guillaume Libri

hl’ 5!’ il’ amew &., seEw i”

les p non-résidus quadratiques, on aura les équations
?ME'::“—E ¥ m.ﬂn..s; ’f‘ﬁnﬂs'n_ 9 Z 2:.5'

n n )
"'i“(m":' 2”“").= T o _;_ T( 2«..:- 25. =T ing;?_
= y=i

3°. En mulhpﬁnnt mt un rﬁiﬂu qnadﬂtl'qna quelconque
a,, par tous les autres, on aura la série
nrra:.l arull nrﬂl:l sasw arﬂp’

qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par 7, p restes dif-

férens, qui seront tous les résidus quadratiques de 2 disposés dans un
ordre quolcanqua, d'ot 'on déduira

T coedae ‘_2"E"uu L _2'?' 2o

30- :::I L
T .miini—"=2 f' .inﬁ'-_:':!=2 i' -i-?i;ﬁ.

4°. En multipliant le résidu quadratique a,, sucocessivement par tous
les non-résidus quadratiques
i‘., b.., &’.’ T 5.’ saee &P’
on aura de nouveau, aprés avoir divisé tous les produits par 7, p restes
différens, qui seront tous les non-résidus quadratiques de 7, et on trouvera

F odehit T g 20,
31 2

? Eurb.ll '? . Ehs

5°. En multipliant le non=- réddu qudraﬁqneb,, suocessivement par
tous les résidus quadratiques

By Oy B33 sane Ouy nene Oy
et divisant tous les produits par 2, on sura pour restes tous les non-ré-
sidus quadratiques; et par conséquent om obtiendra

'T"mib.m!

P i
E" nbr.u’ .“251‘”.

32.

6°. Enﬂnmmuluplunimuummtun non-résidu guadretique
quelconque b,, par tous les non-résidus quadratiques
bll &ll '&II "haw ill] L LR ‘F!‘



Annexe 2 : Illustration de I’énoncé “On trouve toujours un nom-
bre premier non-résidu de n qui fournisse une décomposition de
Goldbach de n” pour les nombres pairs de 8 a 100

8, 3 N 8, 345.
12, 5 N 12, 5+7.
16, 3 N 16, 3+13.
18, 5 N 18, 5+13.
20, 3 N 20, 3+17.
24, 5 N 24, 5+19.
28, 5 N 28, 5+23.
30, 17 N 30, 17+13.
32, 3 N 32, 3+29.
36, 5 N 36, 5+31.
40, 3 N 40, 3+37.
42,5 N 42, 5+37.
44, 3 N 44, 3+41.
48, 5 N 48, 5+43.
50, 3 N 50, 3+47.
52,5 N 52, 5+47.
54, 11 N 54, 11+43.
56, 3 N 56, 3+53.
60, 17 N 60, 17-+43.
64, 3 N 64, 3+61.
66, 29 N 66, 20-+37.
68, 7 N 68, 7+61.
70, 17 N 70, 17+73.
72,5 N 72, 5+67.
76, 23 N 76, 23+53.
78,5 N 78, 5+73.
80, 7 N 80, 7+73.
84, 5 N 84, 5+79.
88, 17 N 88, 17-+71.
90, 17 N 90, 17-+73.
92, 19 N 92, 19-+73.
96, 17 N 96, 17-+79.
98, 19 N 98, 19-+79.
100, 3 N 100, 3+97.



Résoudre un systeme d’équations algébriques
pour trouver un décomposant de Goldbach d'un nombre pair

Denise Vella-Chemla

27/10/2011

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu’un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* & n selon tout module premier impair p’ inférieur & /n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire a n de p est composé.

Ezxemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de (Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement & chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fr = 0 et ¢ =1 = 1. Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entieres d’une équation polynomiale
et qui est fournie en annexe.

On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale

(x=3)(z=5)(z—7)(x—11) =0.

En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
xt — 262° 4 23627 — 886 + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11.

236 =3.5+3.7+3.11+5.7+5.11+ 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 4+ 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :

2T(n=2)-1 m(n—2)—2 m(n—2)—-3 =21

—01.T + o02.7 — 03.T

La plus grande puissance de x est w(n — 2) — 1 parce que la décomposition 1 4+ (n — 1) n’est jamais
considérée comme une décomposition de Goldbach’, le —1 servant & éliminer le nombre premier 2. Les
nombres o; désignent respectivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous
les nombres premiers impairs considérés. Par exemple, o1 = p1 + p2 + p3s + pg... = 3 +5+ 7+ 11..,,
09 = p1p2 + p1p3 + ... + P2p3 + p2ps + ... et le dernier sigma est le produit de tous les nombres premiers
inférieurs a n — 2.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre I'un des nombres premiers
3, 5, 7ou 11, on utilise la méme équation polynomiale en remplagant x par n — x :

(n—2) =3)((n—2) =5)((n—2) = 7)((n —2) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n —z)* —26(n — 2)* +236(n — 2)* — 886(n — z) + 1155 = 0.
L’élévation aux différentes puissances du monome n — 2 donne les résultats ci-dessous :

(n—2)* = 2% — dna® + 6n22% — 4ndx + nt.
(n—z)% = —2% + 3nz? — 3n2x + ns.
n—x)%=n? - 2nx + 2%

( )

On reconnait les coefficients du binéme C{ dans I’élévation de n — z & la puissance 3.

Si on développe et qu’on regroupe ensemble les coefficients concernant une méme puissance de x, on ob-
tient :
ot (—4n+26) 23+ (61> —78n+236) 2?4 (—4n>+78n —472n+886) x+ (n* —26n34+236n* —886n+1155) = 0

On reconnait dans la derniére parenthese le polynéme initial dans lequel x a été remplacé par n. Puis pour
les coefficients des puissances supérieures de x, on voit qu’on dérive successivement le polynéme initial
puis les polyndmes obtenus, qu’on prend 'opposé du résultat a chaque fois et qu’on divise successivement
les résultats intermédiaires par 2, 3, etc.

Le polynome initial est :
nt — 2613 4+ 23612 — 886n + 1155

On le dérive et on en prend 'opposé :
—A4n® + 7T8n” — 472n + 886
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 2 :
6n* — 78n + 236
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 3 :

—4n + 26

(—1)"P™) (2)
n!

Les coefficients d’expression sont appelés coefficients du développement de Taylor.

Les résultats de la théorie de Galois sur la résolubilité des équations polynomiales ne pourraient-ils pas
étre utilisés ici pour montrer que notre systeme de deux équations admet toujours une solution en z au
moins ?...}

fméme si Cantor la comptait comme telle.

1En annexe, on fournit les équations polynomiales de degré 5 qui permettent laborieusement de trouver les décomposants
de Goldbach des nombres 14 et 16 qui ont comme nombres premiers impairs inférieurs a eux les nombres premiers 3,5,7,11
et 13 (!).



3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (x — 3)(x — 5)(z — 7) = 0 se développe en x® — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :

—23 4+ (3n — 15)2% + (=3n? + 30n — 1)z + (n® — 1502 + 71n — 105) = 0.

Si on remplace n par 8, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 71z — 105 =0
—23 4922 —23x 4+ 911 =0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8.

Si on remplace n par 10, on aboutit au systeme :

23— 1522 +71le — 105 =0
—23 + 1522 — 7l +105=0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systeme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.

Bibliographie

[1], Evariste Galois, Sur la théorie des nombres, Bulletin des Sciences mathématiques de M. Férussac,
tome XIII, page 428, juin 1830. Note de J. Liouville : ce mémoire fait partie des recherches de M. Galois
sur la théorie des permutations et des équations algébriques.

[2], Guillaume Libri, Mémoire sur la théorie des nombres, in Mémoires de mathématiques, extraits du
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, publié par A.L. Crelle, Berlin, 1835, p.44.



Annexe 1 : extrait du Mémoire sur la théorie des nombres de
Libri qui explique comment trouver les solutions entieres d’une

équation

—_— 4 —

limite n. Il faut remarquer surtout que les coefficiens des variables z, ¥y,
Zy +es. 6tC., dans le’développement en série de l'imtégrale qui forme le
premier membre de I'équation (13.), sont tels quen calculant un certain
nombre de termes, il ne reste i peu prés que ce quil faut pour donmer
le nombre des solutions de I'équation proposée. C'est de cette considé-
ration, et de 'examen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'ex-
priment aussi par des intégrales définies) que I'on pourrait déduire des con-
sidérations qui jetteraient beaucoup de lumiére sur la marche de la fono-
tion représentée par la formule (13.): mais ces recherches ne sauraient
trouver place ici, et nous les exposerons dans un travail particulier.

Cet apergu suffirait déji pour montrer de quelle maniére on powr-
rait réduire la théorie des nombres i l'analyse ordinaire: mais nous allons
reprendre maintenant cette question dans toute sa généralité.

Ktant proposée une équation 3 plusieurs inconnues & résoudres en
nombres rationnels, fractionnaires ou entiers, on pourra toujours la pré-
parer de maniére que tous les nombres cherchés doivent étre entiers et
positifs : puisqu'en général, si équation proposée est de la forme

P (@7, % 0 e ote) = O,
et que l'on cherche pour =, y, %, .... etc., des valeurs fractionnaires,
en faisant :

dans laquelle il ne faudra chercher pour
Xy Xyy Y13 Yis Tiy Ty vevse etc.,

. que des valeurs entiéres: et dailleurs #'il y avait des solutions négatives
on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous suppose-
rons par conséquent que ces réductions soient toujours effectuées dans les
équations dont nous chercherons la résolution.

Soit proposé de résoudre en nombres entiers et positifs I'équation

Q@ y % eercete) =0

" que nous représenterons comme auparavant par §=0. Avec les métho-
des connues on s'arréte li, et on tiche de résoudre oette équation en
saidant de la forme particuliére de ses coefficiens. Mais Péquatiou §=0,
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inconnues,
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et n'indique pas que ces inoconnues ne doivent recevoir que des valeurs
entiéres et positives: pour exprimer cette derniére condition I'on suppo-
sera d'abord que Fon veuills trouver toutes les solutions qui s'obtienneut
en donnent & = des valeurs moindres quune limite donnée a; & y des
valeurs plus petites que b; & z des valeurs moindres que c; et ainsi de
m:ﬂ,ﬁ,c;---;m,maﬁmmbmmam Ilﬂtdli!
qu'dk oet effet I'on devra donner & x, y, %, +s.. efo., toutes les valeurs
=012 3 cs00se.a—13
r=ﬂ,l,2,3,.....p.5—'l;
#=ﬂ,i,2,3,---;--nc—1;
Il‘lf'l'i.lnl"llietul;
et faire toutes les combinaisons possibles dans I'équation @ = 0. On ob-
mmq.mtmﬂumvﬂmdaxnmrmntpamlumﬂe

Bogmeion X =zgxz—1)(r—2Divses(x—(a—1)) = 0;
et que de mémes les valeurs de y et de z seront comprises parmi les ra-
cines des équations
Y=y (r—1) (y—Dereee(r—(b—1)) = 0;
Z=z(z—1)(z2—ecsus (z—(c—1)) = 0;
P - (9
Les équations précédentes expriment les conditions que = soit un
nombre entier positif moindre que o; que ¥ soit un nombre entier posi=
tif moindre que &; et ainsi de suite. Ces équations dont le nombre est
égal & celui des inconnues, étant combindes aveo I'équation @ =0, four-
nissent toutes les conditions du probléme; de maniére qu'ayant un nombre
total d'équations qui surpasse de Punité le nombre des inconnues, le pro-
bléme sera plus que déterminé; en éliminant suocessivement toutes les
inconnues entre ces équations, on aura une autre équation de condition
F=0, qui comprendra les limites a, , c,.... etr., assignées aux varia-
bles, et les coefficiens de I'équation propesée; et qui exprimera la rela-
tion qui doit exister entre ces quantités afin que le probléme soit réso-
luble. Lorsque Péquation de condition sera satisfaite, et que l'on sera
assuré que D'équation proposé peut étre résolue, on reprendra I'une des
équations & une seule inconnue que I'on a obtenues par I'élimination avant
ﬂepﬂ?mrﬁl’équso. Soit X, = 0, celte équation en = seul;
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mMﬂthplﬂsg:nlﬂMmmmx=0,atx,=ﬂ,u
aura une équation de la forme X,=0, qui ne contiendra que I'inconnue
=, et dont le degré sera égal au nombre des valeurs de = qui satisfont &
l’éqmﬁou pmpuée;atanr&oinnti'éqmﬁanx,=o,mmmh
valeurs de » qui satisfont & Péquation §=10. On pourrait trouver de
méme les valeurs des autres inoonnues, qui résolvent I'équation proposée;
et Pon voit que ce principe s'applique encore & la recherche directe des
racines rationnelles d’'une équation 4 une seule inconnue; car ce probléme
aussi dépend de la théorie des nombres.

Avec la méthode que nous venmons d'indiquer, on a seulement les
racines inégales; mais sil y a des racines égales, elles peuvent se trouver
avec facilité de la maniére suivante. Nous supposerons d'abord, pour sim-
plifier la question, quil s'agisse d'une équation & deux inconnues seule-
ment; puisque la méthode est absolument la méme lorsque le nombre des
variables est plus grand.

Maintenant soit proposé de résoudre en nombres rationnels I'équation

?(xy) = 03
gtwppmomqmnnlam mﬁﬂnﬂﬁﬂ&lﬂem=¢,w.ﬁm
seule valeur rationnelles de ¥y = 5; (2 étant un nombre plus grand que
Punité) en différentiant I'équation proposée par rapport & x, et cherohant
le plus grand commun diviseur A, entre
2222 o 95y

on aura A=F(x,y), et il y aura un reste R=/f(¥) qui ne contiendra
plus =, et qui per supposition devra se réduire & zéro. Si I'on fait per
conséquent f(¥) =0, on cherchera les racines rationnelles y = b, y =3, ,
y=2b,, .... eto., de cette équation, lorsqu’ll en existe, et en substituant
sucoessivement b, b,, b,, .... eto., pour y dans Pexpression de A on
aura les équations
F(x,b)=0; F(x,5)=0; F(z,5)=0;.... et
que l'on tichera de réduire & la forme (r—a)**=0; et on trouvera de
oette manicre les valeurs multiples de « que I'on cherche.
Si I'on avait identiquement R =0, on trouverait I'équation
A =Flz,y) = (==Y~ = 0,

qui devrait exister en méme tems que I'équation @ (x,y) =0, et qui en
serait un factenr: I'on ne pourrsit donc pas déterminer de cette maniére



Annexe 2 : nos deux équations pour le degré 5

2® — 392 + 5742 — 395422 4+ 12673z — 10725 = 0

avec

3+54+7+114+13=39

3543 7+311+313+5.74+5.114+5.134+ 71147134+ 11.13 =574
3.5.74+35.11+3.513+3.7114+3.7.13 4+ 3.11.13 4+ 5.7.11 + 5.7.13 + 5.11.13 + 7.11.13 = 3954
3.5.7.11+4+3.5.7.13 +3.5.11.13 + 3.7.11.13 + 5.7.11.13 = 12673

3.5.7.11.13 = 10725.

En remplacant & par n —x, on obtient le polynéme suivant dont on cherche quelles valeurs de x I’annulent.

5
—T
(5n -39) 2t
~ o (=10n®  +156n  —574)  a?
(10n®  —234n%  +1722n  —3954) 22
(=5n* +156n3 —1722n%  +7908n —12673) !
)

(n® —39n* +574n® —3954n% +12673n —10725



Conjecture de Goldbach d'un point de vue analytique

Denise Vella-Chemla

31/10/2011

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers.

On rappelle que p est un décomposant de Goldbach de n si p est un nombre premier incongru* a n selon
tout module premier inférieur a /n.

Vn>6, n = p+gq, petqpremiersimpairs <= VYq<+/n, p#n (modq)t

On note 7(z; ¢, a) Pensemble des nombres premiers p < x tels que p = a (mod q).

Théoreme de Brun-Titchmarsh : Soit ¢ > 1 un entier et a un entier premier a ¢q. Pour M et N deux
entiers > 1, le nombre Z de nombres premiers congrus & a modulo g et dans U'intervalle [M + 1, M + N]
est au plus ——2_ .

#(q)In(N/q)

2x

m(x;q,a) < ——————— pour tout x > q.
( ) e(q)in(z/q)

Si on note NbGoldbach(n) le nombre de décompositions de Goldbach de n, on a vu qu’il suffit d’enlever
de I’ensemble des nombres premiers inférieurs & n/2 dont le nombre est 7(n/2) (qui tend vers % selon
le théoréme d’Hadamard-De La Vallée Poussin) le nombre de nombres premiers & n/2 et congrus a n/2
modulo chacun des nombres premiers p; inférieur & /n.

On obtient finalement le résultat :

’I"L2

- 2in(n/2) [1,, ¢(pi)in(n/2p;)

p; désignant tout nombre premier impair inférieur a /n.

NbGoldbach(n)

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.
fPar exemple, 98 a pour plus petit décomposant de Goldbach 19 parce que 3, 5, 7, 11, 13 et 17 sont tous congrus & 98
selon ”quelqu’un”.

98 = 2.72.
98 = 3 (mod 5).
98 =5 (mod 3).
98 =7 (mod 7).

98 = 11 (mod 3).
98 = 13 (mod 5).
98 = 17 (mod 3).



Résoudre un systeme d’équations algébriques
pour trouver un décomposant de Goldbach d'un nombre pair

Denise Vella-Chemla

27/10/2011

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu’un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* & n selon tout module premier impair p’ inférieur & /n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire a n de p est composé.

Ezxemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de (Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement & chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fx = 0 et a 2P~! = 1”. Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entieres d’une équation polynomiale
et qui est fournie en annexe.

On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale

(x=3)(z=5)(z—7)(x—11) =0.

En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
xt — 262° 4 23627 — 886 + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11.

236 =3.5+3.7+3.11+5.7+5.11+ 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 4+ 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :

2T(n=2)-1 m(n—2)—2 m(n—2)—-3 =21

—01.T + o02.7 — 03.T

La plus grande puissance de z est m(n — 2) — 1 parce que la décomposition 1 4+ (n — 1) n’est jamais
considérée comme une décomposition de Goldbach®, le —1 servant & éliminer le nombre premier 2. Les
nombres o; désignent respectivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous
les nombres premiers impairs considérés. Par exemple, 01 = p1 +p2 + p3s + pg... = 3 +5+ 7+ 11..,
09 = p1p2 + P1p3 + ... + P2p3 + papa + ... et le dernier sigma est le produit de tous les nombres premiers
impairs inférieurs a n — 2.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre I'un des nombres premiers
3, 5, 7ou 11, on utilise la méme équation polynomiale en remplacant & par n — x ; si 'on considere les 4
premiers nombres premiers impairs seulement, ’équation polynomiale devient :

((n—2) =3)((n—2) =5)((n—2) = 7)((n —x) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n—z)* —26(n — 2)* +236(n — 2)* — 886(n — x) + 1155 = 0.
L’élévation aux différentes puissances du monome n — x donne les résultats ci-dessous :

(n—z)* = 2% — 4na® + 6n%2? — 4ndz + nt.
(n—2)% = -2 + 3nx? — 3n%z + nd.
(n—12)? =n? - 2nz + 2%

On reconnait les coefficients du binéme C{ dans I’élévation de n — z & la puissance 3.

Si on développe et qu’on regroupe ensemble les coefficients concernant une méme puissance de x, on ob-
tient :

ot (—4n—+26) 23 +(6n2 —78n+236) 2% +(—4n> +78n? —472n+886 )+ (n! —26n>+-236n? —886n+1155) = 0

On reconnait dans la derniére parenthese le polynéme initial dans lequel = a été remplacé par n. Puis pour
les coefficients des puissances supérieures de x, on voit qu’on dérive successivement le polynéme initial
puis les polynémes obtenus, qu’on prend 'opposé du résultat a chaque fois et qu’on divise successivement
les résultats intermédiaires par 2, 3, etc.

Pour le degré 4, le polynome initial est :
n* — 26n° + 236n° — 886n + 1155
On le dérive et on en prend 'opposé :
—4n® + 78n” — 472n + 886
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 2 :
6n* — 78n + 236
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 3 :
—4n + 26

(—1)" P (z)
n!

Les coefficients d’expression sont appelés coefficients du développement de Taylor.

fméme si Cantor la comptait comme telle.



On est donc systématiquement ramené au systeme d’équations a deux équations de degré i suivant, dont
il faudrait réussir a prouver qu’il admet systématiquement au moins une solution :

P(IL’) . x‘n’(n—?)—l _ O'l.l'ﬂ(n_z)_2 4 O'2.$7T(n_2)_3 _ 0.3.$7r(n—2)—1 ..=0
i1

Les résultats de la théorie de Galois sur la résolubilité des équations polynomiales ne pourraient-ils pas
étre utilisés ici pour montrer que notre systeme de deux équations admet toujours une solution en z au
moins ?...}

3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (x — 3)(x — 5)(z — 7) = 0 se développe en x® — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :

—23 4+ (3n — 15)2% + (=3n? + 30n — 1)z + (n® — 1502 + 71n — 105) = 0.

Si on remplace n par 8, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 71le — 105 =0
—23 4922 -23x+15=0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8.

Si on remplace n par 10, on aboutit au systeme :

2% —152% + 7lz — 105 = 0
—x3 4+ 1522 — 7Tl + 105 = 0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systeme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.

4 Passer d’un degré au degré supérieur

Considérons d’abord les deux premieéres équations des deux systemes pour les degrés 4 et 5. On passe de
I’équation :

4 3 2
T — 0147 +0’2’4$ 70'3,4334*0'4’4:0

a I’équation :
5

4 3
T° — 0152 + 025T

2
— 03,5C" + 045C — 055 = 0

Les coefficients de 1’équation de degré 5 ont été obtenus ainsi a partir de ceux de I’équation de degré 4.

015 =014 D5
095 =024 +01,4.D5
035 =034 +024.D5
045 =044 +034.P5
05,5 = 04,4-P5
ieme

Plus généralement, si p; désigne le p nombre premier impair,

014 =01,i—1 +p;
02,4 = 02,i—1 +01,i—1-Di
03,4 = 03,i—1 +02,i-1.Di

Oi—14=0i-1,i—1 10i—2i-1-Pi
i = +0i—1,i-1-Pi

)

1En annexe, on fournit les équations polynomiales de degré 5 qui permettent laborieusement de trouver les décomposants
de Goldbach des nombres 14 et 16 qui ont comme nombres premiers impairs inférieurs a eux les nombres premiers 3,5,7,11
et 13 (!).



Il faudrait trouver également comment on passe de la deuxieme équation du systeme a deux équations
d’un certain degré a la deuxieme équation du systeme de degré immédiatement supérieur.

Peut-étre est-ce a cause de ce mécanisme de passage d'un degré au degré immédiatement supérieur que
les équations sont toujours résolubles ?...

5 Exprimer les coefficients de la deuxieme équation en fonction
de ceux de la premiere

La premiére équation polynomiale (dont on est sir qu’elle a des solutions puisqu’elle a comme solution
tout nombre premier impair compris entre 3 et n-2) s’écrit :

H(:r —p;)=0= Zalxl
1 0

Un polynome de degré m a m + 1 termes d’ou le 0 au lieu du 1.

La deuxieme équation polynomiale s’écrit :

m
[J(tn—2)—p) =0
1
On peut prendre 'opposé, c’est équivalent.

m

H(l —(n—p;))=0= szx‘
0

1

a,, = 1.
bm = Qm.

o m
aAm—-1 = 1 Di-

br—1 =1 (n—p;) =nm+ am_1.
Am—2 = Zl§i<j§m DiDj-
bn—2 =D 1<icjcm(n —pi)(n —p;) = Zl§i<j§m(n2 — (pi +pj)n + pip;) = mn® = 2am_1n + an2.
Am—3 = lei<j<k9npipjpk-
bn-s = Xi<icjckem(n = Pi)(n —p;)(n —pi)

= 215i<j<k5m(n3 — o1’ + oan — 03)

=mn3 — 3am_11% + 20m_9Nn — Am_3

6 Pgcd de polynomes

Dans la mesure ou ’on cherche une racine r qui vérifie et la premiere et la deuxieme équation, le fait que
les deux polynoémes en question aient un pged différent de 1 assurerait 1’existence d’une telle racine.
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Annexe : exemples de degrés 4 et 5

Si on résoud les équations dont on a calculé les coefficients en remplagant n successivement par les valeurs
12 (équations de degré 4 car il y a 4 nombres premiers impairs inférieurs & 12 qui sont 3,5,7 et 11) puis
par les valeurs 14 et 16 pour n (équations polynomiales de degré 5 car on a rajouté le nombre premier
impair 13) avec un outil tel que l'outil libre Sage qui permet la résolution d’équations polynomiales, on
arrive a résoudre les systemes ci-dessous.

Pour n = 12, il faut résoudre le systéme :

x* — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 =0
ot + (26 — 4n)a® + (6n? — 78n + 236)22 + (—4n® + 78n2% — 472n + 886)x + (n* — 26n> + 23612 — 886n + 1155) = 0

qui se ramene au systeme :

x* — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 =0
xt — 2223 + 16422 — 4582 + 315 =0

Les seules valeurs de x qui conviennent sont bien 5 et 7 qui sont bien les décomposants de Goldbach
de 12.

Calculons les équations pour le degré 5 (nombres premiers impairs 3, 5, 7, 11 et 13).
2° — 392 + 5742 — 39542” + 12673z — 10725 = 0

avec

3+54+7+114+13=39

35+37+311+3134+5.74+511+513+711+7.134+11.13 =574
3.5.74+3511+3513+3.7114+3.7.13+3.11.13 4+ 5.7.11 + 5.7.13 + 5.11.13 + 7.11.13 = 3954
3.5.7.11 4 3.5.7.13 + 3.5.11.13 4+ 3.7.11.13 + 5.7.11.13 = 12673

3.5.7.11.13 = 15015.

En remplacant « par n— x, on obtient le polynéme suivant dont on cherche quelles valeurs de x I’annulent.

—d

+(5n -39) ot

+(—=10n?  +156n  —574) 23

+(10n®  —234n%  +1722n —3954) 22

+(=5n* +156n° —1722n%  4+7908n —12673)
+(m®  —39n* +574n3  —3954n? +12673n —15015)

Pour n = 14 ou n = 16, il faut résoudre le systeme :

x® — 39z* + 57423 — 395422 + 126732 — 15015 = 0
—2°% 4 (5n — 39)2* + (—10n2 4 156n — 574)x3 4 (10n® — 234n? + 1722n — 3954)z2+
(—5n* + 156n° — 172202 + 7908n — 12673)x + (n® — 39n* + 574n> — 3954n? + 12673n — 15015) = 0

qui se ramene dans le cas de n = 14 au systeme :

x® — 392* + 57423 — 395422 + 12673z — 15015 =0
— 2% + 312* — 35023 + 173022 — 3489z + 2079 = 0



Les seules valeurs de x qui conviennent sont 3,7 et 11, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 14.

Pour n = 16, le systeme final a résoudre est :

2% — 3924 + 57423 — 395422 + 12673z — 15015 = 0
—25 + 412* — 6382z3 4 465422 + 15681z — 19305 = 0

Les seules valeurs de = qui conviennent sont 3,5,11 et 13, qui sont bien les décomposants de Goldbach de
16.
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1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu’un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* & n selon tout module premier impair p’ inférieur & /n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire a n de p est composé.

Ezxemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de (Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement & chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fx = 0 et a 2P~! = 1”. Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entieres d’une équation polynomiale
et qui est fournie en annexe.

On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale

(x=3)(z=5)(z—7)(x—11) =0.

En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
xt — 262° 4 23627 — 886 + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11.

236 =3.5+3.7+3.11+5.7+5.11+ 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 4+ 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :

2T(n=2)-1 m(n—2)—2 m(n—2)—-3 =21

—01.T + o02.7 — 03.T

La plus grande puissance de z est m(n — 2) — 1 parce que la décomposition 1 4+ (n — 1) n’est jamais
considérée comme une décomposition de Goldbach®, le —1 servant & éliminer le nombre premier 2. Les
nombres o; désignent respectivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous
les nombres premiers impairs considérés. Par exemple, 01 = p1 +p2 + p3s + pg... = 3 +5+ 7+ 11..,
09 = p1p2 + P1p3 + ... + P2p3 + papa + ... et le dernier sigma est le produit de tous les nombres premiers
impairs inférieurs a n — 2.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre I'un des nombres premiers
3, 5, 7ou 11, on utilise la méme équation polynomiale en remplacant & par n — x ; si 'on considere les 4
premiers nombres premiers impairs seulement, ’équation polynomiale devient :

((n—2) =3)((n—2) =5)((n—2) = 7)((n —x) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n—z)* —26(n — 2)* +236(n — 2)* — 886(n — x) + 1155 = 0.
L’élévation aux différentes puissances du monéme n — x donne les résultats ci-dessous :

(n—z)* = 2% — 4na® + 6n%2? — 4ndz + nt.
(n—2)% = -2 + 3nx? — 3n%z + nd.
(n—12)? =n? - 2nz + 2%

On reconnait les coefficients du binéme C{ dans I’élévation de n — z & la puissance 3.

Si on développe et qu’on regroupe ensemble les coefficients concernant une méme puissance de x, on ob-
tient :

ot (—4n—+26) 23 +(6n2 —78n+236) 2% +(—4n> +78n? —472n+886 )+ (n! —26n>+-236n? —886n+1155) = 0

On reconnait dans la derniére parenthese le polynéme initial dans lequel = a été remplacé par n. Puis pour
les coefficients des puissances supérieures de x, on voit qu’on dérive successivement le polynéme initial
puis les polynémes obtenus, qu’on prend 'opposé du résultat a chaque fois et qu’on divise successivement
les résultats intermédiaires par 2, 3, etc.

Pour le degré 4, le polynome initial est :
n* — 26n° + 236n° — 886n + 1155
On le dérive et on en prend 'opposé :
—4n® + 78n” — 472n + 886
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 2 :
6n* — 78n + 236
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 3 :
—4n + 26

(—1)" P (z)
n!

Les coefficients d’expression sont appelés coefficients du développement de Taylor.

fméme si Cantor la comptait comme telle.



On est donc systématiquement ramené au systeme d’équations a deux équations de degré i suivant, dont
il faudrait réussir a prouver qu’il admet systématiquement au moins une solution :

P(IL’) . x‘n’(n—?)—l _ O'l.l'ﬂ(n_z)_2 4 O'2.$7T(n_2)_3 _ 0.3.$7r(n—2)—1 ..=0
i1

Les résultats de la théorie de Galois sur la résolubilité des équations polynomiales ne pourraient-ils pas
étre utilisés ici pour montrer que notre systeme de deux équations admet toujours une solution en z au
moins ?...}

3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (x — 3)(x — 5)(z — 7) = 0 se développe en x® — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :

—23 4+ (3n — 15)2% + (=3n? + 30n — 1)z + (n® — 1502 + 71n — 105) = 0.

Si on remplace n par 8, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 71le — 105 =0
—23 4922 -23x+15=0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8.

Si on remplace n par 10, on aboutit au systeme :

2% —152% + 7lz — 105 = 0
—x3 4+ 1522 — 7Tl + 105 = 0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systeme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.

4 Passer d’un degré au degré supérieur

Considérons d’abord les deux premieéres équations des deux systemes pour les degrés 4 et 5. On passe de
I’équation :

4 3 2
T — 0147 +0’2’4$ 70'3,4334*0'4’4:0

a I’équation :
5

4 3
T° — 0152 + 025T

2
— 03,5C" + 045C — 055 = 0

Les coefficients de 1’équation de degré 5 ont été obtenus ainsi a partir de ceux de I’équation de degré 4.

015 =014 D5
095 =024 +01,4.D5
035 =034 +024.D5
045 =044 +034.P5
05,5 = 04,4-P5
ieme

Plus généralement, si p; désigne le p nombre premier impair,

014 =01,i—1 +p;
02,4 = 02,i—1 +01,i—1-Di
03,4 = 03,i—1 +02,i-1.Di

Oi—14=0i-1,i—1 10i—2i-1-Pi
i = +0i—1,i-1-Pi

)

1En annexe, on fournit les équations polynomiales de degré 5 qui permettent laborieusement de trouver les décomposants
de Goldbach des nombres 14 et 16 qui ont comme nombres premiers impairs inférieurs a eux les nombres premiers 3,5,7,11
et 13 (!).



Il faudrait trouver également comment on passe de la deuxieme équation du systeme a deux équations
d’un certain degré a la deuxieme équation du systeme de degré immédiatement supérieur.

Peut-étre est-ce a cause de ce mécanisme de passage d’un degré au degré immédiatement supérieur que
les équations sont toujours résolubles ...

5 Pgcd des polynomes

Dans la mesure ou 'on cherche une racine r qui vérifie et la premiere et la deuxieme équation, le fait que
les deux polynoémes en question aient un pged différent de 1 assurerait 1’existence d’une telle racine.

Avec Doutil Sage, on expérimente cette idée a la recherche des décomposants de Goldbach du nombre pair
14.

Sage : decompld = var('z’)

Sage : eql = 2° — 39 * 2* + 574 % 23 — 3954 x 2 + 12673 x x — 15015
Sage : eq2 = —x® + 31 x 2* — 350 % 23 + 1730 * 22 — 3489 % 2 + 2079
Sage : eql.gcd(eq2)

Sage : 23 — 21 % 22 + 131 x 2 — 231

Sage :eqd =23 — 21 %22 + 131 x 2 — 231 == 0

Sage : solve([eqd], )

Sage : [x ==T7,2 ==11,2 == 3|

6 Somme des polynomes

Dans la mesure ot les deux courbes algébriques sont symétriques 'une de ’autre par rapport a une droite
d’ordonnée n/2 (puisque x = n/2 = n — n/2), on peut voir apparaitre directement les décomposants de
Goldbach comme racine du polynéme qui est la somme des deux polynémes. On découvre les décomposants
de Goldbach sur les visualisations ci-dessous, concernant les nombres pairs 12 et 18. La somme en question
est systématiquement une fonction polynomiale paire.
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g=vari ‘deconpls’ )
f=plot(®™6-56%x"5+123T7*x™d - 1371 2*x"3+TOBO1*x ™2 - 230456* L+ 255255, (=, 2,16}, rghcolor=(0.0. 1))
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show( T+g)
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Annexe : exemples de degrés 4 et 5

Si on résoud les équations dont on a calculé les coefficients en remplagant n successivement par les valeurs
12 (équations de degré 4 car il y a 4 nombres premiers impairs inférieurs a 12 qui sont 3,5,7 et 11) puis
par les valeurs 14 et 16 pour n (équations polynomiales de degré 5 car on a rajouté le nombre premier
impair 13) avec un outil tel que l'outil libre Sage qui permet la résolution d’équations polynomiales, on

arrive a résoudre les systemes ci-dessous.

Pour n = 12, il faut résoudre le systeme :

a* — 262° + 23622 — 886x + 1155 = 0
2% 4 (26 — 4n)z® + (6n% — 78n + 236)22 + (—4n> + 78n2 — 472n 4 886)x + (n* — 26n> 4 236n% — 886n + 1155) =0



qui se ramene au systeme :

z* — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 =0
at — 2223 + 16422 — 4582 + 315 =0

Les seules valeurs de x qui conviennent sont bien 5 et 7 qui sont bien les décomposants de Goldbach
de 12.

La visualisation des deux polynémes par l'outil Sage est fournie ci-dessous :

feplot (™4 - 22=x 3+ 164=n"2 - 4587 %4315, (x, 1,110 ,rancalar={4.4,111]
el A T PO S
i
sl | !
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Calculons les équations pour le degré 5 (nombres premiers impairs 3, 5, 7, 11 et 13).

x® — 39z* + 57423 — 395422 + 12673z — 10725 = 0
avec
3+5+7+11+13=239
3.54+3.7+311+313+57+511+5.13+7.11+7.13 +11.13 =574
3.5.7+3511+3.513+3.711+3.7.13+3.11.13 + 5.7.11 + 5.7.13 + 5.11.13 + 7.11.13 = 3954
3.5.7.11 + 3.5.7.13 + 3.5.11.13 + 3.7.11.13 + 5.7.11.13 = 12673
3.5.7.11.13 = 15015.

En remplacant & par n —x, on obtient le polynéme suivant dont on cherche quelles valeurs de x I’annulent.

5

—T

+(5n -39) 2t

+(—10n?  +156n  —574) a3

+(10n®  —234n?  +1722n  —3954) a2
+(=5n* +156n% —1722n2  +7908n —12673) 2!

+(n®  —39n* +574n  —3954n% 412673n —15015)

Pour n = 14 ou n = 16, il faut résoudre le systeme :

2% — 39x* + 5742 — 395422 + 12673z — 15015 = 0
—2°% 4 (5n — 39)2* + (—10n2 4 156n — 574)x3 4 (100 — 234n? + 1722n — 3954)z2+
(=5n 4 15613 — 1722n2 4 79080 — 12673)x + (n® — 39n* + 574n3 — 3954n2 + 12673n — 15015) = 0

qui se rameéne dans le cas de n = 14 au systéme :

x® — 39x* + 57423 — 395422 4+ 126732z — 15015 =0
—2® 4+ 312* — 35023 + 173022 — 34892 + 2079 = 0

Les seules valeurs de z qui conviennent sont 3,7 et 11, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 14.

La visualisation des deux polynémes par l'outil Sage est fournie ci-dessous :



f=plot{e”5-30%¢d+5T74d=x"5- 300425 2+ 126735 - 15015, (x, 1,13) , rgbhcolor=(0, 0,1} )
show( T+g)
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Pour n = 16, le systeéme final & résoudre est :

25 — 3924 + 5742% — 395422 + 12673z — 15015 = 0
Le pged de ces deux polynémes est z* — 3223 4 35022 — 15042 + 2145. Les seules valeurs de 2 qui convi-

—2® + 412* — 63823 + 465422 4 15681x — 19305 = 0
ennent sont 3,5, 11 et 13, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 16.

La visualisation des deux polynomes par 'outil Sage est fournie ci-dessous :

f=ploti{x™5-30%e"d+574=¢"5-3054 % 2+ 126755 - 15015, (x, 2,14}, ragbealor=(0,0,1))
show( T+g)
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de Goldbach des nombres pairs 8, 10 et 18.

Fournissons enfin les visualisations par 'outil Sage des polynémes permettant de trouver les décomposants
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Résoudre un systeme d’équations algébriques
pour trouver un décomposant de Goldbach d'un nombre pair

Denise Vella-Chemla

27/10/2011

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu'un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p n’est pas congru a n selon tout module premier impair p’ inférieur & \/n.
En effet, dans le cas contraire, le complémentaire & n de p est composé.

FEzemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement a chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fr = 0 et ¢ P~ = 1”7, Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entieres d’une équation polynomiale.
On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale
(x = 3)(z —=5)(x—7)(x—11) = 0.

En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
x* — 262% 4 23627 — 886z + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11.

236 =3.5+3.7+3.11+5.7+5.11+ 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 4+ 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :
2= Jl.x”(")_Q + Jz.x”(")_g — 03.x’r(n)_1 +...=0

La plus grande puissance de x est 7(n) — 1 ot m(n) est la notation habituelle pour le nombre de nombres
premiers inférieurs & n, le —1 servant a éliminer le nombre premier 2. Les nombres o; désignent respec-
tivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous les nombres premiers impairs

considérés. Par exemple, 01 = p1 +pa+p3+ps... =3+5+7+11..., 09 = p1p2+p1P3+ ... +P2ps +p2ps+ ...
et le dernier o est le produit de tous les nombres premiers impairs inférieurs a n.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre I'un des nombres premiers
3, 5, 7ou 11, on utilise la méme équation polynomiale en remplacant z par n — x ; si ’on considere les 4
premiers nombres premiers impairs seulement, ’équation polynomiale devient :

(n==)=3)((n—=)=5)((n—2) =7)((n —z) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n—z)* —26(n — 2)% +236(n — 2)* — 886(n — x) + 1155 = 0.

L’élévation aux différentes puissances du monéme n — x donne les résultats ci-dessous :

(n —x)* = 2% — dna® + 6n22? — 4nz + nt.

(n — )% = -2+ 3n2? — 3n%x +nd.

(n—2)% =n? - 2nx + 2%
On reconnait les coefficients du binéme Cg dans I’élévation de n — x a la puissance i.

Si on développe et qu’on regroupe ensemble les coefficients concernant une méme puissance de x, on ob-
tient :

ot (—4n—+26) 23+ (6n2 —78n+236) 2% +(—4n> +78n? —472n+886 )+ (n? — 261> 423602 —886n+1155) = 0
On reconnait dans la derniéere parenthese le polynéme initial dans lequel = a été remplacé par n. Puis pour
les coefficients des puissances supérieures de x, on voit qu’on dérive successivement le polynéme initial
puis les polynémes obtenus, qu’on prend 'opposé du résultat a chaque fois et qu’on divise successivement
les résultats intermédiaires par 2, 3, etc.
Pour le degré 4, le polyndme initial est :
n* —26n° + 236n> — 886n + 1155
On le dérive et on en prend 'opposé :
—4n® + 78n? — 472n + 886
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 2 :
6n* — 78n + 236
On dérive ce dernier, on en prend I'opposé et on divise le résultat par 3 :
—4n + 26

Les coefficients d’expression

_1ynp(m)
w sont appelés coefficients du développement de Taylor.

On est donc systématiquement ramené au systeme d’équations a deux équations de degré i suivant, dont
il faudrait réussir a prouver qu’il admet systématiquement au moins une solution :

P(z): a1 — g am()=2 4 gy gm()=3 _ gy pm)-1 L =
S PO,



3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (x — 3)(x — 5)(z — 7) = 0 se développe en x® — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :

—23 4+ (3n — 15)2% + (=3n? + 30n — 1)z + (n® — 1502 + 71n — 105) = 0.

Si on remplace n par 8, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 71lx — 105 =0
—23 4922 -23z+15=0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8.

Si on remplace n par 10, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 71le — 105 =0
—23 + 1522 — 7l +105=0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systeme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.

4 Passer d’un degré au degré supérieur

Considérons d’abord les deux premieres équations des deux systemes pour les degrés 4 et 5. On passe de

I’équation :
4 3 2 _
" — 014%" +0240° — 034 + 044 =0

a l’équation :

5

" — 0175x4 + 02,5953

: 2 . _
— 03,5T" + 045C — 055 = 0

Les coefficients de I’équation de degré 5 ont été obtenus ainsi & partir de ceux de 1’équation de degré 4.

015 =014 D5

025 =024 +01,4.P5
035 =034 +024.P5
045 =044 +034.-D5

055 = 04,4-P5

Plus généralement, si p; désigne le p*“™¢ nombre premier impair,

01 =101,i—1 +pi
094 = 02,1 +01,i-1-Pi
03,i = 03,i—1 +02,i—1-Di

Oi—14 =0j—-14i-1 +0;-2;-1-Di
Oii = +0i—1,i-1-Pi

5 Pgcd des polynomes

Dans la mesure ou 'on cherche une racine r qui vérifie et la premiere et la deuxieme équation, le fait que
les deux polynomes en question aient un pged différent de 1 assurerait I’existence d’une telle racine.

Avec Poutil libre Sage, on expérimente cette idée & la recherche des décomposants de Goldbach de 14.



Sage : decompld = var('z")

Sage : eql = 2° — 39 % 2* + 574 % 2% — 3954 x 2 + 12673 * 2 — 15015
Sage : eq2 = —x° + 31 x x* — 350 x 23 + 1730 * 22 — 3489 * = + 2079
Sage : eql.gcd(eq2)

Sage : x3 — 21 x 22 + 131 %z — 231

Sage :eqd =23 — 21 %22 + 131 x 2 — 231 == 0

Sage : solve(leqd], x)

Sage: [x ==T,x == 11,2 == 3]

En annexe, sont fournis par Sage les polynémes pged jusqu’au degré 6.

6 Poursuivons

On a bien compris que le coefficient important (directeur en quelque sorte), c’est le deuxieme coefficient
du second polynome, car il fournit la somme des complémentaires & n des nombres premiers inférieurs a n
et que la somme en question doit étre représentable par une partition de m(n) — 1 entiers impairs compris
entre 1 et n — 3, cette partition contenant un nombre premier au moins.

Par exemple, pour n = 14, le deuxieme coefficient du deuxieme polyndéme est 31. Ce nombre 31 est
la somme des complémentaires des nombres premiers impairs inférieurs a 14 que sont 3,5,7,11 et 13 :
31=1+3+7+9+11.

Voyons comment ce 31 est “advenu” par nos coefficients de Taylor successifs.

6.1 Comprenons sur le cas du nombre pair 14

Dans la suite, on n’effectuera pas les calculs, laissant au fur et a mesure apparaitre les premiers entiers
qui s’élimineront entre eux.

Le premier polynome & dériver est : P(z) = 2® — 39z% + 57423 — 395422 + 12673z — 15015
Il se dérive en : P'(x) = —5z* + (4 x 39)2% — (3 x 574)x2 + (2 x 3954)x — 12673

Puis,
P'(z) [5x4\ 5 [(3x4x39 2, 2 x 3 x 574 N 2 x 3954
2 ~\ 2 )" 2 ’ 2 ’ 2
Encore,
P"(x) 3x4x5\ , 2x3x4x39 2 x 3 x 574
=- N [ R o
2x3 2x3 2x3 2x3
Enfin,

P’ (x) 2x3x4x%x5 2x3x4x39
= T —
2x3x4 2x3x4 2x3x4

Si I'on ne se préoccupe que de la plus haute puissance de x, on a :
2° — —5rt — 4x5 % = — 3x4x5 22 2x3x4x5 .
2 2x3 2x3x4

Remplagons = par 14 dans la derniére expression, ce qui nous donne 5 x 14 = 70.

Soustrayons de 70 le o1 du premier polynéme 39 =3+ 5+ 7+ 11 + 13, on obtient 31.
Ce nombre 31 est une somme d’impairs compris entre 1 et n — 3 = 11. En 'occurrence, 31 est la somme

1+34+7+9+11. Il y a plusieurs nombres premiers dans cette somme qui sont autant de décomposants
de Goldbach de 14.



6.2 Réappliquons pour le nombre pair 16

Réappliquons la méthode pour le nombre pair 16. Soustrayons de 16 x 5 = 80 le méme nombre 39 somme
des premiers impairs inférieurs & 16. On obtient 41, une somme d’impairs compris entre 1 et 13. La
somme en question est 13 4+ 11 + 9 4+ 5 + 3 qui contient les décomposants de Goldbach de 16.

6.3 Résumons avec 18

Notons o1(n) la somme des nombres premiers impairs inférieurs & n — 1. En réexpérimentant une derniére
fois pour 18, on comprend que prouver la conjecture de Goldbach consiste a prouver que le nombre
n(m(n) — 1) — o1(n) peut toujours étre partitionné en une somme de 7(n) — 1 nombres impairs compris
entre 1 et n — 3 avec 'un des nombres de la partition en question qui est un nombre premier, et de fait

un décomposant de Goldbach de n.

7 Démonstration par récurrence

On fournit ici ce qui se passe pour les premiers nombres pairs a des fins pédagogiques.

n | décomp. de la forme p+q avec p premier impair | m (2°™€ coef f. du 2¢™¢ polynome) | f(n) = (w(n) — 1)n — o1(n)
6 3+3,5+1 1+3=4 2x6—-8=14

8 |3+55+37+1 1+34+5=09 3x8—15=09

10 | 347,5+57+3 3+5+7=15 3x10—15=15

12 |349,547,7+5,11+1 1+54+7+9=22 4x12 - 26 =22

14 |34+11,54+9,74+ 7,11+ 3,13+ 1 1+3+74+94+11=31 5x14 -39 =31

16 |3+13,5+11,7+9,11+5,13+ 3 3+5+9+11+13 =141 5x16 -39 =141

18 [3415,5+13,74+ 11,114+ 7,13+ 5,17+ 1 1+54+7+114+13+15 6 x 18 — 56 = 52

20 [ 3+17,5+15,7+13,114+9,13+7,17+3,194+1 |1 +34+74+9+13+154+17=65 | 7x20—75=065

22 | 3+19,54+ 17,7+ 15,11+ 11,13+ 9,174+ 5,19+ 3 | 3+5+ 9+ 11+ 15+174+19=79 | Tx22—-T75="79

On rappelle que f(n) = ZT(")A k; est la somme des nombres impairs k; tels que n = p; + k; avec p; un
nombre premier impair compris entre 3 et n.

On voit par le calcul ci-dessous que la différence séparant deux nombres f(n) a partitionner successifs
vaut 2(7(n) — 1) si n — 1 n’est pas un nombre premier et 2w(n) — 1 si n — 1 est un nombre premier.

Sl n’y a pas de nombre premier entre n et n+ 2,

w(n+ 2) =m(n)
0'1(TL+2) :o’l(n)
f(n+2) =(mn+2)—1)(n+2)—0o1(n+2)

=m(n)(n+2) = (n+2) —oi(n)
=m(n)n+2w(n) — (n+2) — o1(n)

f(n) = (m(n) = n = 01(n)

f(n+2)=f(n) =r(n)n—o1(n)+2m(n) = (n+2)] = [r(n)n —n — o1 (n)]
=2m(n) — 2
=2(n(n) — 1)



Sl y a un nombre premier entre n et n + 2, qui n’est autre que n + 1,

m(n+ 2) =m(n)+1.

oi1(n+2) = 01(n) + Pr(n)—1
=o(n)+n+1

f(n+2) =(rn+2)—1)(n+2)—o1(n+2)
=7(n)(n+2)—o1(n) —n—1
=mn(n)n —o1(n) +2r(n) —n — 1.

f(n) = (m(n) = n —o1(n)
=7(n)n—n—o1(n)

f(n+2)=f(n) =Ir(n)n+2r(n) —o1(n) —n—1] = [r(n)n —n —o1(n)]
=2n(n)—1

On va démontrer par récurrence que s’il existe une partition du coefficient f(n) associé anend = 7(n)—1
nombres impairs différents dont I'un est un nombre premier, alors il existe une partition du coefficient
f(n+2)associéan’ =n+2end =7(n)—1=mn(n+2)— 1 nombres impairs différents dont 'un est un
nombre premier :

- initialisation de la récurrence : il existe une partition du nombre 4 en 2 nombres impairs dont 'un des
deux est premier ;

- passage du mombre pair n au mombre pair suivant n + 2 : supposons la conjecture de Goldbach vérifiée
jusqu’a n, il existe une partition de (w(n) — 1)n — o1(n) en m(n) — 1 nombres impairs différents dont 1'un
au moins est premier.

Ecrivons la partition de f(n) : f(n) = a1 +as + ...+ ar(n)—1 dans laquelle les o; sont indifféremment
des nombres impairs premiers ou composés.

Pour trouver f(n + 2) le nombre & partitionner correspondant & n + 2, on a vu qu’il faut distinguer deux
cas :

e soit n+1 n’est pas premier ; pour obtenir f(n+2), on doit alors ajouter a f(n) le nombre 2(7(n)—1).
On peut écrire :

fn+2)=f(n)+2(r(n) =) =1+ +... + r(n)—1 + @1 + @2

avec q1 et ga deux nombres premiers impairs, puisque la conjecture de Goldbach est en particulier
vérifiée pour le nombre pair 2(7(n) — 1) car il est inférieur & n (de Pordre de % selon le théoreme
des nombres premiers d’Hadamard)*.

Mais on peut aussi écrire :

f(n+2) = change(f(n)) = (a1 +2) + (a2 +2) + ... + (arm)y—1 +2)

e soit n + 1 est premier ; on doit alors ajouter a f(n) le nombre 2w(n) — 1. On peut écrire :
fn+2)=fn)+2r(n)—l=o01+ a4+ ...+ Arm)—1 + @1 + g2 + (—1)

avec p1, q1 et go trois nombres premiers impairs, puisque la conjecture de Goldbach est en particulier
vérifiée pour le nombre pair 27(n) car il est inférieur & n (de lordre de % selon le théoreme des
nombres premiers d’Hadamard), et les o; des nombres impairs indifféremment premiers ou composés.

Mais on peut aussi écrire :

f(n+2) = change(f(n)) =1+ (a1 +2) + (a2 +2) + ... + (Qr(n)-1 + 2)

*1 appartient a la partition de f(n) tandis qu’il n’appartient pas a celle de f(n + 2) et les deux partitions de f(n) et
f(n 4+ 2) ont en commun les deux plus grands nombres de la partition de f(n).
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Annexe 1 : exemples des degrés 2 a 6

Si on résoud les équations dont on a calculé les coefficients en remplacant n successivement par les valeurs
12 (équations de degré 4 car il y a 4 nombres premiers impairs inférieurs & 12 qui sont 3,5,7 et 11) puis
par les valeurs 14 et 16 pour n (équations polynomiales de degré 5 car on a rajouté le nombre premier
impair 13), et enfin 18 (degré 6) avec un outil tel que loutil libre Sage qui permet la résolution d’équations
polynomiales, on arrive a résoudre les systémes ci-dessous.

Pour n = 12, il faut résoudre le systeme :

{ x* — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 =0

2% 4+ (26 — 4n)z® + (6n2 — 78n + 236)2? + (—4n> + 78n2 — 472n + 886)x + (n* — 26n> + 236n2 — 8861 + 1155) =0

qui se ramene au systeme :

z* — 2623 + 23622 — 886z + 1155 =0
xt — 2203 + 16422 — 4582 + 315 =0

Les seules valeurs de z qui conviennent sont bien 5 et 7 qui sont bien les décomposants de Goldbach
de 12.

La visualisation des deux polynomes par 'outil libre Sage est fournie ci-dessous :



f=plot(x®4-22=x 3+ 164=n 2 - 458=%+315, (x,1,11) ,rancolar={4.4,11]
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Calculons les équations pour le degré 5 (nombres premiers impairs 3, 5, 7, 11 et 13).

2® — 392* + 5742° — 395422 + 12673z — 10725 = 0

avec

3+5+7+11+13=239

3543 7+311+313+5.74+5114+5.13+ 71147134+ 11.13 =574
3.5.74+3.5.114+3.5.134+3.711 +3.7.13 + 3.11.13 4+ 5.7.11 + 5.7.13 + 5.11.13 + 7.11.13 = 3954
3.5.7.11+3.5.7.13 + 3.5.11.13 + 3.7.11.13 + 5.7.11.13 = 12673

3.5.7.11.13 = 15015.

En remplagant x par n—x, on obtient le polynéme suivant dont on cherche quelles valeurs de x ’annulent.

b

+(5n -39) 2t

+(—10n*  +156n  —574) a3

+(10n®  —234n%  +1722n  —3954) 22
+(=bn* +156n% —1722n%  4+7908n —12673) !

+(n®  —39n* +574n3  —3954n% 412673n —15015)

Pour n = 14 ou n = 16, il faut résoudre le systeme :
x5 — 392 + 57423 — 395422 + 12673z — 15015 =0

—2% 4 (5n — 39)2* + (—10n2 4 156n — 574)x3 4 (100 — 234n? + 1722n — 3954)22+
(—=5n* + 156n% — 1722n2 + 7908n — 12673)x + (n® — 39n* + 574n3 — 3954n? + 12673n — 15015) = 0

qui se rameéne dans le cas de n = 14 au systéme :

x® — 392% + 57423 — 395422 + 12673z — 15015 = 0
—2® + 312* — 35023 + 173022 — 3489z + 2079 = 0

Les seules valeurs de x qui conviennent sont 3,7 et 11, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 14.

La visualisation des deux polyndmes par l'outil libre Sage est fournie ci-dessous :



f=ploti{x™5-30%a 4 +574*"3-3054 %02+ 12673%x - 15015, (=, 1,13}, rgbheplor=(0,0,1}}
show( T+g)

geploti - "5 31504 - 35003+ 1T30%x 2 - 3489 0+ 7079 (%, 1,13) . robsolor=(1,8,8))
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Pour n = 16, le systeéme final & résoudre est :

25 — 3924 + 5742% — 395422 + 12673z — 15015 = 0
Le pged de ces deux polynémes est z* — 3223 4 35022 — 15042 + 2145. Les seules valeurs de 2 qui convi-

—% 4+ 41z* — 63823 + 465422 + 15681z — 19305 = 0

ennent sont 3,5, 11 et 13, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 16.

La visualisation des deux polynomes par 'outil libre Sage est fournie ci-dessous :

f=plot{x"5-30%x"d+57d*x"~3-3054*x~2+12673%x- 15015, (x,2,14), robealor=i0,0,1)}
shew ([ T+3)

geploti-x"5e4 1= 4 - 638" 3e 4654 02 - 15681 =0+ 19305, (k. 2, 14)  rgbcolor=(1, 68 8}
20050

II
wEoa b |
|
woof

1
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soF

-1000 /
-1500 F

de Goldbach des nombres pairs 6, 8, 10 et 18.

Fournissons enfin les visualisations par ’outil libre Sage des polynémes permettant de trouver les décomposants
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f=plot (x~3-1L5*K"2+T1*x-1D05, (X, 2, B}, rgbeplor=(0, 0, 1))
g=plot [ -x*3+15% 02 - 17+ 108, (%, 2,8}, robeplor=(1,8,68) )

ahow| T+g]
15}

{0,8,1)]

fe=plot{x™6-56=x 5 1237=x 4 - 137 12" %" 2470989 15" 2 - 230456+ 255255, (=, 1,17,

g=plot{e™6-32=x"53+1057=x"4

show ( T=7)
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Ci-dessous la copie d’écran du calcul des pged par Sage (on rappelle que les racines du pged des deux
polynoémes de variable x et n — x sont les décomposants de Goldbach de n) :

p=x"Z-B*xel5
q=p.substitutelg=6-x)  expand()
q.gcdipl

X -3
pegt3- 15" 2s 710 - 105

g=p.substitutels=8-«)  expand()
0.gcdip)

x*2 - B*™x + 15
p=x"3-15*x"2+T1*5-105

q=p.substitutelc=10-<) . expand( )
q.acdip)

%™3 - 154%"2 + T1*x - 185
pe=xtd-2E= 3+ 10450 2 - 458 0+ 315

g=p.substitutei{x=12-=) expand()
q.gcdip)

¥*d - 12%*x + 35
p=x"5-39% 0 d+5T4* "5 -3054 %02+ 126T73% - 15015

g=p.substitutel<=14-x). expandi )
q-ged(pd

S R U iy I R I e R 1
peath- 30% e 4 e BT 3 3054 =t 2. 26T 3" - 15015

g=p.substitute(x=16-=) expand()
q.gcdipl

k™4 - 32w 4+ 350wt - 1584tk 4+ 2145
p=E"6-56%5 5+ 12374 - 1371203+ TOEQ1* "2 - 230456 +255255

g=p.substitutel=18-x). expandi )
g.gedip)

x4 - I6*x"3 + 4664+x"2 - 2556*x + SBES

Annexe 2 : complémentaires des nombres premiers impairs inférieurs
a n pour n compris entre 8 et 100

Il faut démontrer le théoreme suivant : “Si la suite iy, 4z, . . ., ix(n)—1 de w(n)—1 nombres impairs différents,
compris entre 1 et n—3 contient un nombre premier alors la suite i1 +2,i2+2, ..., 1 +2 contient elle-aussi
un nombre premier.

Le nombre d’impairs compris entre 1 et n — 3 est ”7’2

11



n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n)=

m(n) 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

W(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

ﬂ'(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

W(;) —1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

1+5+7+9
22

14

5)

6
14+34+7+9+11
31

16

)

7
3+5+9+11+13
41

18

6

8
14+54+74+114+13415
52

20

7

9
1+3+7+9+13+15+17
65

22

7

10
34+5+9+114+15+17+19
79

24

8

11
14+5+74+11+134+174+19+21
94

26

8

12
3+7+9+13+15+19+ 21423
110

12



n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n)=

m(n) 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

W(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

ﬂ'(;) —1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

W(;) —1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

28

8

13
S+9+11+15+17+21423 +25
126

30

9

14
1+7+114+13+174+19+ 23+ 25427
143

32

10

15
14+3+94+13+15+194+21+25+27+29
162

34
10
16
3+5+11+15+17T+214+23+27+29+ 31
182

36
10
17
SH+T+13+17+19+23+254+294 31433
202

38
11
18
1+74+94+15+19421+25+274 31+ 33+ 35
223

40
11
19
3+9+11+174+21+23+27429 + 33+ 35437
245

42
12
20
14+54+11+13+19+23+25+29+ 31+ 35+ 37+ 39
268

44
13
21
14+3+7+13+15+21+25+27+ 31+ 33+ 37+ 39+ 41
293

46

13

22
S3+5+9+15+17+234+274+294+33+35+39+41+43
319

13



n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n)=

m(n) 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

W(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

ﬂ'(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) —1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) -1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n)=

48

14

23
1454+7+114+174+194+25+29+31+354+37+414+43+45
346

50
14
24
3+T+9+134+19+21 427431 +33+ 37439 +43 445447
374

52

14

25
5+9+11+15+21+23+29+33+35+39+41+45+47+49
402

54
15
26
14+7+114+134+17+23+254+31+35+374+41 +43+47+49+51
431

56
15
27
S3+O+13+15+194+254+274+33+37+39+43 +45+494 51453
461

58
15
28
S+11+15+17+21+274+294 354+ 39+ 41 + 45+ 47+ 51 4+ 53 4 55
491

60

16

29
14+74+134+174+194+23+29+31+374+414+434+474+49+53+55
+57

522

62

17

30
1+34+94+15+194+214+25+314+33+39+43+45+49+ 51455
+57 459

555

64

17

31
3+5+11+174+21+23+27433 +35+41 445 +47+ 51453
+57 459 + 61

589

14



n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

W(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n) =
f(n) =

71'(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n)=

77(;) -1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

m(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

66

17

32
SH+HT+13+194+23+254+29+35+ 37443 +47+494 53 +55
+59 4 61 + 63

623

68

18

33
1+74+94+15+21425+27+31437+39+45+49 + 51 455
+57 461 + 63 + 65

658

70

18

34

3+9+11+ 17423 +27+294 33+ 39+ 41 +47+ 51 453 + 57
+59 4 63 + 65+ 67

694

72

19

35
1+5+11+13+19+25+29+31+35+41+43+49+ 53+ 55
+59 4 61 + 65+ 67 + 69

731

74

20

36
1+34+7+13+154+21+27+314+33+37+43+45+ 51455
+57 461 + 63+ 67469 + 71

770

76

20

37
3+5+9+154+17+234+29433+35+ 39445 +47+ 53 + 57
+59 463 +65+69 471+ 73

810

78

20

38
SH+T+11+174+19+254+31+35+ 37+ 41 +47+ 49455+ 59
+61465+67+ 71473+ 75

850

80

21

39
1+74+94+13+19421+27+ 33437+ 39+ 43449 + 51 + 57
+61 463 +67+694 73+ 75477

891

15



n =

m(n)—1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

W(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n) =
f(n) =

71'(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
£(n) = 1020

77(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

77(;) —-1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n)=

77(;) -1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

w(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

m(n) — 1=

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 :

p(f(n)) =
f(n) =

82

21

40
3+9+11+154+21+23+294 35+ 39 +41 445+ 51 + 53
+59 463 +65+694+ 71+ 754+ 77+ 79

933

84

22

41
1+5+114+13+174+23+25+ 31437 +41 +43 447+ 53
+55 461 +65+67+ 71+ 73477+ 79+ 81

976

86

22

42
3+T+13+154+19+25+274 33 +39 +43 445 +49 + 55
+57 463 +67+69 473+ 754+ 79+ 81 +83

88

22

43

S4+9+ 15+ 17421 + 27429 + 35 + 41 445 + 47 + 51 4 57
+59 465 +69+ 71475+ 77+ 81 + 83 + 85

1064

90

23

44
1+7+114+17+194+23+29+ 31437 +43 +474+49 + 53
+59 461 +67+ 71473+ 77479+ 83+ 854 87

1109

92

23

45
3+9+13+19+214+254+314+33+39+45+49+ 51455
+61 463 +69+ 73475+ 79+ 81 + 85 + 87+ 89

1155

94

23

46

5411 +15+21 423+ 27+ 33 + 35 +41 447 + 51 + 53 4 57
+63 465+ 71+ 75477+ 81+ 83 4+ 87+ 89+ 91

1201

96

23

47
TH+13+174+234+25+29435+37+43 449 + 53+ 55+ 59
+65 467+ 73+ 77479+ 83485+ 89 + 91 493

1247

16



n = 98

m(n)—1= 24

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 : 48

p(f(n)) = 14+9+154+19425+27+ 31437+ 39445451+ 55457
+614+674+69+75+794+81+85+87+91+93+95

f(n) = 1294

n = 100

m(n)—1= 24

nombre d'impairs compris entre 1 et n-3 : 49

p(f(n)) = 3+ 11 +174+214+27+294+33+39+414+47+ 53+ 57+ 59
+63+69+ 71+ 77+ 814+ 83+87+89+93+ 95+ 97

f(n) = 1342

Annexe 3 : trouver des éléments par rapport au 3" coefficient
de la deuxieme équation

Le troisieme coefficient représente la somme des produits de 2 nombres premiers parmi ceux considérés.

Quand on passe de n & n + 2, on ajoute 2 & chaque racine de la 2°™¢ équation et on ne change pas de
nombre de racines (de degré) si n+ 1 n’est pas premier tandis qu’on ajoute la racine 1 si n+ 1 est premier
(1 devient complémentaire & n d’un nombre premier et est donc racine de la seconde équation qui recense
tous les complémentaires & n de premiers impairs).

Donnons un exemple : passons de p1ps +p1ps +p2ps & (p14+2)(p2 +2) + (p1 +2)(p3 +2) + (p2 + 2) (p3 + 2).
On voit qu’on passe du 3°"*¢ coeflicient de la deuxieme équation associée n a celui de la deuxieme équation
associée a n + 2 en effectuant le calcul suivant si n + 1 n’est pas premier :

g(n+2) =g(n)+4o1(n) + 4(r(n) — 1)

On doit faire le calcul suivant si n + 1 est premier :

g9(n+2) = g(n) +4o1(n) +4(r(n) — 1) + o1(n + 2).

Tous ces calculs sont beaucoup trop laborieux pour que l'on puisse les mener a bien. Cependant, un
théoreme exprime que toute fonction rationnelle des lettres a, b, ¢, etc, invariante par permutation de ces
lettres s’exprime en fonction des fonctions symétriques de ces lettres. En raison des relations entre les
racines et les coefficients d’un polynéme, on en déduit que toute fonction rationnelle des racines d’une
équation s’exprime rationnellement en fonction des coefficients de cette équation. Les solutions de la
deuxieme équation sont donc calculables et si on connaissait la facon de calculer ces racines, on arriverait
peut-étre a prouver que 'une de ces solutions est un nombre premier.
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Résoudre un systeme d’équations algébriques
pour trouver un décomposant de Goldbach d'un nombre pair

Denise Vella-Chemla

27/10/2011

1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu'un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p n’est pas congru a n selon tout module premier impair p’ inférieur & \/n.
En effet, dans le cas contraire, le complémentaire & n de p est composé.

FEzemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement a chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fr = 0 et ¢ P~ = 1”7, Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entieres d’une équation polynomiale.
On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale
(x = 3)(z —=5)(x—7)(x—11) = 0.

En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
x* — 262% 4 23627 — 886z + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11.

236 =3.5+3.7+3.11+5.7+5.11+ 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 4+ 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :
2= Jl.x”(")_Q + Jz.x”(")_g — 03.x’r(n)_1 +...=0

La plus grande puissance de x est 7(n) — 1 ot m(n) est la notation habituelle pour le nombre de nombres
premiers inférieurs & n, le —1 servant a éliminer le nombre premier 2. Les nombres o; désignent respec-
tivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous les nombres premiers impairs

considérés. Par exemple, 01 = p1 +pa+p3+ps... =3+5+7+11..., 09 = p1p2+p1P3+ ... +P2ps +p2ps+ ...
et le dernier o est le produit de tous les nombres premiers impairs inférieurs a n.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre I'un des nombres premiers
3, 5, 7ou 11, on utilise la méme équation polynomiale en remplacant z par n — x ; si ’on considere les 4
premiers nombres premiers impairs seulement, ’équation polynomiale devient :

(n==)=3)((n—=)=5)((n—2) =7)((n —z) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n—z)* —26(n — 2)% +236(n — 2)* — 886(n — x) + 1155 = 0.

L’élévation aux différentes puissances du monéme n — x donne les résultats ci-dessous :

(n —x)* = 2% — dna® + 6n22? — 4nz + nt.

(n — )% = -2+ 3n2? — 3n%x +nd.

(n—2)% =n? - 2nx + 2%
On reconnait les coefficients du binéme Cg dans I’élévation de n — x a la puissance i.

Si on développe et qu’on regroupe ensemble les coefficients concernant une méme puissance de x, on ob-
tient :

ot (—4n—+26) 23+ (6n2 —78n+236) 2% +(—4n> +78n? —472n+886 )+ (n? — 261> 423602 —886n+1155) = 0
On reconnait dans la derniéere parenthese le polynéme initial dans lequel = a été remplacé par n. Puis pour
les coefficients des puissances supérieures de x, on voit qu’on dérive successivement le polynéme initial
puis les polynémes obtenus, qu’on prend 'opposé du résultat a chaque fois et qu’on divise successivement
les résultats intermédiaires par 2, 3, etc.
Pour le degré 4, le polyndme initial est :
n* —26n° + 236n> — 886n + 1155
On le dérive et on en prend 'opposé :
—4n® + 78n? — 472n + 886
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 2 :
6n* — 78n + 236
On dérive ce dernier, on en prend I'opposé et on divise le résultat par 3 :
—4n + 26

Les coefficients d’expression

_1ynp(m)
w sont appelés coefficients du développement de Taylor.

On est donc systématiquement ramené au systeme d’équations a deux équations de degré i suivant, dont
il faudrait réussir a prouver qu’il admet systématiquement au moins une solution :

P(z): a1 — g am()=2 4 gy gm()=3 _ gy pm)-1 L =
S PO,



3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (x — 3)(x — 5)(z — 7) = 0 se développe en x® — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :

—23 + (3n — 15)22 + (=3n2 4+ 30n — 1)z + (n® — 1512 + 71n — 105) = 0.

Si on remplace n par 8, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 7le — 105 =0
—23 4922 -23z+15=0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8.

Si on remplace n par 10, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 71z — 105 =0
—23 4+ 1522 — 7lx +105=0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systeme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.

4 Démonstration graphique

On comprend aisément, puisque c’est ainsi qu’on les a construites, que les courbes des deux équations
identifiées sont verticalement symétriques 'une de I’autre par rapport a un axe vertical d’équation z = n/2.

Imaginons deux points se déplagant a méme vitesse sur ces deux courbes, depuis le point d’ordonnée
x =n/2, P'un vers la droite sur la premiére courbe, ’autre vers la gauche sur la deuxiéme courbe.

Premier cas, le point en question est sur axe des abscisses, il annule les deux courbes, n/2 est un nombre
premier ; un nombre pair double d’'un nombre premier vérifie trivialement la conjecture.

Deuxieme cas, le point en question n’annule pas les courbes, elles s’intersectent en lui, au-dessus ou bien
au-dessous de l'axe des abscisses. Puis plusieurs fois, elles vont ainsi se croiser. A chaque fois qu’elles se
croisent, les deux polynémes coincident, n’en sont qu’'un.

Prenons 'exemple du nombre pair 8 dont on a vu que les deux polynémes représentant ses décomposants
de Goldbach sont les polynomes suivants :

23— 1522 + 7lx — 105 =0
23— 922+ 23 —15=0

n/2 vaut 4. L’une des solutions de Goldbach est la solution 3 + 5, 3 et 5 sont séparés de 4, le milieu, par
A = 1. Voyons ce qu'il advient de nos deux polynémes lorsqu’on remplace x par x — 1 dans le premier et
x par x + 1 dans le second.

(x+1)3 = 15(x+1)2+7l(z +1) — 105 = 23 — 1222 + 442 — 48 = 0
(=13 =9(x—1)2+23(x —1) — 15 =23 — 1202 + 442 — 48 = 0

Si par contre on fait la méme chose avec x — 3 et x + 3, on n’obtient pas du tout les mémes polynomes,
ceci est di au fait que 1 4+ 7 n’est pas une décomposition de Goldbach :

(432 —15(x+3)2+Tl(x+3)—105=2% — 622 + 8z =0
(x—3)3—9(x—3)2+23(x —3) — 15 =2 — 1822 4 104z — 192 =0

Dans le cas du nombre pair 12 dont on sait que 5 + 7 est une décomposition située & un A de 1 de la
moitié de 12 qu’est 6, on obtient les transformations de polynémes suivantes avec Sage :

p=a*—22% 23 + 164 %22 — 458 x & + 315
p.substitute(x = x — 1).expand()

>> z% — 26 % 2% + 236 * 22 — 856 * = + 960
p=a*—26%2> + 236 xx2 — 886 x x + 1155
p.substitute(x = x + 1).expand()

>> 2t — 22 % 2% 4+ 164 % 22 — 488 x x + 480



Le polynome obtenu par changement de variable dans le premier polynome fournit un polynome qui a le
méme début que le second polynéme et inversement, ce qui permet d’abaisser le degré des équations a
résoudre. Malheureusement, on n’arrive pas du tout a obtenir des résultats semblables des le degré 5.

C’est bien a cause de la Théorie de Galois que la conjecture de Goldbach est vraie : il y a un changement
de la variable dans les deux polyndémes par x — A et x4+ A qui fait que les deux polyndémes n’en deviennent
plus qu'un. Le changement en question fournit la décomposition de Goldbach du nombre pair considéré
en (x —A)+ (z+ A).
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Annexe 1 : exemples des degrés 2 a 6

Si on résoud les équations dont on a calculé les coefficients en remplacant n successivement par les valeurs
12 (équations de degré 4 car il y a 4 nombres premiers impairs inférieurs & 12 qui sont 3,5,7 et 11) puis
par les valeurs 14 et 16 pour n (équations polynomiales de degré 5 car on a rajouté le nombre premier
impair 13), et enfin 18 (degré 6) avec un outil tel que l'outil libre Sage qui permet la résolution d’équations

polynomiales, on arrive a résoudre les systemes ci-dessous.

Pour n = 12, il faut résoudre le systeme :

2t — 2623 + 23622 — 886z + 1155 =0
ot + (26 — 4n)x3 + (6n% — T8n + 236)22 + (—4n> + 78n2 — 472n + 886)x + (n* — 2613 + 23612 — 8861 + 1155) = 0

qui se ramene au systeme :

x* — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 =0
xt — 2223 + 16422 — 4582 + 315 =0

Les seules valeurs de = qui conviennent sont bien 5 et 7 qui sont bien les décomposants de Goldbach
de 12.

La visualisation des deux polynémes par I'outil libre Sage est fournie ci-dessous :



f=plot(x®4-22=x 3+ 164=n 2 - 458=%+315, (x,1,11) ,rancolar={4.4,11]
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Calculons les équations pour le degré 5 (nombres premiers impairs 3, 5, 7, 11 et 13).

2® — 392* + 5742° — 395422 + 12673z — 10725 = 0

avec

3+5+7+11+13=239

3543 7+311+313+5.74+5114+5.13+ 71147134+ 11.13 =574
3.5.74+3.5.114+3.5.134+3.711 +3.7.13 + 3.11.13 4+ 5.7.11 + 5.7.13 + 5.11.13 + 7.11.13 = 3954
3.5.7.11+3.5.7.13 + 3.5.11.13 + 3.7.11.13 + 5.7.11.13 = 12673

3.5.7.11.13 = 15015.

En remplagant x par n—x, on obtient le polynéme suivant dont on cherche quelles valeurs de x ’annulent.

b

+(5n -39) 2t

+(—10n*  +156n  —574) a3

+(10n®  —234n%  +1722n  —3954) 22
+(=bn* +156n% —1722n%  4+7908n —12673) !

+(n®  —39n* +574n3  —3954n% 412673n —15015)

Pour n = 14 ou n = 16, il faut résoudre le systeme :
x5 — 392 + 57423 — 395422 + 12673z — 15015 =0

—2% 4 (5n — 39)2* + (—10n2 4 156n — 574)x3 4 (100 — 234n? + 1722n — 3954)22+
(—=5n* + 156n% — 1722n2 + 7908n — 12673)x + (n® — 39n* + 574n3 — 3954n? + 12673n — 15015) = 0

qui se rameéne dans le cas de n = 14 au systéme :

x® — 392% + 57423 — 395422 + 12673z — 15015 = 0
—2® + 312* — 35023 + 173022 — 3489z + 2079 = 0

Les seules valeurs de x qui conviennent sont 3,7 et 11, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 14.

La visualisation des deux polyndmes par l'outil libre Sage est fournie ci-dessous :



f=ploti{x™5-30%a 4 +574*"3-3054 %02+ 12673%x - 15015, (=, 1,13}, rgbheplor=(0,0,1}}
show( T+g)

geploti - "5 31504 - 35003+ 1T30%x 2 - 3489 0+ 7079 (%, 1,13) . robsolor=(1,8,8))
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Pour n = 16, le systeéme final & résoudre est :

25 — 3924 + 5742% — 395422 + 12673z — 15015 = 0
Le pged de ces deux polynémes est z* — 3223 4 35022 — 15042 + 2145. Les seules valeurs de 2 qui convi-

—% 4+ 41z* — 63823 + 465422 + 15681z — 19305 = 0

ennent sont 3,5, 11 et 13, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 16.

La visualisation des deux polynomes par 'outil libre Sage est fournie ci-dessous :

f=plot{x"5-30%x"d+57d*x"~3-3054*x~2+12673%x- 15015, (x,2,14), robealor=i0,0,1)}
shew ([ T+3)

geploti-x"5e4 1= 4 - 638" 3e 4654 02 - 15681 =0+ 19305, (k. 2, 14)  rgbcolor=(1, 68 8}
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de Goldbach des nombres pairs 6, 8, 10 et 18.

Fournissons enfin les visualisations par ’outil libre Sage des polynémes permettant de trouver les décomposants
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f=plot (x~3-1L5*K"2+T1*x-1D05, (X, 2, B}, rgbeplor=(0, 0, 1))
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S’amuser avec les nombres

Denise Vella-Chemla

20/11/2011

On peut trouver sur la toile un article concernant les identités de Newton™, dont on recopie un extrait :
En algébre, les identités de Newton fournissent, dans les espaces de polyndmes en plusieurs variables, un
lien entre les polyndomes symétriques élémentaires et les sommes de Newton, c’est-a-dire les sommes de
puissances des indéterminées.

On pose s, =k + .- + rﬁ, ot les r; sont les racines de P(z) = apa™ + an_12" 1 + ...+ ap. On peut
démontrer :

ans1+lap—1 = Oa

anSz + ap—151+2a,2 =0,

apS3 + Gp_182 + Ap_281+3a,_3 =0,

nSq + Gp—184-1+ ...+ ap_gqy151+day,_q = 0.
On va l'appliquer a un polynéme pour montrer ’aspect magique de ces résultats.

Les nombres 1,3,7,9 et 11 sont tous solutions de 1’équation :

x® — 31zt + 350> — 173022 + 3489z — 2079 = 0

On a:
s1 =1434+74+9+11=31

s9 =124324+724+9%2 4117
=149+49+81+121
=261

s3 =134334+74+93 4118
=1+427+ 343 + 729 4+ 1331
= 2431

s =1*4+3 4+ 7 4+94 114
=14 81 4 2401 + 6561 + 14641
= 23685

s5 =143+ 75 4+9°411°
=1+ 243 + 16807 + 59049 + 161051
= 237151

*http://fr.wikipedia.org/wiki/Identités_de_Newton



Ecrivons les identités de Newton et vérifions-les.

s14+1.(=31) =0
31-31=0

$9 — 31s1+2.(350) = 0
261 — 31.31 + 700 = 0
961 — 961 =0

53 — 31y + 350s1+3.(—1730) = 0
2431 — 31.(261) + 350.(31) + 3.(—1730) = 0
2431 — 8091 + 10850 — 5190 = 0

s4 — 3183 + 35055 — 17305, +4.(3489) = 0
23685 — 31.(2431) + 350.(261) — 1730.(31) + 4.(3489) = 0
23685 — 75361 + 91350 — 53630 + 13956 = 0

s5 — 3154 + 35053 — 173055 + 348951 +5.(—2079) = 0
237151 — 31.(23685) + 350.(2431) — 1730.(261) + 3489.(31) + 5.(—2079) = 0
237151 — 734235 + 850850 — 451530 + 108159 — 10395 = 0

On pourrait inversement exprimer les nombres entiers successifs 1,2,3,4 et 5 en fonction des sommes de
puissances des indéterminées et des coefficients du polynome, de la facon suivante :

QAp St
+1=-=2

An—1
Lo — _nS2 tan-181

Gp—2
3= WS T an—152 + an—251
Ap—3

= _ nSd + an-18d-1+t ... + An-d+151

Ap—d



Vision algorithmique de la Conjecture de Goldbach

Denise Vella-Chemla

23/11/2011

On appelle séquence d’entiers une suite finie ordonnée d’entiers. La fonction concaténation prend en argument
deux séquences sl et s2 et retourne la séquence constituée des éléments de sl suivis des éléments de s2.

Considérons les séquences d’entiers suivantes :

S0 = {173}
s1=1{1,3,5}
52 = {3,5,7).

Définissons la fonction f(S) qui associe & la séquence d’entiers S une séquence d’entiers contenant tous les
éléments de S auxquels on a ajouté 2.

Définissons alors s;41 de la fagon suivante : s;11 = f(s;) si et seulement si le dernier élément de s; augmenté de
4 n’est pas un nombre premier et s;.1 = concat({1}, f(s;)) sinon.

Démontrer la conjecture de Goldbach équivaut & démontrer que toutes les séquences engendrées par 1’algorithme
ainsi défini contiennent un nombre premier.
Les séquences pour les nombres pairs de 6 a 100 sont fournies ci-dessous. Les nombres premiers sont bleus.
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Vision algorithmique de la Conjecture de Goldbach

Denise Vella-Chemla

23/11/2011

On appelle séquence d’entiers une suite finie ordonnée d’entiers. La fonction concaténation prend en argument
deux séquences sl et s2 et retourne la séquence constituée des éléments de sl suivis des éléments de s2.

Considérons les séquences d’entiers suivantes :

S0 = {173}
51 = {17375}
S2 = {37577}

Définissons la fonction f(S) qui associe & la séquence d’entiers S une séquence d’entiers contenant tous les
éléments de S auxquels on a ajouté 2.

Définissons alors s;41 de la fagon suivante : s;11 = f(s;) si et seulement si le dernier élément de s; augmenté de
4 n’est pas un nombre premier et s;.1 = concat({1}, f(s;)) sinon.

Démontrer la conjecture de Goldbach équivaut & démontrer que toutes les séquences engendrées par 1’algorithme
ainsi défini contiennent un nombre premier.
Les séquences pour les nombres pairs de 6 a 100 sont fournies ci-dessous. Les nombres premiers sont bleus.

Essayons d’imaginer une récurrence : admettons que la conjecture de Goldbach soit vraie jusqu'a n — 2, i.e.
pour chaque nombre k inférieur ou égal & n — 2, on a trouvé un nombre premier (au moins) dans la séquence
de nombres associée a k. Par définition, la séquence de nombres & associer & n est totalement déterminée par
celle associée a n — 2 et par la valeur de n — 2. Mais imaginons que cela ne soit pas le cas, imaginons que ces
nombres soient en quelque sorte choisis au hasard : la séquence associée & n contient B = 7(n) — 1 nombres

choisis au pire parmi A = nombres (voire donc parmi moins). Iy a C ff combinaisons de nombres possibles.

Calculons :

Y (")

! _<w<n>1>!<”‘2ﬂ<n>+1);

m(n) tend vers n/ln(n) selon le théoréme des nombres premiers de Hadamard et La Vallée-Poussin. Le dénominateur
se simplifie en n/2 si 'on assimile in(n) — 2 a In(n).

C% devient £ (5 -1) (5 -2)... (%)

Le fait que ce nombre soit supérieur & n/In(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n garantirait-il
par le principe des tiroirs que la nouvelle ligne contient forcément elle-aussi un nombre premier au moins ?

Autre possibilité : par 'hypothese de récurrence, toutes les lignes pour les nombres inférieurs & n contiennent
un nombre premier. Mais on peut “étendre” ces lignes de multiples maniéres, en leur adjoignant des nombres
quelconques, et en obtenant de la sorte des multitudes de lignes (& dénombrer) qui “couvrent” peut-étre toutes
ces combinaisons que 1’on peut obtenir pour n.
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On a une premiére équation polynomiale qui a pour racines les nombres premiers
impairs inférieurs & n. On remplace x par n—z dans cette équation pour obtenir
une nouvelle équation polynomiale qui a pour racines les complémentaires des
nombres premiers impairs inférieurs & n. Lorsque les racines de la deuxieme
équation polynomiale sont des nombres premiers impairs, ce sont des décomposants
de Goldbach de n.
1 Degré 3 : nombres premiers 3, 5, 7

2% — 1522 + 7lx — 105 =0

(n—2)®—15(n —2)2+71(n —x) — 105 =0

23 — (3n — 15)2% + (3n? — 30n + 7T1)z — (n® — 1502 4+ 7ln — 105) = 0

(3 —n3) — (3nz? — 3n?z) + (1522 + 15n?) + (7T1z — Tln) — 30nz + 105 =0

Il y a invariance de I’équation par permutation de n et x.

2 Degré 4 : nombres premiers 3, 5, 7, 11
ot — 2623 4 23622 — 886z + 1155 = 0
(n —z)* —26(n — 2)3 + 236(n — )% — 886(n — x) + 1155 =0

x* — (4n — 26)z3 + (6n? — 78n + 886)2% — (4n> — 78n? + 886n — 236)x
+(n* — 2613 4 886n2 — 236n + 1155) = 0

(% +n*) — (4nz* + 4n3z + (2623 — 26n3) — (78na? — 78n?x) + (88622 + 88612)
—(236x + 236n) + (6n?2? + 886nz + 1155) = 0

Il y a invariance de I’équation par permutation de n et x.

3 Degré 5 : nombres premiers 3, 5, 7, 11, 13
25 — 392* + 57423 — 395422 + 12673z — 15015 = 0
(n—x)% —39(n — 2)* + 574(n — 2)® — 3954(n — ) + 12673(n — x) — 15015 = 0

25 — (5n — 39)z* + (10n% — 156n + 574)2% — (10n3 — 234n? + 17220 — 3954) 22+
(5n* — 15603 + 1722n% — 7908n + 12673)2 — (n® — 39n + 574n3 — 3954n2 + 12673n — 15015) = 0

(2° — n®) — (5na* — bntz) — (392 — 39n) + (101223 — 10n3z?) — (156123 + 156n37)
+(5742® — 574n3) — (1722n2? — 1722n2x) — (395422 — 3954n2) + (126732 — 12673n)
—(234n2%2? + 7908nx — 15015) = 0

Il y a invariance de I’équation par permutation de n et x.



4 Degré 6 : nombres premiers 3, 5, 7, 11, 13, 17
28 — 5625 + 12372* — 1371223 + 7989122 — 230456 4 255255 = 0
(n — )% — 56(n — 2)% + 1237(n — x)* — 13712(n — )% + 79891 (n — x)? — 230456(n — x) + 255255 = 0

28 — (6n — 56)2° + (1502 — 280n + 1237)x* — (20n3 — 560n? + 4948n — 13712)x3+
(15n* — 560n3 + 7422n2? — 41136n + 79891)x2
—(6n° — 280n* + 4948n3 — 41136n2 — 159782n — 230456)x
+(n8 — 56n5 + 1237n* — 13712n3 4 79891n2 — 230456n + 255255) = 0

(x5 4+ nb) — (6na® + 6ndz) — (562° + 56n°) + (15n2xt + 15n12?) — (280na* — 280nx)
+(12372% + 1237n%) + (560n22° — 560n322) — (4948na® + 4948n3z) + (137122% — 13712n3)
—(41136n2? — 41136n2z) — (7989122 — 79891n2) — (2304562 + 230456n)

—(20n32® — 7422n%22 — 159782nx — 255255) = 0

Il y a invariance de I’équation par permutation de n et x.

Les équations polynomiales obtenues semblent toujours étre des fonctions in-
variantes par permutation de n et z. Il faut trouver pourquoi ces équations ont
toujours I'une de leurs racines au moins qui est un nombre premier impair.



Conjecture de Goldbach et
nullité du déterminant d’'une matrice de Sylvester

Denise Vella-Chemla

25/12/2011

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur & 2 est la somme de deux nombres
premiers. Trouver les décomposants de Goldbach d’un nombre pair n équivaut a trouver les racines com-
munes de deux polynémes : le premier polynéme a pour seules racines les nombres premiers impairs
inférieurs ou égaux a n ; le second polynéme a pour seules racines leur complémentaire & n. Par exem-
ple, trouver les décomposants de Goldbach de 6 consiste a trouver les racines communes des polynomes
22 -8+ 15=(x —3)(x —5), et 22 —dz + 3 = (x — 1)(z — 3).

Les coefficients et les racines des deux polynomes vérifient les équations de Viete : dans le cas général
d’un polynéme unitaire 2" 4+ ap_ 12" ' + ap_ox™ 2 + ... + a2 + a1z + a, :

1+ T2+ ...+ = —Qp_1

T1To + X123 + oo + Tp1Ty, = Ap—2 (somme de tous les produits 2 a 2)

T1Tox3 + T1T2X4 + oo + Tyy—2Tp—1Ly = —Ap_3 (somme de tous les produits 3 a 3)

T1To. T + T1To Thg ] + oo+ T g1 T = (—1)Fa,_p (somme de tous les produits k a k)

"a,.

T1To...xy = (—1)
Les coefficients du deuxieme polynome sont les coefficients du développement de Taylor du premier
polynome. Dans le cas du nombre pair n = 6, les coefficients du premier polynéme sont a; = 1,a3 =
—8,a3 = 15. Les coefficients du deuxieme polynoéme sont :

b1 = ay,
b2 = —2&171 — a,
bs = a1n?® + asn + as.

Deux polynémes ont des racines communes si leur résultant (le déterminant de leur matrice de Sylvester)
est nul.

On rappelle que la matrice de Sylvester de P(z) = 2™ + a12" ' 4+ apa™ 2 + ... + ap_12 + a, et Q(z) =
2+ b b2+ 4 by_1z+ by, est

a 0 ... 0 b 0O ... 0

ay ag o0 by b() o0
ag . bo

an, by,

0 Qp, 0 bn

0 0 anp 0 0 bn



Dans le cas n = 6, exprimons le résultant uniquement en fonction des coefficients du premier polynome.
Peut-étre cela nous permettra-t-il de comprendre pourquoi il est nul.

Le résultant des deux polynémes dans le cas ou n = 6 est égal a :
ntal +4n3aday + 4n*adas + 5na?a3 + 8nalasas + 2naiad + 4ayaias
Si 'on remplace n par 6, a; par 1, as par —8 et az par 15, on obtient :
6" 4 4.6%.(—8) 4 4.62.15 4 5.6%.(—8)% + 8.6.(—8).15 + 2.6.(—8)> + 4.(—8)2.15

qui est égal a :
1296 — 6912 4 2160 + 11520 — 5760 — 6144 + 3840

qui est bien nul.

Qu’est-ce qui se joue entre les différents nombres pour que le résultant soit finalement nul ? Voyons si en
écrivant les factorisations des nombres intervenant dans la somme, cela s’éclaire ?

2434 28331943354 28325 2732521349835

On se demande si une telle modélisation de la Conjecture de Goldbach peut améliorer sa compréhension.



