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Fractales, symétne et conjecture de Goldbach

Demise Vells

Fovrier 2006

1 Introduction

rans cette note, nous utilisorns la théorie fractale de Mandelbrot poar
etudier certaines propriétés des nombres entiers naturels. Nons mettons en
évidenoe les symétries que l'on trouve dans certaines séquences ractales
d'entiers, Ces symétries ant vraisemblablement pour conségquence gue tout
entier naturel superienr 4 4 est la moyemne de denx nombres premiers.

2 Séguences fractales de valuations p-adigues

2.1 Définitions

Cn appelle valuation p-adique |p pramier| doan entier nn 'expozsant de p
dans la factorizsation de n. Un a Fhabitude de noter cette valuation oy ().

Umn peut déhinir vpin) de la tagon suivante .

o (1] = 0 gonEQ (mod p)
] wpindpl+ 1 sinon,

Vioicl la séquence des valuations 2-adigques des nombres entiers de 1 a4
10K

01 0201030102010 4
01 0201030102010 35
0102010 301020104
01 0 2010301020106
01 0201030102010 4
01 0201030102010 235
01 0 2 0
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La séquence des valuations F-adiques des mémes nombres est !

00100100 2
00100100 2
001001003
Oo01 00100 2
0Oo01 00100 2
001 001003
001 00100 2
00100100 2
001 001004
0O01 00100 2
00100100 2
0

On appelle séguenee fractale d entiers 1me sbguence dentiers qui 87" auto-
contient”. Cette notion a été définie prédsément par Mandelbrot [1]. On
peut dire que d'un point de vue mathématique, les fractales sont des ob-
jets sonstruits par eurrence o ime homothétie interne, ce que 'on appelle
I” anto-similarité”™, Avant Mandellwot, Peano, Sierpinski, on Hilbert avaient
imventé des cowrbes fractales. Chague partie de ces courbes a une structure
identique a la stroucture chn tont.,

Cette notion de “fractale”™ est esthétique par sa “beanté naturelle™ au
seng o1l elle permet de représenter des objetz naturels tels une conrbe litto-
rale accidentde, la structure d'vin arbre, ete. Enfin, Kimberling [2] a introdnit
la notion de “séquence fractale d'entiers™ qui sera utilisée ici.

DVabord, il faut constater que les séquences comstituées des valuations
p-adigues des entiers sont antant de séquences fractales d'entiers : s l'on sup-
prime de 'me de ces stquences tous ses éléments nuls et que 'on retranche
1 anx éléments restant, on obtient la séquence initiale avant transtormation.

Clonsidérons maimenant la séquence obtenne en additionnant les éléments
de la séquence p-adique et de la séquence g-adique [p et g premiers|. On
constate que cette séquence est également fractale. S5i 'on ne comserve de
cette séquence que les éléments d'indices multiples du produit pg et gqu'on
lerwr retranche 2, on trouve 4 nouvean la séquence initiale des sommes.

"N est démymtré que vpla4 &) vglal + v &)

Izt



L comprend que les réglettes étant constmites & avance, et un simple

glissement. permettant de passer d'un nomlae 4 un autre, les wériheations
sont tris rapides,

Amnexe 3 : L7 'empilement” des valuations p-adigues”

15
30
L6
7
14
24
12
21
L)
15
30
L
25
|2
i i i s
| 15| 21
G 10 14| 22| 26
21 315 T L 13 17| 19 25 20
- 1

2 3 5 T 11 13 17 19 23 20

Fra. 4 - Courbe hyper boligue d'éqguation ey = nlagin)



Amnexe 6 : la séquence fractale des nombres pre-
miers

La séquence fractale des nombres premiers (de dimension fonetion de la primorielle )



et msatislaisant, om poursnit ks calouk. Ue sera la sonme des pissanoes
s des racines ajoutée b lasomome des carms des mcines g sera Sguasiment”
s I g 1 TR . . .

diivigsibile par 948 (19 + 317 +3T7 + 19 + 317 +37 = ZA3HEd tandis e 29E015 =

W = 29306 ).

L esmaye ainsi de trowver des polmames syt rigques qui elient fesales les

sohitioms ensemble. Les résuliats sont prsentes dans le tablean ciadesons.

Nambre pair 2a

Nombres premiers décangasarntis

peryarme dinsilde| s presque™ | par 2a

fi
a
101
12
14
I
15
Al
+3

A
. §
258
Al
42
o
<
A5
|
2
H
i
8
Al
a2
ad
S
55
il

i
iid
ififi
ifis
Ll
i3
14
i

d

Al
&2

4.4,11,17,23
4,7, 13, 19,23, 29
7.4l
4,11, 17,23, 249
4,11, 14, 19,249, 3]
B
A

T 13, 149, 37
A4, 11,323,249 4]

Yr+ Br
Fr+Erf+Er +Ex
Yr+Er
Er+Erf+E-+ B
Yr+Esr
Er+Er

1




Nambre panir 2a

Nambres premiers decomasarnts

perlyme e dnon sl e | ou” presmee™ ) par 2a

&d
i
&5
Nl
i
i
i
g
10
125

a,11,13 17,23 31, 37, 41
4,7, 14, 19,43
4,17,29,41
.11, 17, 19,23, 29 31, 37,43
4,14, 14,31
a, 11,23, 41,47
7, 13, 17,323, 2, 37,43
19,31, 37
4.11,17,29, 41, 44
19, 31,61

6 Conclusion

Toms o risltats sont Stmnges, mooe 5 1en de sytematique n'a &8 touve,
e plus, Abel a prowve |'impeesibilite de esoudre squation gemerale de degne

supéneur a O par radicane. 1] est v qulicd, a ancoum mament, il n'a &t e question
d'duation génerale. Entin, quand on est sulement amat rice, kes coums o algehre,
e theorie des grompes, de thésrie des annemix sont totakment hermet iues,
meme 51 on aimerait bemwoup ool une exphoation. A fenilleter oes omirs e

ors ouviages, on prend b plEine mesure de notre inoomprehension. Fmissons
cependant homonstkpuement avee cette citation de H. Poincaré in “La Scenee

ot ' Hypeot hesse”

tas de jRere r'esl ¥Re MEseR. .

“mne accxmulaleen ae foils plest pos plus wRe science qu W




Annexe 1 : l'article d’Euler auquel il a été fait
référence
Larticle d’Eulr “Ihvowverte dune lo toute exdmonbinare des nombres par

mppart a la somme de lenms divieenrs peut stre trouve an brmat o) dams 1a
page hitpe Smathedoc. ujbgrenalle fr OELY BRES/

Amnexe 2 : programme de calcul de la somme
des diviseurs des entiers successifs par la méthode

rocurrente d'Euler

e lwde < st resom S
#Fineluwde < omath =

oonst mt taille = 1K)

mt altaillk);

mit hftaille|;

it ewker ftaille];

*

it flint %) { return (3 *x* x-S 2}

int glint x) { rebum (3 *x*x+x) /2]

it fhi)]

int 1, v, =

for (1= 1:1 < talle : 1++)
f(i%2==0 {

15



T

z = f¥);

hi]==z ; }
elae |

y=1-1) /2;

z = gl¥);

hf]==z;} }

mit h[:l{
int i;

for [i= 1;i< taille ; i++)
iffi%d==1af]=1;

_=E:|
elae if (1 % 4 == 0) ali
elae if 1 % 4 == 3)

int caloulke] )]
int x, ¥, somine;

eukril] = 1 ;
eukr|l] =1 ;
for [x = 1; x < taille ;x++) |
somine = (1 ;
y=1;
while [x - h[y+1] == )
if [x== hjy+1])
somme = somme + aly] * x:
che
samme = somme + afy] * euler|x « hjy+1]];
v++ ;}
euler|x| = samme :} }

int main (int arge. char® argy|[)4
int i, =

faiy;

i}

caleuk| );

far [i= 1;i< talle ; i++)
stboout << 7 << euleri];}
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Le petit baluchon

Denise Vella-Chemla

21 fevrier 214

U vend it mssembler ici ks caillows frouves durant la promenacde,

1 Simusoides

U s'est intéresse b elles en péalisant que sie 7o) s'annule 4 ois sur Vintenalle [0, 1], pour ks fmctions
1
0
sur un point sur kquel s'anmde la sinsokle dun nombre premier §f ndéreur a -,I.-'F L saisit ainsi bien
Vinfiniteé ce intervalle 11, 1), ks sinusokles d'une infinité de nombres premierns wussissant & s'indercaler
sams les tonecher emd e fowtes les simsokles comespondant & des nombres premiers phis petits ot disja plootes
sur lintervalle,

21| i

. D méemies, la sinusaicle sin (par) s'anmile exactement g — 1 fais sur Vinkervalle )il 1] et ce jamais

:|.| (A

) za

5 on s place sur la dmite réelle habituelle au lew de se focalser sur Vintervalle )1, 1], ks déompasants
de Goklbach se cakulent irés simplement ; oo soni e seub nombaoes entiers mférienrs & 1 /2 qui o' annulent

pas le produit swivant -
) I:.r.'r') ) ([l:—:']rr')
H sig | — | =in | ———
i Lo

o oun s LT :-:.-,.'T

En annexe sont foumis de teb produits de sinuscides presentant le fait que 5 est décomposant de Gokl
bach de 1, que 7,11, 17 et 19 sont décompesants de Goklbach de 48 ou encore gque 19,31 et 37 sond
decompesants de Galdbach de 938,

(et tente de relier oo mterlémenoms entre simsokles 4 Vexpirience de mecanique quantique dite des
“fentes dbe Yeoung”.

2  Essayer de suivre les professeurs : rechercher la limpidité et la
sinceériteé

Nathalie Chamawd signale le souci du siyle de prsentation des réisultats et de la transmision qui motive
Cantar. [l insiste en efbet sur I etbort de présenter ke cheminement de pemsée ausi clairement que possi ble"
et admire particuliérement les expeses d Hermite pour keur limpidite @ “Le siyle personnel de Canar va
aver ke s de commumigquer de la fagon la plus tmansparenie possible le pmoossas of ks sapes de sa
démmnerte.” |

Ce somcd de limpicité se etmouve chex Hilkert, dans un extrait de sa condémemee de 1900 ;0 “On peut
neanmering se demander 59 exibe poe des attributs grndraux caractérizant un m poo bkme de mat héma
tipues. Un mathématicien des temps pessiés adit ;0 “une théorie mathemat ke ne doit etre egardee comme
padaite que si elle a &té endue tellement claire gu'on pusss la fare comprendre au premier indivicdu ren-
contre dans la me”. Cette clarte, cette limpilite si fnergiquement exiges i dwne théore mathéamatioue,
je l'exigerai encore davantage d 'wn probkme mathematique padait ; ce qui est clair et limpile nous attine
e edbet, o g est embrowillé nos e ke

L'extmit particuliérement famowvant de Gakis @ O doit présoirn que, tmitant des sujets aussi nouveaus,
hasanlé dans une voie aussi insalite, hien souwvent des difficulies se sont présentéos que je n'al su vwinere.



Aussi, dans ces deux wemoires et surtout dans ke second qui et plus récent, rouveraston souvent la
fonmile @ “Je ne sak pas” . La closse des lectenms dont j'ai parlé o commmenc ement ne mangquera pas d'y
tmouver a rire. Cest que malheureusement on ne s dowte poes que ke livee ke plus pescieus du phes savand
serait celui o il dirait towt ce quiil ne sait poes, cest o gquion ne se dowte pas g’ un auteur ne nuit jamais
tant a s lecteurs que quand il dissimule une dificult?, Ouand la concurrence, ced a dime Végoiame, ne
riegnera plus dans les sciences, quand on s'associem pour Sudier, an liew d 'enwoyer s Académies des
paquets cachetés, an s ‘empressera de poblier les moindres observations pour pen gqu'elles soiend nouvelles,
ot an ajoutera ;e ne sais pas le reste” .

En cherchant & swivre Gakis, on a trowve gue les decompesant s de Goklbach de e sont les salutions come
munes et inférienms & w2 de Vindquation 1° — wr # 0 que Fon doit wsowdre siomltanément dans tous les
corpe premiens Z/p 2 avec g un nombre premier quekongue inféreur 4

Traitoms 'exemple de la recherche des démmpesitions de Gokllbach de 95,
Le pabmime 1 — 981 est égal & 1 — 2r dans /38 tancdis equ'il est égal & r? — 3r dans £/5Z, ou encorme

égal 4 tout simplement dans 2/ 72 puisque 7 divise 95,

Notons dans un tablean pour les nombres premiers supirieurs a VI8 et inkrieurs a 49 la moitié de 98 les
valeurs des polynames en question o voyons omee qud sont elimings dans chaom des corps premiens.

11 13 17 1™ 23 24 31 a7 1 43

AT

r° jdomnt on teste la nullite dans /720 121 169 2839 361 529 841 961 1369 1631 15449
= 2 [dont on teste o nullive dans Z/320 | 99 143 355 323 487 TAT A09 12495 15%F  1T63
= Ax [dont on teste o nullite dans 2550 | 88 180 238 304 480 T 868 1258 1558 170

23
2
20K

O vait que ne sont comserves gque ks nombres 19, 31 et 37 qui sont conmne attendu ks desomposants de
Gaklbach de 95

3 Somme des diviseurs d‘EulerEI. minimiser / maximiser

Lartick d'Euler Déconwerte dune (o (ol ext mordinaire des pombres g mppent d fo semme de lears
digizears oot magique. Un reste subjugned par la maniére dont b mathimaticen a tromw® la fonoulke
recrente de la somme des diviseurs, Meme le kit de la progmamuoer la lasse hermetique. Un trouve
partiulismment esthétique la manire dont les nombres pentagoanaux surgissent de la combinaion par
différenee de la suite des entiers e de la swite des impairs. Cicdessous une bnouke réourmente phis simple
e celle o Euler pemr calowler la somme des diviseurs o un entier o (k).

k=mn-1
E (Gk(r - k) — el kio(r - E)
k=1

12

U pent wair k= nom bes premiers oomme des minima locans de la fonetion somme des divisewns.
Fuiseue la somme des divisenms o 'un nombre premier povaut g+ 1, ptg est une déommposition de Goaldbach

ce v si et senlement s alp) +olg) =n +20 Les deécompesant s de Goldbach minimizsent done la somme de
la semmme des diviseums de p et de o somme des divisenrs de g

Lidee duale consiste & trowver ks décompesants de Galdbach en maimizant e produit des indicateurs
o' Enler des denx decamposants. Dominigque Ceugniet a wrifie cotie dlée par pogramme jusqu'a T.J[FEl

L. AL Gased, qui fvuril eelle Eramle e wmmils chiliree de ool dEoke sur o Goake dhoe T nolis de la abquimes
A DDA el 1FELS Tournsl ooanmn expl eatesn o oo U foeaub pooasind dhon ndsulal de Claey oo ooc sl acondinoms
par ches mpieial s dis lnetlean modulna,

¥ o cacabotte dheaaad Tadiom

(%]



4 Ma conjecture

Tout nombre pair superieur a 14 partage un décomposant de Gokl bach aves = — 6.

5 Addition disjointe

La definition récursive r &y = 1 +y — ry simplifie considémblemment les cakuls provenant de application
du principe d ' inchson-eochsion.

Par exemiplke,

[(ladblde)bd =(la+b—ab)db gt d
=[la+b—abl+e— [a+b—ablk)dd
=lat+b—abh+e— ac—be+abe)d d
=a+bt+e+d—ab—ac—aof —be —bd — od + ale + abd + acd + b — abed

6 Héves d'un prince

{m peut trowver sur la toile e joumal mat hématique de Gauss. On oy it que Gauss a étwdié la conject ume

de Galdbach e 14 mai 1796 a Géittingen. Un peut imaginer que ks deux premieres lettes mystérieuses
du mot GEGAN qui apparatt dans la citation “Vicinms GEGANT du 11 octobee 1796 sont ks initiales
respectives de Goklbach et Euler...

Cilessous extrait de la kettre qu'il a adresés 4 Sophie Germain, qui s'@tait kit paser e un hommne
M. Leblanc, pour lui envoyer les résultats de ses travaux en théorie des nom bres.

“Le gout pour ks scenoes abstraites en general et surtout pour les mysteres des nom bres est fort e -
on ne s'en ctonne pos; ks chamnes enchanteurs de cette sublime scemce ne se décelent dans toute leur
beauté gqu'a coux qui ant ke coumage de les approfondir. Mais lorsgqu'une personne de oo sexe, qui, par nos
moeurs of par s prejuges, dait encontrer infiniment plus dobstacles et de difboultés que les hommnes a
s familiarser aves om recherches dpineuses, sait néaumaoing fanchir ces emmws o penstrer oo guielles
ant de plus cache, il bt sans doute gqu'elle ait ke phis noble courage, des talents tout a fait ext mordinaires,
le gemie superieur. En efbet | rien ne powmait me prowver d'une maniere plus flatteuse of moins squivadgue,
que les attraits de cette science, qui ant embelli ma vie de tant de joussances, ne sont pes chimeérques,
que la predilection dont wous aves honorse.”



Amnexe : 3 exemples de calculs de produits de sinusocides pour
trouver les décomposants de Goldbach des nombres pairs 16, 48
et U8

S emt aldmompesant de Galdbach de 16,

7. 11,17 et 14 somt decompesants de Laldbach de 45

=] , .
I |
|
al i | 1 i
L |
| | i | (¥ k]
| .-'ll. ;N - Tk |- L - ILIN
R T AR 1T |
i A 0 -
n ! || |l
.'I | | || .
H | | || I
|
[ |
; | l |
m 11 | | |
'i i |
1
1 | | |

19,31 &=t AT semt déscompozants de Gokllbach de 95,

o 1 |

ar

LR




U ne meeoqplique pas o la eepresemtation par ks grilles de divisibilite qui nous a permis de miens oom
preqlre la conjecture de Galdbadh et dont |'eemple du nombre pair 40 est représente cisdessus, 11 et 1T,
qui ne sant divisibles nd par 3 ni par 5 et qui ne partagent aves Al anoun de keur reste dans des divisions
cuclilienmes par 3 on 5 [Le domnt b ooknne ne contient pas de case oalardes) sant des décompesants de
Liaklbach e 40

U a propasE & partit de o grilles la posibilite de tronver ks déomposants de Goklbach en caloulant
e procuits de sinusoides.

L= devompoeants de Goklbach de w sont en effet ks senk pommbres entiers oonpairs mbérienrs a w72 qui
n'annilent pas le prochuat swivan

[ o) o (E52)

A pun nh 1778 0

L= sinusaides comrespond ant an cas du nombre pair A |50 eporter a la grille de divisibilite cidessus) somt

“'.i'x|l-.|.- -

U peut Hablir une anakbigie entre o sinusaides ot ks fonctions o 'onede de la mécanigque quantioque.
En powsant analogie, on pent imaginer qu'on puisse établiv une pmobabilité gqu'un nombre pair ait un
démomposant de Gaklbach sans pouvair tablir sa valewr, seln une sarte de principe d Sneertitwde.

Enfin, 5i om sou haite établirune makbgie avee la pmopriete d indricaien uartiqee : on associe a chague case
e la grille de divisibilite ciedessus unog=hit qui est sinm banement dans les états 0 et 1. Un pent imaginer
cette grille comme de taille indinie 5§ on consiklére tous les nombres pairs d'um meme coup. Le &it de fooer

3



Primalité et zéros de sommes de cosinns
[Denise Vella-Chemla
10,/7/14
L'article d'Eulr Démarerte d ‘une (o {od extmerdingire des penbes par rop-

pert i ln semme de lenrs disisenrs est magique. Un reste subjugue par b maniéne
demt le mat hématicien a trouve la formmle réourente de b somae des divisenrs.

Om peut towver sur un forum de mathématiques & Padresse [ty 2/ wme.des — |
[mathemab ques wet ! gharem, read ghp?5, 892412, 35825949 une autre formulke

ot = 373 oo (27)

k=1id=1L

Les comimus se comportent ici comme des boaléens qui comptent pour chague

diviseur sa valeur comme une sommne de 1, de facom analogue & I bnction Swec
de I'anthmétique de Peano.

D coup, on en désduit une maniére rgolote de trouver ks nombres premiers
ce somt les zemos de b boction sumesumeos ciedessous

n—-1 k

2mnd
sumsones s n) = EE‘“‘ ( k :I

k=3 =1

For me, that's &, !



| 'opérateur Snuroo

[exp (37) 0 0 0 0 ...
0 exp(%ET) 0 0 0
PlusUn = 0 0 exp (%) 0 0
0 0 0  ep(E) 0

Denise Vella-Chemla 4.8.16 1 4




Malte

—SIn, cos

sin, cos

L

cos, sin

—Sin, —cos

\

sin, —cos
Denise Vella-Chemla




Polygones sur lesquels cyclent les restes modulaires

Denise Vella-Chemla



Tables de résides eadraiiques des moaeles § d &8 (Derise Vello=Che o, J6 8 06
Vair k= tables qui permoettent ol indwiee, de visu, mais ozl ne este quune hypothese :

& qe les nenm bess premiers de la formwe 4B 4+ 53 ont stdctement phis ode o pd résidus quadratioqpes in-
ferieums aon égaux a leur mait i ;

& oue ks nombrs prenmers de la forme 46+ 1 omt v — 174 résidus quaslrat iques. inférienrs ou Sganes
a lewr moitie ;

® que ks nombres composes aont mains e wyd resicdus quadrat kpues. mderiewrs ou ega & leur modtie,

O commence par calowkr les cames modulo ke wombre v oomsiderd of ks noter dans la froisieme ligne,
soms la bare. Pk on calorie ewr ooorenos dans ks dens premidnes lignes, Ending on compte les petits
rémiclus quadraticques [nois prg, ie. cowx qui sont inférieurs & w2, et qui apparaisent dams la seconde
ligne).

Maodle v =3 |1 prog = 5/4)

Madwle v =5 |1 pre)

Maodwle n =T |2 pro = 7/4)

Moefile

92 prg < 974)

Maodule w = 11 |4 poy = 11740

Meodude v = 13 [3 pag = 13/4)
T
fi
11

Module w = 15 (3 pmy < 15/4)




Module m = 17 (4 pop = 17/4)

Maodwle v = 19 [ qrg = 1974)

Module =21 (4 po < 21/ 4)

Al 11
10
1 16
Meadwle v =23 [T prg = 23/4)

Modwle m = 25 (5 po < 25/4)

Modwle v = 27 |fi pog < 277 4)

Module m = 20 [T po = 29/ 4)

149 | 15
1] 11

15
14
3

Modwle v = 31 9 pmy = 3174)

Module v

Mofile n




Maodwle n = 37 [9 prg = 3774)

23 20| 14
14 17T] 158
11 S0] 28

Modwle n = 30 |8 prg < 349740

A4l a3 2
i T 14
A | 10 1)
Maodile v =
22
14
a4 ] 4l

Maodile v =

Meodwle rn = 45 [ prg < 4574)

id | 43 49| 38 | 47 23
2 i | T| & 2
] At 4 |19 H

Ll
25 | A6

Meadile n = 51 10 prop < 5174d)

8|47 | i | 445 | 44 il | 4d il 291 28 |1 27
3 S 6| T |8 |11 20 22|23 | 24
)16 |25 | 36 | 49) 1] 30| 2| 19 G)a 25| 14|14

U rmamue endin un ékement quiil est pent-étre ineresant de souligner @ sebn le module p = 23 par
exemple, k= ocarrs sabtenant par additions d impais suecesils & partir de O, on a la suwecesion de estes
maclilaires swivemte :

[P R LI PR LAY WL LA T LAY
i T - R L
. 3 O . . 2i-1
dans lacuelle an compte T mestes quadrat kjues inkrieus ow egauxa 1l = —



Approche purement syeforique (Derise Vello-oChemio, 12050057
1) Hoadéliser

Um cherche oo que b= nom bes premiens syt rsent .

Lm sait par esemple gquun nombre premier poa exac tement "—'.E.—" resiclus quacdrat ques, tandis que oo n'est
pas ke oo od'un nombre compost. Sioon considére et po— roinfdrieus A& p, soit tous 2 sont wsidus
quadmtioues de p simnhanément, soit silun Vest, Fawtre ne Pest pas et imversement. O peut wir dans

ces faits une forme de symétrie.

Cherchons diawires formes de syinétrie en dtwdiant ks compesitions des nombres, O prend comime
réfémence Varticle de wikipedia it tps:/ /frowiki pedia.org wiki/ Composition combimatorre ||

Un nombre v a 2° 7" compesitions difffrentes. On peut wir les compesitions de n comme feuilks d un
arhre hinaine de havtewr w—1. O vait gque Fordre d e sommands importe, 1+14+ 242 o 1+ 24 1+2 sond des
cenmpesitions difffrenies de 6 [alms quielles correspondent & la iwéme paritiom). 1y a une comespondance
bijesctive entre ks mots booléens de ' — 1 caractéres et les compositions de . Par exemple, ke mot de 5
lettmess LKL cormespaoned & ba decomposition 2+ 1 +2 + 1 de 6.

Arfire binnire des compesitions de 2

L)

-

Artire binaire des compesitions de 7 [ lite les desins de haut en bas)

il 1 0 1
™
==

Pour abtenir une composition de w+ 1 & partic d 'une compesition de e, il sudfit sait dajouter un sommant
1+ au début de b compesition de r, soit de emplacer le premier sommant de b compesition de w par
s sxwsseur, on abtenant & partir de la compesition ® = 25+ A laomposition e+ 1 =1+ =) + A, kB
cakul entre paremtheses devant étme effectivement effectnd.

21 [T
g g

1+1+1 [ ] ]

Voyoms cela pour le passage des compositions de 3 & celles de d @ de Vensemble {1+ 141,142, 2+ 1, 3} dles
compesitions de 3, on peut concaténer 1+ an début de chague sonmne, ce qui permet dobtenir 1ensem ble
de compeitions de d J14+1+14+1,1+1+2,1+2+4 L1+ 3} ; ou bien dans chagque composition de 3,
on remplace le premier sommant par son swecesseur, oo qui permet dobdenir Fensemble de compositions
de d {2+ 1+ 1.2+ 2.3+ 14} O mitére le processus pour passer de ensemble des compositions de 4
f1+1+14+L1+142 142+ 1L 143,2+1+1, 242,34+ 1,4} a I'ensemble de compesitions de 5 constitwe de
Punicm cles elenx ensembles {1+14+14+ 1+ L 1+14+142, 14142+ 1L 1+ 143, 142+1+1, 14+ 242, 1+3+ 1, 1 +4}
et J24+14+141,2+14+2,24+2+1,24+3,3+ 1+ 1,3+2,4+ 1,45}



Artre binoire des compositions de §

SN N
AWANAWA

1+s [EET]

=~ [} — — = — =n
+ + + + + +

— —_ ] — =1 -

+ + + +

— — — ™

+

U appelle compsitions triviaks les dews compesitions constitudes 'une imiquement de w caracténes 1
sépares par des signes © 47, de la forme 14140 +1, =t antre de w senl. Uin nombre compees et noe
tamment caractérid par le fait que 'ime de ses compesitions an moins, difffrente des dews compositions
trviaks, ot telle que quelle que sait la permt ation quion pourmit effectuer entre 2 de s sommeants, oette
copmpesitiomn reste identique & elleememe. Hoen st ainsd de b compesition 24242 de 6, on 545454545
il 25, Lin nombre premier n'a ancune de ses compositions qwi est ainsd imvariante par towte peromet atiom
ie s snmmeamts. Uette caractémisation de la primalite est exchisivement synbaocoe.

2) Essager de fermnaliser

A chague entier st sssocié un ensemble de parties de M Chagque partie de M oest ume application de M
dans {00, 1} et on code par un booksen e fait qu'une parie soit image Jun entbier on pes.

Une partie de M éant codée par un mot inding, on compléte chagque mot ooken de b section précddente

par une indinite de 0 ; cette nhindte de z2ems & draite n'ajoute pee de sommant & amtue addit e,

M —s {0, 1}
re—s {2 £ {011 B e sli] =0} C PIH)

Voyons en quai comsiste ke pamage dun entier au suivant selon cette formalisation ([informa tigquement ,
c'est frivial, ga consiste & comcatener ume lettee (low 1 a gawche des mots de w).

i oa ke diagramme swivwnt :

N ——=3 {0, 1}

[

N —3 {g,1}i4"

e o, 0 H —— J00, 1} i

ot B o d[k-1)VER]
i —= 1
— 1

La conelition oorrespondant an fait o'ére compose pour un nom bre entier qui consiste & avair une compoe
sition [difterente des dewx comperitions taviaks) de I fomoe r+0+ .4 41 se tmdudt trés simplemendt
sur les mots booksns @ elle omsite en Vappadtion dans le mot dume puisance an maoins camée d 'un
soms=mict non=nl |k st en question st appelé pérode en theore des langages rationnek) @ par



exemple, la composition 2 + 2 + 2 de 6, codee par e ot WL . . . comtient le sous-ment 100 mqpesie
tmis fais, elle s Gt (1070

Annere ! les 82 compesitions de 6 of lenr moed boeiden cormmspendont

E e m o4 8 9 u« uwu =

E R 5B B R W B E

L+ 1+1+141+1 (0000
L4+ 1+141+2 [0}
1+ 1+14+2+1 [K010)
1+1+1+3 [(011)
1+ 1+2+ 141 (00100
L4+ 1+24+2 [00101)
1+1+3+1 (0111
1+ 144 [00111)
142+ 1+1+1 [0100K)
142+ 1+2 (02001
14+2+2+41 (01010)
1+2+3 ((1011)
L4+3+ 141 (01100
1+3+2 ((1101]
I+44+1 [i11m

1+35 (01111)

2+ 1+ 1+ 141 [LO0K)
2414 1+2 (10001
24142+ 1 (10010}
241+ 3 (1KW1}
2+2+ 141 [10100]
2424 2 [10101)
2+3+ 1 (10110
2+4 (10111)
3414141 [11000)
A+ 142 (11001)
34241 (11010
3+3 (11011)

A4 141 (11100
442 (111m)

S41 (1111

i (11111)

Annere 2 Progromme de passage des mots boeléens aur com position s
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Compositions et mots booléens

@ A chaque entier n, on associe ses 2"~ ! compositions additives.

@ exemple : arbre binaire des compositions de 2

Denise Vella-Chemla Représenter les entiers Féurrer 2017 1 f ﬁ



Exemple

@ exemple : arbre binaire des compositions de 3

T
N v

O

4 N

N Ao o
+ -
— N

[

1+1+41

@ Noter que la composition 1 + 2 est différente de la composition
2+ 1

Denise Vella-Chemla

Représenter les entiers

ST



Obtention des compositions de n+ 1 a partir de
celles de n

@ On concaténe 0 ou 1 au début de chaque mot booléen de n.

@ Cela correspond a deux actions syntaxiques : concaténer “1+4"
en début de composition ou bien remplacer le premier sommant
par son successeur.

Denise Vella-Chemla Représenter les entiers Février 2017 3/6



Nombre composé / nombre premier

@ On appelle compositions triviales la composition correspondant
au mot booléen ne contenant que des 0 (composition de la forme
1+1+ ...+ 1) ou bien la composition correspondant au mot
booléen contenant n — 1 lettres 1 (composition de la forme n).

@ Un nombre composé admet au moins une décomposition non
triviale de la forme x + x + x + ... + x contenant 2 occurrences
de x au moins.

@ A chaque entier est associé un ensemble de mots booléens, i.e.
un ensemble de parties de N.

N — {0, 1}01"
n— {s € {0,1N/Vi > n,s[i] = 0} C P(N)

Denise Vella-Chemla Représenter les entiers Février 2017 4/6



Formalisation
@ Le passage de n a n+ 1 est codé par le diagramme suivant :

Ni} {0? 1}{0,1}N

‘|‘1l ldn—l—l

N—g {0,110

avec d, :N— {0,1}

et
dpi1: k —> dy(k—1),Vk > 1

0 — O

@ faire I'union de cet ensemble de fonctions avec |'ensemble des
fonctions d,,1 qui associent I'image 1 (plutdt que 0) a 0.

Denise Vella-Chemla Représenter les entiers Février 2017

5/6



Nombre composé / nombre premier

@ Un nombre est composé n si I'un de ces mots non triviaux (dont
on considere les n — 1 premiéres lettres, i.e. la partie des mots
avant |'infinité de zéros) admet une période (c’est un motif qui
se répéte, en théorie des langages).

@ Un nombre est premier si tous ses mots sont apériodiques.

Denise Vella-Chemla Représenter les entiers Février 2017 6/6



import mpmath
from mpmath import *

def mafct(n):
PT = 3.14159265359
- listes[[]
for b in range{2,n):
for o in range(1,b+1):
liste.append{cos(2.0*PI*n*o /b))
return sum(liste)

E

= for x in range(101):
print mafet(x)

mpmath.plot(mafct,[®,1081],points=161)

V\

-i--- trescontente-mafct-nercredi20170712.]

100

fix)
8

20

20

&l

gt

100




e S'octroyer le droit de conjecturer aussi. Conjecturons, conjecturons donc : je crois que du fait que ¢ s’appuie sur
I', il faut chercher pour comprendre ¢ du ¢6té de la divisibilité des factorielles (I' est I'extension de la factorielle
au plan complexe). J'ai lu dans la Théorie des nombres de Lucas un théoréme intéressant sur la divisibilité
des factorielles. Pour trouver I'exposant de 7 dans la factorielle de 10000, il divise itérativement 10000 par 7 et
il ajoute les quotients. Cela a comme conséquence qu'un nombre premier est le seul nombre dont on soit sir
qu'il apparait & puissance de 1 dans la factorisation de sa factorielle, les premiers plus petits que lui peuvent
apparaitre a puissance plus grande (par exemple dans la factorisation de 7!, 3 est dans 3 mais aussi caché dans
6). Peut-étre que cette propriété mise au jour par Lucas permettrait de plaquer un ordre total sur les nombres,
ce que ne permet pas la divisibilité qui plaque un ordre partiel sur eux. C’est peut-étre aussi cette propriété qui
aurait pour conséquence 'alignement des zéros...






« Mon intérét passionng pour la justice sociale et la responsabilité sociale s ‘opposo toujours
curieusement d mon inaptitude marquée pour tout désir d ‘association directe avec les hommes et
les femmes. Je suis un cheval pour fe harnais individuel, nullement taillé pour fe tandem ou
['attelage. Je n'ai jamais appartenu de toul aeur @ aucun pays ni d awcun Etat, ni d mes amis, ni
méme d ma propre famille. Ces liens s accompagnent towjouwrs d 'un vague éloignement, et ['envie
de me retirer en moi-méme s ‘est accrue avec les années. Un tel isolement est par fois amer, mais je
ne regrette pas d 'y étre coupé de la compréhension ou de la sympathie des autres. J'y perds
quelgue chose a coup sir, mais en revanche je me libére des coutumes, des opinions ou des
préjuges dautrui et ne suis point tenté de fonder ma sérénité d'esprit sur de si mouvantes assises ».



Probobildés disjemies ou applimiion du crivle de Poincoré quand on éimine on maommam 2 closes de
mrgruence s i selen tont p premier (Denise Vello-Chemio, 26.0.2009)

[ s'agit i o’ e comectement un -:'ﬁ]-:.'u.lﬂ-:[ui utilize la fonoule du crible de Poincane:.

O a vu dans d’autres notes que trouver les décomposants de Goklbach dun nombre pair v supérieurs a
Wi consite a cribler les nombees qui n'omt aecun reste de division nul dans des divisions eucliliennes par
k= nombres premiers inkreus a la moine carée de w et qui, de plus, ne partagent awoun reste de division
aver i Clest oo que 'on note “application du crible de Paincare quand on élimine an masdinmm 2 classes de
COILETIL eI SuT | o toned p premier indérieur a -,.."'E:I U élimine ou mormean 2 clhses de omgrence car
selon tout diviseur lrrIl de |_.r|5l premier), seuk les nombres de la clhse il sont élimines.

Un nombre & une chance sur dews d'&re divisible par 2, une chanoe sur 3 d'&re divisible par 3, une chance
sur w d'etre divisible par n.

Combien de chanoes un nombre aet-il d'Etre divisible soit par 2 soit par 37

Les probabilités comoernant b divisibilite par 2 ou par 3 sont indépendantes une de Fautre, On appellera
“acldition disjointe” Vopération définie par r8 y = x+ y— oy qui va nous permettre de caleuler b possibilite
perur un narnbre o 'Ere divisi ble sait par 2 sait par 3.

1 1 1

42 3 2

1] =

4
fi

ZAj =
-]

Etbect ivement , de 1 a6, il v a 4 nombres divisibles par 2oupar 3 (2, 4 et 6 lesont par 2 et 3 et 6 lesant par 3).

L'intérit de cette “addition disjinte” est quielle permet d'obtenir directement les rsultats de festidiens
calouk faisant appel & la combinataire [ produit de 2 nombres parmi v, de 3 nombres parmi v, etc) 4 cause de
la propriete damsociativite.,

[[addde)dd =(la+b—abidddd
=[lat+b—ab)+ c— [a+b—abk)dd
=(a+b—ob+e—ae—be+abe)d d
=a+bte+d—ab—ac—ad - be - bd — od + ale + abdd + acd + bed — abed

L du @ panver A0S



Le programme ci-dessons caku e le rémdltat abtenn en appliquant la ommoule de Paincans s nombores peemiers
comnprs emre J o 0L

from math import *

def prime{atester):
pastrouve = True
k=2
if {atester == 1}: return False
if {atester == 1}: return True
if {atester == 3): return True
1f {atester == §): return True
if {atester == T): return True
while {pastrouwe):
if {{k + k] > atester):
return True
else:
if {{atester % k] == {]:
return Falsa

else: k=k+1
mult = &.0
for o in range{id,k 101,32} :
if prime{mn]:

mult=mult+{float {n)-2) float{n]-{{float{n)-2)/n) *mult
print{str{n}+" ~->"+strimult) )

Vaici e résubtat de appication du programme pour ks nomn bres premiers comprsente et 1 L' application
de la fornmile bimsgue p= 2 donne un résultat nul.

.0 988147 188147
.. 0. 99TEEATITEES
... 0. 9997492703348
o 099997 3807404
... 0. 999997 T 04892
o 0909099841724
.. 0. 9999959897 EY
... 0. 999999999444

. 0. 999999999973

[y

SEREEENEREhAER AR ERERESREMW
o
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[



Compesitions piindmemiqees (Derize VellooChemlo, 2845009/

L s'agit ici cde mvenir & une modélsation |:-L'|i-=.'|||:|-:ﬂ quid cemsidére ks meds palindrommoques sssacics
e nombres entiers ot qud pennet de caractériser la primalite en théorie des mois.

U rappelle les mots bookens, ks representat ions imagdées par des onepures on an oot mire acoolemendt s
eriTe coses ot les oompesitions additivs asocies an nombre 5.

oot LT T J1+1+ 14141 nn T390 ] s

il [T i 1+1+2 Hw [ ]4+!
o [T T3 ] ]2+ un [T ]s+2
1l |:|:|:|:|:| 1+1+3 110K |:|:|:|:|:| A+1+1
a0 [T ] ] J1+2+1+] w01 [ [ § g | 2+3
i [TF T ]r2+2 wg [ T ] ]2+2+1
mw [T ] ]+ win [J 1T ]=+1+2
ML (T g ]1+4 WK [ T T ] J2+1+1+1

Ln nombre v a 2" " compositions adeditives | chagque separation entre 2 cases de b meprésentation ima
g, o chague boalén du mot & gamche pewt prendre b wlewr (lou 1),

e - - .y om I - - - - = §
Un ne va s'intémsser panni oo compeositions quiam mobs palindromigues, en quantite 2071,

Lin ot paadined roei e pewet etre he clames less deio sens, il et gl & somoimagesammoir | par exemple, radar
et Totar sont palindromiques). Le nombre de mots palindmomiques (217 s justiie par ke &it qu'il v
i A antant que de mots de bnguenr moit e moindre, ot b maitié droite do mot est alors iotalement
déterming: par sa moit i ganche, pusgqu'elle doit en e | inageamimir .

Vaicd les mots palindrommgques pour Pentier T, an nombee de & @ bes dews mots triviaw: K jcormes
pemlamt & 1+14+1+1+1+141) et 111111 [cormspomdeant & 7) ; et les moins triviano:, (01 100 foommes o
demt & 1+143+141), ONWILG [resp. 14241424+ 1), 11110 jon 145410, 101ML [on 24+3+2), 110011
lowd+1+3) et HEHK] jon2+14+14+1+42). Un moyen sir dallomger i mot palindronmepee en: oomsenvamd
sa palindromie st de le faire par les exctrémités du o mot, soit en ajontant dewse let tres (0, soit en ajortant
e betires | & s eoctrémmibis.

Lin nomlbore v est alm compost = 1'un de ses o mots [non triviaus) sssocics my, awguel on ooneatéene
un (0 [note en rongge poner le distinguer duomot indtial) est une pussanos an maoins carmse de [un des
sl anots propres de mg. Inversement, un nombee w et premier siomeeamn de ses mots assocics my ne
virilie oette proprcete.

ar exem ke, aweun des mots palidromigques asocks & T ot aoogquels on oomeat éne un O n'est pacdsseanee
e I'um dle e soms=mot s progres - 001 TG00, € 100K, 01 1 110K, TOOKIAL0, T1CERLLE, 10F1 100,
9 et compuee @ won met aszocie 11011011 awquel an comeaténe (0 st piisancs onbigque de 110

11 10110 = (1107

L. dtaedife un pou e jander 7T, vedr It .':'l-l'J.l-:\:-l.'-.'.J |.rl.'.]lIII1-I l.'.ll-.'l.n-:l;ul-l:-.h:l||:-...-.||-;J;.|.| ||I\Jr
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200 A
150 A
100 4

50 4

20

40

60

80

12500 A
10000 A

7500 A

5000 1 L

2500 A

20

40

A €d +Q/=

60

80

100

100

0.15
0.10
0.05
0.00
-0.05
-0.10
-0.15
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[X import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

dt = 8.1

autren = 166

t = range(l,autren)

signal = [np.sum([sum([np.cos(2*np.pi*n*o/b)[Jif (n != @) else 1 for o in r#@
€ange(1,b+1)]) for b in range(2,100)]) for n in range(108)]

print({signal)

plt.subplot(211)

plt.plot(t,signalll:])

fourier = np.fft.fft(signal)

freq = np.fft.fftfreq(autren, d=dt)
plt.subplot(212)

k = np.arange(autren)

x = np.append(k, k[-1]+k[1]-k[8]) # calcul d'une valeur supplementaire
z = np.append(fourier, fourierl[@])
X = np.array([x,x])

y® = np.zeros(len(x))

y = np.abs(z)

Y = np.array([ye,yl)

Z = np.array([z,zl)

C = np.angle(2Z)

plt.plot(x,y, 'k")

plt.pcolormesh(X, ¥, C, cmap="hot',shading="gouraud",vmin=-np.pi/16.0, vma®
§x=np.pi/16.8)

plt.colorbar()

plt.show()

7
-:---  flute3d.py All L7 (Python)
X Wrote /home/vella-chemla/Desktop/flutel.py
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1500 -
1000 -
500
0 .
0 20 60 80 100
8000
0.15
6000 0.10
0.05
4000 0.00
-0.05
2000 -0.10
-0.15
0 T T
0 20 40 60 80 100
| '
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[§ import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

dt = 8.1

autren = 160

t = range(l,autren)

signal = [np.sum([sum([np.cos(2*np.pi*n*o/b)}/(2*np.pi*n*o/b) if (n != B) else 1 &
€for o in range(l,b+1)]) for b in range(2,1080)]1) for n in range(168)]

print(signal)
plt.subplot(211)
plt.plot(t,signal[l:])

fourier = np.fft.fft(signal)

freq = np.fft.fftfreqlautren, d=dt)
plt.subplot(212)

k = np.arange(autren)

= np.append(k, k[-1]+k[1]-k[®]) # calcul d'une valeur supplementaire
= np.append(fourier, fourier[®])
= np.array([x,x])

® = np.zeros(len(x))

= np.abs(z)

= np.array([ye,y])
np.array(l[z,z])

np.angle(2)

P e N X

2]

plt.plot(x,y, k')

plt.pcolormesh(Xx, Y, C, cmap='hot',shading:“qouraud“,vmin=-npApifl6.UD vmax=np.p#
§1/16.0)

plt.colorbar()

plt.show()

7
-:--- flute3.py All L27 (Python)

Ef Wrote /home/vella-chemla/Desktop/flute3.py
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Spirale logarithmique RE=1E RS 9 ¥ &

15 — spirale [§ import matplotlib.pyplot as plt
«  points entiers import numpy as np
- a, b =1.8, 8.085555]
t = np.linspace(®, 50, 2600)
. x = a*np.exp(b*t)*np.cos(t)
y = a*np.exp(b*t)*np.sin(t)
err = 8.12
01 v, p=[(i, u, v) for i, (u, v) in enumerate(zip(x, y)}) if abs{u-int(u)) < err and ®

€abs(v-int(v)) < err]
u = [c[1] for c in p]
-5 4 v = [c[2] for c in p]
= [t[cl[®8]] for c in p]
or i in range(len(w)):
print('{}: {}, {}'.format(wli], ulil, vIil))

710,
plt.plot(x, y, '-', label='spirale’)
plt.plot{u, v, '.', label='points entiers')
=15 plt.title("Spirale logarithmique")
T y T ; T ; T y T y T g T plt.legend()
-15 -10 -5 0 5 10 15 L5

n, xmax = int(np.min(x))-2, int(np.max(x))+2
min, ymax = int{np.min(y))-2, int(np.max(y)}+2
nor ticks = np.arange(xmin, xmax, 1)

axes = plt.gca()

axes.set_xticks(minor_ticks, minor=True)
axes,.set_yticks(minor_ticks, minor=True)
plt.grid(b=True, which='both', axis='both')

A €I $Q=

plt.show()

!
-(D0S)--- spirale.py All L4 (Python)
X Wrote /home/vella-chemla/Desktop/spirale.py




Spirale logarithmique
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=1 1

—— spirale
« points entiers

=

-3
-3

A« €D

A= B

DeEeExEd s $8H IR

IR import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

a, b=1.0, 0.01[
t = np.linspace(®, 50, 1000)

a*np.exp(b*t)*np.cos(t)
a*np.exp(b*t)*np.sin(t)

err = 6.12

p=[(i, u, v) for i, (u, v) in
€abs(v-int(v)) =< err]

u = [c[1] for ¢ in pl

v = [c[2] for c in p]

= [tlcl[®]] for ¢ in p]
or 1 in range(len(w)):

plt.ploti(x, vy, , label='spirale’)
plt.plot(u, v, , label='points entiers’')
plt.title("Spirale logarithmique”)
plt.legend()

i ticks = np.arange(xmin, xmax, 1)

axes = plt.gca()
axes.set_xticks(minor_ticks, minor=True)
axes.set_yticks(minor_ticks, minor=True)
plt.grid(b=True, which='both', axis='both")

plt.show()
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enumerate(zip(x, y))

print('{}: {}, {}'.format(wlil, ulil, vIil))

xmin, xmax = int(pp.min(x))-2, int(np.max(x))+2
n, ym int(np.min(y))-2, int(np.max(y))}+2

if abs(u-int(u)) < err and @
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Spirale logarithmique R=) E X 9 ¥ 5 N ‘

—— spirale [X import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

* points entiers

14 a, b =1.08, 0.000001[]

= np.linspace(@, 50, 1000)
= a*np.exp(b*t)*np.cos(t)
a*np.exp(b*t)*np.sin(t)
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err = 8.12

p [(i, u, v) for i, (u, v) in enumerate(zip(x, y)) if abs(u-int{u)) < err and &
(v-int(v))} < errl

[cll] for ¢ in p]

[cl2] for c in p]

[tlc[®]] for ¢ in p]

i in range(len(w)):

print{'{}: {}, {} .format(wlil, uli], v[il))
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plt.ploti(x, y, '-', label='spirale')
plt.plot(u, v, '.', label="points entiers')
plt.title("Spirale logarithmique"”)

=3 T T T T plt.legend()

-3 -2 -1 0 1 2 xmin, xmax = int(np.min(x))-2, int(np.max(x))+2
ymin, ymax = int(np.min(y))}-2, int(np.max(y))+2
minor ticks = np.arange(xmin, xmax, 1)
axes = plt.gca()
axes.set_xticks(minor_ticks, minor=True)
axes.set_yticks(minor_ticks, minor=True)
plt.grid(b=True, which='both', axis='both')
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plt.show()
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Nombre de solutions de léquation x'° = 1 (mod n) en fonction du dernier chiffre de n (Denise Vella-

Chemla, 22.12.2017)

Par programme, on a constaté les faits suivants que ’on énonce comme des conjectures :

— un nombre n qui se termine par 1 est un nombre premier ou une puissance d’un nombre premier
se terminant par un 1 si et seulement si 1’équation modulaire #'° = 1 (mod n) a exactement 10
solutions ;

— un nombre n qui se termine par 3, 7 ou 9 est un nombre premier ou une puissance d’un nombre
premier (se terminant par 3, 7, ou 9) si et seulement si ’équation modulaire 2!° = 1 (mod n) a
exactement 2 solutions ;

— un nombre n qui se termine par 1 est une puissance d’'un nombre premier se terminant par 3, 7, ou
9 si et seulement si 'équation modulaire z1° = 1 (mod n) a exactement 2 solutions.

On a z1% =1 (mod n) < z1°—1=0 (mod n).
Orzl?—1=@-DE+)@*+28+22+2+ 1)@t -3 +22 -z +1).

On oublie les solutions triviales 1 et n — 1 qui annulent, I'une, le monéme = — 1, et l’autre, le mondéme
x4+ 1. On oublie également le polynéme alterné x4 — 2% + 22 — 2 + 1 car il s’annule pour n — 2 lorsque le
polynoéme z* + 23 + 22 + x + 1 s’annule pour z et on se concentre donc sur 'annulation de ce polynéme
simple symétrique z* 4+ 22 + 22 + 2 + 1. On cherche pourquoi il s’annule 4 fois pour un nombre premier
p se terminant par 1 ou une puissance de nombre premier p* se terminant par 1 alors qu'il ne s’annule
jamais pour un nombre premier p se terminant par 3,7 ou 9 ou une puissance de nombre premier p* se
terminant par 3,7 ou 9. On ne réfléchit pas pour 'instant au fait que modulo un nombre composé n,
I’équation modulaire #'° = 1 (mod n) n’admet jamais 2 ou 10 solutions.

On résoud z* + 23 + 22 + x4+ 1 = 0 ainsi : on divise le polynéme par z2. On obtient :

1 1
PHr+l+-—+—5=0
T x

1 1
(332+—2)+(z+7)+1:0
X xr

(en mettant ensemble les premier et cinquiéme termes, ainsi que les second et quatriéme termes).

1
On pose X =z + —.
x

qu’on réécrit en :

L’équation se réécrit X2 + X — 1 = 0. Le discriminant A; de cette nouvelle équation est égal & 5.

On a abouti aux 2 solutions suivantes pour X :

1 14
I e )
x 2

On multiplie les deux membres de 1’égalité par x et on a a résoudre une autre équation du second degré :

1++5
x2+T\[x+1:0

Le discriminant Ay de cette seconde équation du second degré est égal a :

(1£v5)? |, 1£2/545-16 545

Ao =
2 4 4 2

Les deux solutions de cette seconde équation du second degré sont :

—Hu/éi —5++5
2 2
2

X =




Il n’y a aucune solution pour les nombres n de dernier chiffre 3 et 7 car modulo de tels nombres n, 5 n’est
)
jamais un carré (1e n’a pas de racine carrée modulaire) dans Z/TLZ

Mais pour les nombres n de dernier chiffre 1 ou 9, 5 admet toujours deux racines carrées (cf. annexe 2),
il reste & comprendre pourquoi selon un module n de dernier chiffre 9, bien que 5 admette deux racines
carrées modulaires, le polynome z* + 23 + 22 + 2 + 1 ne peut cependant jamais étre nul. Il faut aussi
compléter le raisonnement pour les puissances d’un nombre premier plutét que pour les nombres premiers
simples.

Anneze 1 : Positionnement des solutions de équation z'° = 1 (mod p) sur cercles modulaires pour

p=11,31,41,61,71
Solutions de #'° =1 (mod 11) : 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10. 11 est premier. Il y a 10 solutions.

Solutions de '% =1 (mod 31) : 1, 2, 4, 8, 15, 16, 23, 27, 29, 30. 31 est premier. Il y a 10 solutions.



Solutions de % =1 (mod 41) : 1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40. 41 est premier. Il y a 10 solutions.

Solutions de #'° =1 (mod 61) : 1, 3, 9, 20, 27, 34, 41, 52, 58, 60. 61 est premier. Il y a 10 solutions.

Solutions de '° =1 (mod 71) : 1, 5, 14, 17, 25, 46, 54, 57, 66, 70. 71 est premier. Il y a 10 solutions.




Solutions de % =1 (mod 21) : 1, 8, 13, 20. 21 est composé. Il y a 4 solutions.

Solutions de #'° = 1 (mod 51) : 1, 16, 35, 50. 51 est composé. Il y a 4 solutions.

Solutions de x'% =1 (mod 91) : 1, 27, 64, 90. 91 est composé. Il y a 4 solutions.




Solutions de 1 = 1 (mod 81) :

1, 80. 81 est composé, c’est une puissance d’'un nombre premier se

terminant par 3, 'équation n’a que deux solutions, les solutions triviales (de méme par exemple, que
I'équation 210 = 1 (mod 49) (49 étant une puissance de 7), n’a que les deux solutions triviales 1 et 48).

Annexe 2 : Rappel des racines carrées modulaires de 5 pour les nombres n de dernier chiffre 1 ou 9

(obtenues par programme)

4 racine carrée de 5 (mod 11).
7 racine carrée de 5 (mod 11).

9 racine carrée de 5 (mod 19).

10 racine carrée de 5 (mod 19).

11 racine carrée de 5 (mod 29).
18 racine carrée de 5 (mod 29).

6 racine carrée de 5 (mod 31).

25 racine carrée de 5 (mod 31).

13 racine carrée de 5 (mod 41).
28 racine carrée de 5 (mod 41).

8 racine carrée de 5 (mod 59).

51 racine carrée de 5 (mod 59).

26 racine carrée de 5 (mod 61).
35 racine carrée de 5 (mod 61).

17 racine carrée de 5 (mod 71).
54 racine carrée de 5 (mod 71).

20 racine carrée de 5 (mod 79).
59 racine carrée de 5 (mod 79).

19 racine carrée de 5 (mod 89).
70 racine carrée de 5 (mod 89).



