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Résumé

Nous posons et résolvons l’analogue du probleme de la concentration temps-fréquence
de Slepian sur la surface de la sphére unité pour déterminer une famille de fonctions
orthogonales d bande temporelle strictement limitée, qui sont concentrées de fagcon op-
timale dans une région fermée de la sphére, ou, alternativement, de fonctions a bande
spatiale strictement limitée qui sont concentrées de facon optimale dans le domaine
harmonique de la sphére. Une telle base de fonctions concentrées simultanément spa-
tialement et spectralement devrait étre un outil utile pour l’analyse des données et leur
représentation dans de nombreuses applications géophysiques et planétaires, ausst bien
qu’en imagerie médicale, informatique, cosmologie et analyse numérique. Les fonc-
tions de Slepian peuvent étre trouvées soit en résolvant un probléme de recherche de
valeurs propres algébriques ou en résolvant une équation intégrale de Fredholm dans
le domaine spatial. Les valeurs propres associées sont une mesure de la concentration
spatio-spectrale. Quand la région de concentration est une calotte polaire symétrique
par rapport a l'axe, 'opérateur de projection spatio-spectral commute avec [’opérateur
de Sturm-Liouville ; cela permet de calculer les fonctions propres extrémement préci-
sément et efficacement, méme quand leur produit surface-largeur-de-bande, ou nombre
de Shannon, est grand. A la limite asymptotique d’une petite région de concentration
et d’une large bande harmonique sphérique, le probléme de la concentration sphé-
rique approche son équivalent dans le plan, qui présente une auto-similarité quand le
nombre de Shannon est conservé invariant.

1 Introduction

Dans une série d’articles classiques publiés dans les années 60, David Slepian et ses collegues ont
résolu un probleme fondamental en ingénierie des communications, notamment le probléme de
concentrer un signal de fagon optimale a la fois dans les domaines du temps et de la fréquence
[32; 33; 53; 54; 56]. La famille orthogonale des fenétres de données, ou des cones, qui surviennent
dans un tel contexte, et leurs extensions multi-dimensionnelles [20; 36] ont été utilisées comme
base d'une méthode multi-cones d’analyse spectrale [46; G1], et pour l'analyse et la représentation
des données d'une grande variété d’applications en physique, informatique et biomédecine (e.g., en
géodésie, sismologie, optique, théorie de I'information, neurologie, et reconnaissance vocale). Les
opérateurs de concentration de fréquence temporelle et d’échelle temporelle ont été étudiés dans
des contextes plus généraux et dans une variété de géométries uni- ou multi-dimensionnelles par
plusieurs auteurs [e.g., 10; 11; 13; 15; 35; 41; 42].

Dans cet article, nous considérons la concentration spatiale et spectrale simultanée d’une fonction a
valeurs réelles de positionnement géographique sur la spheére unité. Les multi-cones sphériques que
nous en dérivons devraient étre utiles dans un grand nombre d’applications d’analyse de données



géophysiques et planétaires; c’est la premiere motivation qui sous-tend notre présente étude. En
particulier, nous notons que les propriétés physiques, telles que I’épaisseur ou la force élastique
de la lithosphere planétaire, peuvent étre estimées a partir des propriétés spectrales croisées de la
topologie de la surface et du champ gravitationnel associé [63]. De telles données sont accessibles
la plupart du temps a partir de coefficients harmoniques sphériques a bande limitée, mesurés par
des satellites artificiels ou des vaisseaux spatiaux. Dans la plupart sinon dans toutes les applica-
tions, la courbure de la Terre empéche d’utiliser des approximations localement plates [65]. De ce
fait, la détermination d’estimations spatialement localisées des propriétés planétaires nécessite des
méthodes de localisation spatio-temporelle qui sont au-dela de celles utilisables dans le plan [e.g.,
50]. Des fenétres sphériques simples et des cones ont été développés et appliqués dans un certain
nombre d’études récentes [e.g., 16; 17; 29; 52]; pourtant, ils ne sont ni concentrés de fagon opti-
male, ni aussi fiables qu’une famille orthogonale de multi-cones dans I'extraction d’une information
statistique localisée robuste & partir des données sphériques en bande limitée [66].

A la suite d’une analyse intiale et extrémement perspicace par Griinbaum et ses collégues [19],
le probleme de la concentration de Slepian sur la sphere n’a, a notre connaissance, été réétudié
qu’assez rarement, par des chercheurs intéressés par la géodésie [1], 'imagerie par résonance ma-
gnétique du cerveau humain [417] et 'analyse spectrale planétaire [66]. Chacune de ces études traite
un cas particulier. Dans notre article, nous posons et résolvons le probleme de la concentration
spatio-spectrale dans sa forme plus générale, nous discutons d’une certain nombre de méthodes
d’implémentation numériques, et nous analysons la limite asymptotique de la Terre plate, dans
laquelle le probleme de la concentration sphérique se rapproche du probleme correspondant sur un
plan.

2 Le probleme de la concentration de Slepian

Nous commencons par un bref rappel du probleme de la concentration en temps-fréquence, uni-
dimensionnel, continu-continu. Les résultats sont bien connus et donc nous pourrons les combiner
sans aucun détour ; notre seul objectif est de fournir un modele pour le probléme de la concentration
sur la sphere, que nous étudierons dans le reste de 'article. Nous utilisons ¢ et w pour dénoter le
temps et la fréquence angulaire, respectivement, et nous adoptons une convention de normalisation
dans laquelle un signal variable en fonction de la variable réelle temps, f(t) et sa transformée de
Fourier F'(w) sont reliés par

1 0 i e} .
£(t) = — / Flw)e do,  F(w)= / F(#)e=" dt. (1)
21 J—co —00
Le probleme spécifique considéré par Slepian [56] est celui de concentrer de maniére optimale dans
une bande strictement limitée un signal g(t), avec un spectre G(w) qui s’évanouit pour les fréquences
|w| > W, dans un intervalle de temps [t| < 7. Aucun tel signal sur bande limitée g(¢) ne peut étre
completement concentré dans un intervalle fini en vertu du principe d’incertitude de Heisenberg
[14; 39]; le signal optimalement concentré est considéré comme étant celui avec la moindre énergie
en dehors de I'intervalle : .
/ g (t) dt

A=l = maximum. (2)

/ g*(t) dt

—00

Les signaux a bande limitée ¢(t) satisfaisant le probléme variationnel (2) ont des spectres G(w) qui



ont des valeurs propres qui satisfont 1’équation intégrale de convolution du domaine de fréquences

/W wG(u/) do' = AG(w), |w| <W. (3)

—w 7w —w)

Un probleme tres relié est celui de concentrer le spectre H(w) d’une fonction strictement limitée
dans le temps h(t), qui s’évanouit pour certains temps donnés [t| > T, vers un intervalle spectral
|w| < W. La concentration de mesure appropriée dans ce cas est

[ )R d
/O:O |H(w)[? dw

Les signaux limités dans le temps h(t) dont le spectre satisfait le probléme variationnel (4) satisfont
eux-mémes 1’équation des valeurs propres du domaine temporel

A:

= maximum. (4)

/i W h(t')dt' = Ah(t), [t| <T. (5)

Ces deux sortes d’équations (3) et (5) ont les mémes valeurs propres 1 > Ay > Ay > -+ > 0, avec
des cones de domaine temporel associés g1(t), g2(t), ... et hy(t), ho(t), ... qui coincident dans l'in-
tervalle [t| < T, et les spectres propres G1(w), Go(w), ... et Hi(w), Hy(w), ... qui coincident dans
I'intervalle |w| < W.

Un changement des variables dépendantes et indépendantes transforment a la fois (3) et (5) en la
méme équation de valeur propre sans dimension

LsinTW(x —2')
dr’ = \ <1. 6
|y A = x), el < (6)
L’équation (6) montre que les valeurs propres Aj, Ag, ... et les fonctions propres convenablement
mises a I’échelle 11 (x), 19(x), ... dépendent seulement du produit a largeur de bande temporelle.

La somme des valeurs propres est reliée a ce produit par

2TW

(7)

A cause de la forme caractéristique étagée du spectre des valeurs propres [30; 57], le nombre qu’on
appelle nombre de Shannon [16] est une bonne estimation du nombre de valeurs propres signifi-
catives, ou, pour le dire rapidement, le nombre de signaux f(t) qui peuvent étre simultanément
concentrés vers un intervalle fini de durées |t| < T et un intervalle fini de fréquences |w| < W.

L’opérateur intégral agissant sur 1) du co6té gauche de 1'équation (6) commute avec un opérateur
différentiel du second ordre,

Lo d
dx dz
qui advient dans la séparation de I’équation d’onde tri-dimensionnelle en coordonnées sphéroidales
prolates [55].

P = — T*W?z?, (8)



A cause de cela, il est également possible de trouver des fonctions propres mises & Déchelle

1 (x),Y2(x), ... en résolvant 1'équation de Sturm-Liouville
d dip
—(1—a?)— —T*W?z%) =0 <1 9

quand y # X est la valeur propre associée.

Les cones propres sphéroidaux prolates a bande limitée peuvent étre choisis de fagon a étre or-
thonormaux sur l'intervalle infini de temps [t| < oo et orthogonaux sur U'intervalle fini de temps
[t| <T:

o) T
/ Gagpdt = a3 et / Gagp dt = X\ 00s- (10)
oo -T

Presque tous les résultats ci-dessus peuvent étre étendus au probleme analogue de concentration
spatio-spectrale pour les fonctions définies sur une surface de la sphere unité. Comme nous le
verrons, le probleme en deux dimensions est enrichi par la forme de la région de concentration
spatiale.

3 Préliminaires

La géométrie de la sphere unité Q@ = {# : ||F|| = 1} est montrée sur la Figure 1. On note la
colatitude * d’un point # par 0 < § < 7 et la longitude par 0 < ¢ < 27, de telle facon que # = (6, ¢)
représente une position géographique sur la sphere. La distance angulaire géodésique entre deux
points T et ¥ sera notée A, ou

cos A =1 = cosfcost +sinfsind cos(¢p — ¢'). (11)

Nous utilisons R pour dénoter une région de €2 d’aire A, dans laquelle nous cherchons a concentrer
une fonction a bande de position limitée T. La région peut consister en un certain nombre de sous-
régions disconnectées, R = R{URyU- - -, et elle peut avoir une frontiere de forme irréguliere, comme
montré. La région complémentaire a R sera dénotée () — R.

3.1 Harmoniques sphériques

Puisque nous nous restreignons aux fonctions a valeurs réelles, nous utilisons les harmoniques réelles
de surface sphérique Y, (T) = Y}, (6, ¢) définies par [9; 12]

\/§X”m‘(9) cosm¢ si —1<m<0
Yim(0,0) = Xi0(0) sim=0 (12)
V2X,(0)sinme  si 0<m <1,

V2 Y2
Xinl) = <—1>m(2i;1) [8+m§: Pon(cos ). (13)
Punli) = 5p5(1— 2y (;L) (w2 —1). (14)

La quantité 0 < [ < oo est connue comme étant I’harmonique sphérique de degré angulaire, et
—1 < m < [ est son ordre angulaire. Le nombre asymptotique d’ondes I — oo associé a une

harmonique de degré [ est /{(l+ 1) ~ [+ 1/2 [5; 26]. La fonction P, (u) définie dans (14) est la

4. rappel : c’est 'angle complémentaire de la latitude d’un lieu, i.e. la différence entre 90 et la latitude.
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FIGURE 1 — Schéma illustrant la géométrie du probléme de concentration sphérique. En bas da droite est
montrée une calotte polaire asymétrique de rayon colatitudinal ©, traité a la Section 5. L’aire de la région
de concentration, R = Ri U Ry U---, est dénotée par la lettre A.

fonction de Legendre de degré entier [ et d’ordre m. Les harmoniques sphériques Y}, () sont des
fonctions propres de 'opérateur de Laplace-Beltrami,

V? = 0 + cot 0 9 + (sin ) 253, (15)

avec des valeurs propres associées —I[(I + 1). Notre choix de constantes multiplicatives dans les
équations (12) et (13) orthonormalise les harmoniques sur la sphére unité :

/Q YinYirmr dQ = G 6 pams. (16)

Les relations d’orthogonalité d’ordre fixé correspondantes pour Xj,,,(0) et Py, (u) sont
/O " X Xirgn $in1 0 d6 — ;ﬁ o, (17a)
[P 1

L’intégrale de Legendre d'un polynéme P;(u) = Py(p) sur une calotte cos© < p < 1 est [0]

1 1
[1 = (P05 ©) — Pu(eos©)). ()

ou P_1(u) =1, et le produit des fonctions de Legendre au méme argument est

a n /
Xin@Xim(®) = (1" S 4/ +1)(2l4; 1)(20 + 1)

n=[l-U|
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ou les tableaux d’indices sont des symboles de Wigner 3-5 [12; 39]. Parmi les nombreuses relations
récurrentes a trois termes incluant les fonctions de Legendre associées et leurs dérivées, nous utilisons
les deux suivantes dans cet article, notamment

Ql+DpPy = (—m+1)Pyim+{(+m)P_1,, (20a)
APy,
(1—p?) d; = (4 D)pPm — (—m+ 1Py (20Db)

Finalement, il y a deux relations impliquant des sommes de produits de fonctions de Legendre
évaluées en différents arguments qui sont utiles dans la discussion qui suit.

La premiere est le célebre théoreme de I’addition harmonique sphérique [12]

Zs%@mamz(%;ﬂﬂ&fm 1)

m=—l1

et la seconde est la version de Legendre de identité de Christoffel-Darboux [59; 60]

( —vfxm+wW‘mﬂP<>P<v
H—p = (I +m) tm \ ) Lim \
_ (L—m+1)!

(L + TTI,)' [PLJrl,m(H)PLm(MI) — PLm<,u)PL+17m(,u')]' (22>

Une application de la régle de L'Hopital dans I’équation (22) couvre le cas dans lequel p = p'.

3.2 Fonctions sur la sphere

Soit f(T) une fonction a valeurs réelles de carré intégrable sur la sphere unité 2. Toute telle fonction
peut étre développée en une série d’harmoniques sphériques :

00 l

=0 m=—1

Les équations (23) sont les analogues sphériques de la tranformation paire de Fourier en une di-
mension (1). Le caractere fini de la sphere unité quantifie les “fréquences” colatitudinales et longi-
tudinales 0 <[ < oo et —I < m < [. Nous utilisons des caracteres sans serif f pour noter le vecteur
colonne ordonné des coefficients des harmoniques sphériques :

f= | S |- (24)

La norme d’une fonction f(f) dans le domaine spatial sera notée

HESy (25)



et la norme de son domaine spectral équivalent f sera notée
0 l
2 2
5% =22 D fim: (26)
=0 m=-I

En utilisant cette notation, la relation de Parseval [46] peut s’écrire sous la forme || f||3 = ||f||%.

La densité de la puissance spectrale ou la variance par le degré sphérique harmonique [ et par unité
d’aire d’une fonction f(t) est définie par

27
(2 QZHm;flm (21)

Nous utilisons §(#, #) pour la fonction delta de Dirac sur la spheére, avec la propriété de réplication

| 8@ d = (@), (28)
Nous pouvons écrire (%, ') dans chacune des formes alternatives
5(&,#) = (sin) 150 —0)o(¢p — ¢)
- Y V@)

=0 m=—1
20+ 1

- i( - )Pl(f-f"). (29)

=0

Le degré de variance d'une fonction delta est constant ; sa densité de puissance spectrale est blanche :

1
(67) = 1. Pbour tout 0 <[ < oo. (30)

3.3 Fonctions a temps dans une bande limitée et a espace dans une
bande limitée
Nous nous intéressons a deux sous-espaces des fonctions de carré intégrable de la sphére unité (2.

Nous utilisons
Sr={g:{g7) =0 pour L <[ < o0} (31)

pour noter ’espace des fonctions a bande limitée,

=% 5 @

qui n’ont pas de puissance au-dessus d'un degré harmonique sphérique maximum L, et nous utilisons
Sr={h: h=0 dans Q — R} (33)

pour noter l'espace de toutes les fonctions a espace limité h(#) qui sont strictement contenues dans
une région R. L’espace Sgi est de dimension infinie, mais la dimension de I’espace des fonctions a

bande limitée est .

dimS, => (20 +1) = (L+1)%, (34)



puisque le vecteur colonne ordonné des coefficients harmoniques sphériques

goo
g=| (35)
grLr

associé a une fonction g(f) de la forme (32) a (L +1)? entrées. Les semi-normes spatiale et spectrale
analogues a (25) et (26) sont définies ainsi

L l
1= [ fae ME=Y X £ (36)

=0 m=—1

Dans l'espace Sy des fonctions a espace limité, ||h||% est une norme, et dans I'espace S, des fonctions
& bande-limitée, ||g||? est une norme; plus généralement, pourtant, a la fois || f]|% et [[f|| sont des
semi-normes.

4 Concentration dans une région de forme arbitraire

Le principe d’incertitude [14; 39] stipule qu’aucune fonction ne peut a la fois étre strictement limitée
en espace et strictement limitée en bande, i.e., aucune f(#) ne peut a la fois étre présente dans
les deux sous-espaces Si et Sy simultanément. L’objectif de notre article est de déterminer ces
fonctions a bande limitée ¢g(f) € Sy, qui sont aussi contraintes que possible dans une région donnée
R, et ces fonctions a espace limité h(f) € Sk dont le spectre de puissance est aussi bien concentré
que possible dans l'intervalle 0 < [ < L. Comme dans le cas de la fréquence temporelle, ces deux
concentrations spacio-temporelles s’avereront étre le dual 'une de I'autre. Pour raccourcir I'exposé,
nous utiliserons fréquemment les abréviations

[e'S) l [e%S) L
DX =2 et X > =) (37)
=0 m=-I im =0 m=-I lm

4.1 Concentration spatiale d’une fonction a bande limitée

Pour maximiser la concentration spatiale d’une fonction a bande limiltée g(¥) € S, dans une région
R, nous maximisons le rapport des (semi-)normes :

2
N 99
lalls ™ [ ga0
g
Q

= maximum. (38)

Le probleme variationnel a deux dimensions (38) est analogue au probléeme & une dimension (2).
Ici, comme la, la quantité 0 < A < 1 est une mesure de la concentration spatiale. En insérant la
représentation (32) de ¢g(t) dans (38), et en interchangeant les ordres de sommation et d’intégration,
on peut exprimer \ par la forme

L L
/R <Zglmyzngl/m’ l’m’) df
Im

U'm!
L L

/Q<Z GimYim >, Grme l’m’) ds2
Ilm U'm/



L L
Zglm Z </R YZmY’m/ dQ) gum/
Ilm

— L l/?I
Z gim Z (/Q Yle’m’ dQ) gum/
im U'm/

L L
Z Gim Z Dlm,l’m/ girm/
_ Im U'm/ ’ (39)

L
> gim
lm

ou dans la derniére étape, on a utilisé la relation d’orthonormalité (16), et défini la quantité qua-
druplement indexée

Dimms = [ YoV d2. (40)
R
En introduisant la matrice (L + 1) x (L + 1)?
Doooo -+ Doo,rr

D= : : ) (41>

DLL,OO DLL,LL

d’éléments Dy iy, o 0 < I < L et —I < m < [, on peut réécire I'équation (38) comme un
probleme classique de variation de matrice [22] dans 'espace Sy, :
_ g'Dg

A = === = maximum. (42)
g8

Les vecteurs colonnes g qui rendent le quotient de Rayleigh A stationnaire dans I’équation (42) sont
les solutions du probléme de recherche des valeurs propres algébriques dans (L + 1)? x (L + 1)?

Dg = Ag. (43)

L’équation (43) est l'analogue discret sphérique de 1’équation de domaine spectral a une dimen-
sion (3). La matrice D est réelle, symétrique et définie positive

D'=D et g'Dg>0 pourtoutg#0, (44)

de telle fagon que les (L +1)? valeurs propres \ et les vecteurs propres associés g sont toujours réels
[22]. Nous ordonnons les valeurs propres A;, Ag, ..., A(z11)2 et les vecteurs propres g, g,, - . .  B(L41)
de telle facon que

1> )\1 > )\2 R )\(L+1)2 > 0. (45)
Chaque vecteur propre du domaine spectral g,, & = 1,2, ..., (L+1)? donne naissance & une fonction
associée a bande limitée spatiale g, (), définie par I’équation (32). La premiere inégalité dans (415)
est stricte parce que la fonction a bande limitée peut étre complétement confinée dans une région
R, et la derniere inégalité est stricte a cause du caractere défini positif de la matrice D.

La symétrie DT = D garantit aussi que les vecteurs propres g;, g, - ., g(r+1)2 sont mutuellement
orthogonaux [22]. Nous les choisissons orthonormés :

glgﬂ =04 €t nggﬂ = Ao0ag- (46)



Les fonctions propres spatiales associées g1 (), g2(F), . . ., g(+1)2(F) sont dans ce cas a la fois ortho-
normées sur la totalité de la sphere €2 et orthogonales sur la région R :

/angg dQ) = (Saﬂ et / 9a9p d$) = )\a(sag. (47)
R

Les deux relations du domaine spatial dans I’équation (47) sont équivalentes aux relations spectrales
matricielles (46), et elles sont analogues aux relations uni-dimensionnelles d’orthogonalité (10). La
fonction propre g, () associée avec la plus grande valeur propre A; est 1’élément de l'espace Sy, des
fonctions a bande limitée qui est la plus concentrée dans la région R, la fonction propre go(F) est la
fonction suivante (la seconde fonction) la plus concentrée dans Sy orthogonal a ¢, (%) a la fois sur
Q et R, et etc.

Ecrit complétement en utilisant les notations, I'équation matricielle de valeur propre (43) est

L
Z Dlm,l’m’gl’m’ = )‘glm (48>

U'm/

En multipliant I"équation (48) par Y},,(f) et en sommant sur tous les 0 <! < Let —l <m <, le
coté droit fournit Ag(t), et le coté gauche peut étre manipulé de la fagon suivante :

L L L L
Z (Z Dlm,l’m’Ql’m’) Ylm(f) — Z Z (/R Yzm(f',)yzlm/<f'/> dQ,> grrm/ lm(f')
lm U'm/ Im U'm’/
L L
= /R (Z }/Zm(f')}/im(f‘/)> <Zgl’m/ l’m’(f'/)> dQ/
lm U'm/
= [ D@.#) gl de, (49)
R

ou dans la derniere étape, nous avons défini la fonction delta de Dirac a bande limitée

D) =3 3 Yinl®in(®) = 3 (21 ) e - (50)

Les calculs ci-dessus démontrent que 1’équation matricielle du domaine spectral (43) est équivalente
a I’équation des valeurs propres entieres du domaine spatial

/RD(f, ) g(#)dY = \g(®), ©e Q. (51)

L’équation (51) est une équation d’intégrale de Fredholm de seconde espéce, avec un noyau symé-
trique, séparable [28; 62].

Apres avoir inséré les représentations (32) et (50) dans 'équation (51), nous retrouvons ’équation
matricielle (43), de telle fagon que le probleme de la valeur propre du domaine spectral pour g et
le probleme de la valeur propre dans le domaine spatial pour une g(¥) € Sy, limitée en bande sont
completement équivalents.

En résumé, nous pouvons trouver une famille orthogonale de fonctions propres a bande limitée qui
sont concentrées de maniere optimale dans une région R sur la sphere unité €2 soit en résolvant le
probléme matriciel (L +1)? x (L +1)? de valeurs propres (43) pour les vecteurs propres du domaine
spectal g1, gy, - - -, g(141)2, SOIt en résolvant I’équation intégrale de Fredholm du domaine spatial (51)
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pour les fonctions propres associées du domaine spatial g1, g2, ..., 9412

Chacune des deux méthodes détermine les fonctions propres optimalement concentrées en tout point
T €, i.e., ala fois dans la région R, ou elles sont concentrées, et dans la région complémentaire,
2 — R, ou elles montrent un (évitement) leakage flagrant.

4.2 Concentration spectrale d’une fonction a espace limité

Plutét que de chercher a concentrer une fonction a bande limitée ¢g(f) € Sy, dans une région spatiale
R, on peut chercher a concentrer une fonction limitée en espace h(f) € Sg dans un intervalle spectral
0 <[ < L. Une mesure adéquate de la concentration est alors le rapport de norme analogue en
dimension 1 au rapport (4) :

i;

N

IR LR
o

= maximum. (52)
2

H M~ H M~

Apres avoir inséré la représentation des coefficients d’expansion sphérique harmonique
R

et avoir interchangé 'ordre de sommation et d’intégration, nous pouvons réécrire le rapport (52)
sous la forme

Z/ h(%)Yim (T) dQ/ )Y (#) dY

Z/ h(t) lmf‘dQ/ Yy (#) dSY

/R /RW) (%} Ylm(f")Yzm(f’)> h(i) dY do

J, e (i Ylm<f>Yzm<f’>) h(F) dSY dS)

/ / D(£,#)h() dQ2dSY o

/ h2(8) d
R
ou dans la derniere étape nous avons utilisé la propriété de réplication (28) de la fonction delta

(29) et la définition (50) du noyau D(#,%'). Les fonctions h(f) € Sg qui rendent le quotient de
Rayleigh (541) stationnaire sont les solutions valeurs propres entieres de ’équation de Fredholm

/ D(#,#)h(F)d = Mh(#), € R. (55)

L’équation (55) est I'analogue sphérique de 1’équation des valeurs propres & domaine temporel &
une dimension (5). En fait, cette équation pour h(¥) € Sg est identique a ’équation (51) pour
g(t) € Sp. La seule différence est que I'équation (51) est applicable sur la sphere complete €2, alors
que le domaine de I’équation (55) est limité a la région R, dans laquelle h(#) # 0. De facon évidente,
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les fonctions popres A(f) qui maximisent le rapport de norme spectral (52) sont identiques dans la
région R, aux fonctions propres ¢g(f) qui maximisent le rapport de norme spatial (38) :
o og@®) ifteRr

h(E) = { 0 sinon. (56)
Chacune des (L + 1)? fonction a bande limitée g, € Sy engendre une fonction propre a espace
limité h, € Sg, définie par la restriction (56). Les valeurs propres associées \, sont une mesure a la
fois de la concentration des fonctions propres a bande limitée dans la région R et de la concentra-
tion spectrale des fonctions propres a espace limité dans l'intervalle 0 < [ < L. L’énergie spatiale
fractionnelle 1 — A\, évitée par une certaine fonction g, (f) vers la région 2 — R est identique a
I'énergie spectrale fractionnelle évitée par h,(f) dans les hauts degrés L < [ < oco. Si nous avions
commencé avec la prescription variationnelle (52) plutét que (38), nous aurions obtenu ’équation

intégrale (51) qui régit une fonction a bande limitée ¢g(#) € Sy, en étendant simplement le domaine
de solution de ’équation (55) a la sphere complete €.

Les fonctions a espace limité définies par I’équation (56) sont orthogonales mais non orthonormales
sur la sphere complete Q2 et sur la région R :

/ hahs Q) = / hahs dQ = Aabas. (57)
Q R

Les coefficients harmoniques sphériques hy,, avec 0 < [ < oo et —l < m < [, sont donnés en
fonction de ceux de g, avec 0 <[ < L et —l < m <, par

L U

P =Y Y. Dimym G, (58)

V=0 m/=—I'

qui se réduit & hy, = Agy, pour 0 < I < L. En plus des (L + 1)? fonctions propres avec valeurs
propres non nulles associées Ai, Ag, ..., A(z11)2, I'équation (55) a un espace nul de dimension infinie
de fonctions propres avec valeurs propres associées A = 0. Chaque fonction A(f) qui s’évanouit en
2 — R et qui n’a pas d’énergie nulle part dans l'intervalle 0 < [ < L est un élément de cet espace
nul.

4.3 Valeurs propres significatives et non significatives

La somme des valeurs propres de la matrice D définie dans ’équation (41) est

(L+1)2

Z )\ =trD = Z Z Dlmlm (59)

=0 m=-1

En substituant les éléments de la matrice diagonale Dy, 1, de I'équation (40) et en utilisant le
théoréme d’addition des harmoniques sphériques (21), cela se simplifie en

N = Zz/mnmdﬂ

=0 m=—1

= Z/(Z YZmYlm)dQ

m=—I

_ i(QHl)/Pz

=0

= (L+1)7°—
(L+1)7
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ou dans la derniere étape, nous avons utilisé 'identité P;(1) = 1 pour exprimer le résultat en fonc-
tion de l'aire de la surface, A = [ df2, de la région de concentration R.

Nous pouvons alternativement obtenir le résultat (59) en commencant avec I’équation des valeurs
propres spatiales (51).

Le noyau D(#,1') peut étre exprimé en fonction des valeurs propres spatiales g1, g2, . . ., g(z+1)2, qui

constituent une base pour Sy, dans la formule

(L+1)?

Z ot (61)

'1)

La représentation (61) est 'analogue sphérique du théoreme de Mercer [28; 62]. Algébriquement,
nous pouvons regarder la relation (61) comme ayant été obtenue a partir de la représentation
originale (50) par une transformation orthogonale a partir d'une base Y, 0 <1 < L et — < m,
vers une autre g,, a = 1,2,..., (L +1)% En posant # = # dans I"équation (61), et en intégrant sur
la région R, on obtient

(L+1 (L+1)?
/D £,1)d /ga ®)d2= Y Ao (62)
a=1
Alternativement, poser # =  dans ’équation (50) et intégrer sur R ameéne &
20+ 1 A
/D(, ) do = Z( +>/PZ 1 d = (L+1) —. (63)
R T

En comparant les équations (59)—(60) et (62)—(63), on voit que ’on peut écrire la somme des valeurs
propres (59) dans chacune des formes équivalentes

(L+1)2

Z Ao =trD = / (#,%)d (L+1)2f. (64)

™

La quantité N est I’analogue sphérique du nombre de Shannon (7) dans le probleme de concen-
tration en une dimension de Slepian. Les fonctions propres ¢, (%) qui sont bien concentrées dans la
région R auront des valeurs propres associées A, qui sont proches de 'unité, alors que celles qui
sont peu concentrées auront des valeurs propres associées A, qui seront proches de zéro. Si, comme
dans le probleme a une dimension, le spectre des valeurs propres Ai, A, ..., A(z41)2 a une bande
de transition étroite des valeurs proches de I'unité aux valeurs proches de zéro, alors le nombre
total de valeurs propres significatives (A, & 1) sera bien approximé par la somme (arrondie) (59).
Pour cette raison, nous nous attendons a ce que N soit une bonne approximation du nombre de
valeurs propres significatives. Pour dire ¢a rapidement, le nombre de Shannon sphérique (64) est la
dimension de l'espace des fonctions a deux dimensions f() qui sont a la fois approximativement
limitées dans le domaine spectral aux degrés sphériques harmoniques 0 < L et approximativement
limitées dans le domaine spatial a une région de forme arbitraire R d’aire A [30; 31].

Plut6t que de chercher une fonction a bande limitée g(t) € Sy, qui est optimalement concentrée dans
une région spatiale R, nous pourrions avoir décidé d’en chercher une qui est optimalement exclue de
R, i.e. une fonction qui est optimalement concentrée dans une région complémentaire d’une région
R, cette région complémentaire de R étant notée 2 — R. Dans ce cas, nous pourrions souhaiter
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minimiser plutdt que maximiser le rapport de Rayleigh (38). En fait, tout ce que nous avons trouvé,
ce sont les fonctions a bande limitée g(#) € Sy, qui rendent la valeur propre \ stationnaire, et ainsi
nous avons vraiment résolu le probléme de confinement (38) et le probléme de 'exclusion simul-
tanément. Les fonctions propres optimalement concentrées et les fonctions propres optimalement
exclues sont identiques, mais d’indices d’ordre inversés, i.e., la fonction a bande limitée qui est la
plus exclusive de R et la plus concentrée dans 2 — R est g(;11)2(F), avec la valeur propre associée la
plus petite A(z41)2. A chaque fois que laire A de la région R est une petite fraction de Paire de la
sphere A < 4, il y aura beaucoup plus de fonctions propres correctement exclues avec des valeurs
propres non significatives (A, =~ 0), que de fonctions propres concentrées avec des valeurs propres
significatives, A\, &~ 1), i.e., N < (L + 1)2

La somme des carrés des fonctions propres a bande limitée (L + 1)? ¢, (#) est une constante,
indépendante de la position ¥ sur la sphere 2. Ceci est une autre conséquence du théoreme de
Mercer (61) et de la définition (50) :

(L+1)? 2
R . (L+1) N
r)=D{Ft)=——-=—. 65
3 G = D E = T = (65)
Si les N premieres fonctions propres ¢, go, - . . , gn ont des valeurs propres proches de I'unité et sont
pour la plupart dans R, et que les autres gni1, gn42, - - -, g(r+1)2 ont des valeurs propres proches de

zéro et sont principalement dans 2 — R, alors nous nous attendons a ce que la somme des carrés
pondérée par les valeurs propres soit

(L+1)? N o
N/A siteR
2 /(a8 ~ 27a\ o
O;l )\choz(r) ~ (;Aaga(r) ~ { 0 Sinon. (66)

Les termes avec N +1 < a < (L + 1)? devraient étre négligeables, le fait qu’ils soient ou non dans
la somme n’est donc pas matérialisé (66).

Pris ensemble, les N premieres fonctions propres orthogonales g,,a = 1,2,..., N, avec des valeurs
propres significatives \, ~ 1, fournissent un recouvrement essentiellement uniforme de la region R.

C’est vraiment 1’essence du probléme de la concentration spatio-spectrale ; le nombre de degrés de
liberté est réduit de dim Sz, = (L + 1) au nombre de Shannon N = (L + 1)?A/(4x).

4.4 Formulation par opérateur abstrait

Nous concluons cette section sur le probleme de la concentration dans le cas d’une région de forme
arbitraire en réitérant la formulation des résultats ci-dessus mais en utilisant maintenant une nota-
tion d’opérateurs abstraits. On utilise H pour dénoter l'opérateur qui agit sur les fonctions a carré
intégrable f() dans le domaine spatial pour produire les vecteurs colonnes f infini-dimensionnels
associés aux coefficients harmoniques sphériques f;,, dans le domaine spectral, et nous utilisons
H~! pour dénoter son inverse, de telle facon que

Hf=Ff et H 'f=f (67)

Nous introduisons aussi deux opérateurs de projection, R et £, qui projettent respectivement sur
I’espace Sk des fonctions a espace limité et sur I'espace Sy, des fonctions a bande limitée, respecti-
vement.
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Le premier de ces opérateurs agit sur les fonctions f(¥) restreintes dans le domaine spatial,

~ ) f(®) ifteRr
Rf(E) = { 0 sinon, (68)
tandis que le second agit sur les vecteurs colonnes dans le domaine spectral,
Joo Joo
ci=c| + |=| : | (69)
f 0000 f LL

Finalement, nous introduisons une notation pour le produit intérieur standard dans les deux do-
maines simultanément :

(o= [ £7d2 et (1) =77 (70)

La relation de Parseval peut étre écrite en utilisant cette notation selon la forme suivante (f, f)q =
(f, f'} . Les normes spatiales et spectrales introduites dans les équations (25) et (26) sont données

par ||flIg = (f, fla et [Ifll% = (f.f)x.

Le probléeme variationnel de la concentration spatiale (38) et le probléme variationnel de la concen-
tration spectrale (52) peuvent étre écrits en utilisant cette notation par opérateurs de la fagon
suivante
(RHILERH L)g )
A= = maximum, Tla
(HILEH L) (71a)
(LHRF, LHR f)eo

A= = maximum. (71Db)

(HRf, HR [)oo

Les équations des valeurs propres associées aux domaine spectral et spatial sont

(LHRHIL)(LF) = XLF), (72a)
(RHTLHR)(Rf) = MRf), (72b)

oll nous avons fait usage des faits que H et H ! sont les transposés I'un de 'autre, de telle facon
aussi qu’a la fois R et £ sont leur propre transposée, et que R? = R et L2 = L. Les équations (72)
sont les opérateurs équivalents a I’équation des valeurs propres algébriques (43) et a ’équation in-
tégrale des valeurs propres (55). Toute solution de ’équation (72a) est un vecteur colonne & bande
limitée de la forme g = Lf, alors que toute solution de I’équation (72b) est une fonction a espace
limité de la forme h = Rf. A la fois I'opérateur du domaine spectral LHRH L et Popérateur du
domaine spatial RHLHR sont symétriques de visu.

L’application de l'opérateur produit H-'LH agit sur une fonction arbitraire f a bande limitée,

selon une opération qu’on appelle le filtrage a résolution uniforme ou sphérique, ou la troncature
triangulaire en analyse numérique [4; 25; 44; 59].
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5 Concentration dans une calotte polaire symétrique par
rapport a ’axe

Nous tournons maintenant notre attention vers le cas important dans lequel la région de concentra-
tion est une calotte symétrique circulaire de rayon colatitudinal ©, centrée sur le pole Nord, comme
illustré dans la partie basse a droite de la Figure 1 :

R={0:0<6<0O) (73)

Dans les applications pratiques, les fonctions propres qui sont optimalement concentrées dans une
telle calotte polaire peuvent étre tournées sur une calotte positionnée arbitrairement sur la sphere
unité en utilisant la formule habituelle de rotation sphérique harmonique [3; 9; 12; 37].

5.1 Probleme de la décomposition en valeurs propres du domaine spec-
tral

Les éléments de la matrice (10) se réduisent, dans les cas (73), a
)
DlmJ’m’ =27 5mm’ / leXl’m’ sin 6 df. (74)
0

Le delta de Kronecker d,,,,» rend la matrice D dans I’équation (411) diagonale par blocs :

Do
D41
Dy

D4y

D4y

ou toute (L —m+ 1) x (L — m + 1) sous-matrice D, # Dy apparait deux fois comme résultat de
la dégénérescence du doublet associé a +m.

Plutot que de résoudre 1'équation compléte des valeurs propres (L +1)2 x (L + 1)? (43), nous pour-
rions plutot résoudre une série d’équations de valeurs propres plus petites, Di,g1,, = AtmEi,,, UNE
pour chaque ordre +m.

Nous éliminons désormais l'indice d’identification et réécrivons dans un ordre fixe, le probleme des
valeurs propres algébriques de domaine spectral Di,,g.,, = Atmgi,, comme, simplement,

Dg = Ag. (76)

La matrice (L —m+ 1) x (L —m + 1) D et le vecteur colonne (L — m + 1)-dimensionnel g € Sy,

sont de la forme
Dmm . Dm I Om

D= ; : et g= : ) (77)
Dy -+ Dirp gr
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FIGURE 2 — Dépendance colatitudinale des 4 premiéres fonctions propres du domaine spatial

91(0),92(0),93(0), g4(0) d’ordre fire m = 0 (en haut) vers m = 4 (en bas). Le rayon de la calotte polaire
est © = 40°, et le degré harmonique maximal est L = 18. Les courbes noires montrent la concentration
dans la calotte 0 < 0 < 40° ; les courbes grises soulignent le leakage (évitement) dans le reste de la sphére,
40° < 6 < 180°. Les waleurs propres A1, Aa, A3, Ay exprimant la qualité de la concentration spatiale sont
indiquées. Le leakage correspondant dans le domaine spectral est illustré sur la Figure 5.

ol, pour un ordre particulier m,

~—~

©
Dll’ = 27T/ leXl’m sin 6 df. 78)
0

L’intégrale dans 'équation (78) peut étre évaluée a l'aide des équations (18)—(19) :

AU oy N o b
Dy = (1) 9 nlg—lW(O 0 O)(m 0 —m>

X[Py-1(cos©) — P,;1(cos ©)]. (79)

Nous rangeons les L —m + 1 valeurs propres distinctes Ay, Ao, ..., A\p_i1 Obtenues en résolvant le
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probleme des valeurs propres d’ordre fixe (76) de telle fagon que

I>A > x> > Ay >0, (80)
et nous orthonormalisons les vecteurs propres (L — m + 1)-dimensionnels g;, g,, . . ., 87,41 ainsi
glgﬂ =04 €t ngglg = Ao0ag- (81)

Les fonctions propres a bande limitée g1(0), g2(0), ..., gr—m+1(0), définies par

L
g(@) - Z nglm(0)7 (82>
l=m
satisfont alors les relations d’orthogonalité colatitudinale

s S
27?/ Gagpsinfdd = d,5 et 27r/ Gagpsinbd df = X\ydup. (83)
0 0

Les fonctions propres optimalement concentrées spatialement g(#) pour un m donné sont exprimées
en fonction des fonctions d’ordre fixé colatitudinales (82) par

V2g(#)cosme si —L <m <0
9(0,¢) = ¢ g(0) si m =0 (84)
\/59(9) sinm¢ si 0<m < L.

Les quatre fonctions propres les mieux concentrées gq(6),g2(0), 93(0), g4(0), pour les ordres
0 < m < 4 sont dessinées sur la Figure 2. Le rayon de la calotte polaire dans cet exemple est
© = 40°, et le degré harmonique sphérique est L. = 18. La fonction propre de la premiere zone
(m = 0), g1(#), n’a aucun point dans la calotte 0° < © < 40°; la seconde, g(f), en a un, et etc.
Les fonctions propres hors zone (m > 0) s’évanouissent toutes au pdle Nord, © = 0°. Les quatre
premieres fonctions propres dans la zone, les trois premieres fonctions propres m = 1 et m = 2,
et les deux premieres m = 3 et m = 4 sont toutes trés bien concentrées (A > 0.9), tandis que
les quatriemes m = 3 et m = 4 fonctions propres montrent un leakage significatif (A < 0.1). Les
méthodes numériques utilisées pour calculer les résultats montrés ici et permettant la visualisation
des résultats sont résumées dans I'appendice A.

5.2 Probleme de la décomposition en valeurs propres du domaine spa-
tial

Le probleme des valeurs propres entiéres (51) dans le domaine spatial se décompose également en
une séries d’équations d’ordre fixe de valeurs propres de Fredholm en une dimension,

(C]
/ D(6,6) (@) sin @ d6' = \g(h), 0<6<m, (85)
0

chacune avec un noyau m-dépendant, séparable, symétrique,

D(9,¢) = 2r zLj X (0) X1 (81). (86)

l=m

et (86) peuvent soit étre obtenus en multipliant la forme de I'indice Dy gy = A g,

Les résultats (85)
(76) par X;,,(0) et en faisant la somme sur m < | < L, soit en substituant la

de I’équation
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FIGURE 3 — Coefficients au carré hl2 des quatre premiéres fonctions propres spatialement limitées hy(0),
ho(0), hs(0), ha(0) d’ordre fite m = 0 (en haut) @ m = 4 (en bas). Le rayon de la calotte polaire est
© = 40°, et le degré harmonique sphériqgue mazximal est L = 18. Les courbes noires montrent la puissance
dans lintervalle de concentration 0 < | < 18; les courbes grises montrent la puissance évitée lorsque
19 < [ < 127. Les valeurs de th sont en dB, normalisées a zéro aux mazxima individuels. Les valeurs
propres A1, A2, A3, Ay spécifiant la qualité de la concentration spectrale sont indiquées. Les fonctions propres
correspondantes d bande limitée, a domaine spectral, sont montrées sur la Figure 2.

représentation (82)—(84) dans 1’équation (51), et en utilisant I'orthogonalité des fonctions longi-
tudinales ...,v2cosmo,...,1,...,v/2sinme, ... sur lintervalle 0 < ¢ < 2m. Le probléme des
valeurs propres d’une matrice (L —m + 1) x (L —m + 1) (76) peut en retour étre dérivé en com-
mengant par 1’équation de Fredholm séparable (85), de telle fagon que les problemes d’ordre fixé
spectral et spatial sont completement équivalents. Lorsque 'ordre est fixé, les fonctions propres a
espace limité

- {40 Koz0so
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satisfont une équation identique a (85), mais seulement dans la calotte elle-méme :
S}
/ D(8,8') h(8)sin @' d¢’ = Ah(F), 0<6<6. (88)
0

La valeur propre A est une mesure a la fois de la concentration spatiale de g(0) € Sy, pour 0 < 0 < ©
et de la concentration spectrale de h(f) € Sg pour 0 <[ < L.

La substitution p = cos @ convertit les équations (85) et (88) en

1

/Cose D(p,p') g(p)dp' = Ag(p), —-1<p<1, (89a)
1

/ o Dl i) ) di’ = Ah(p), cos© s p<1. (89b)

Le noyau D(u, p') peut étre simplifié en utilisant 'identité de Christoffel-Darboux (22) :

(L—m+1)! [PL+1,m(N)PLm(Nl) — PLm(u)PLH,m(M/)] |

D(p, i) =
(ks 1) 2L+ m) R

(90)

ol la régle de L’Hopital couvre le cas pu = p'. Les coefficients harmoniques sphériques h? des
quatre fonctions propres a espace limité les mieux concentrées hi(6), ha(6), hs(6), ha(6) pour
0 < m < 4 sont visualisées selon [ dans la Figure 3. Le rayon de la calotte © = 40°, a bande limitée
L = 18, et la disposition sont les mémes que dans la Figure 2. La contribution maximale a la a-ieme
fonction propre dans la zone (m = 0) vient du degré harmonique satisfaisant /i(l + 1) = 7/(a©);
physiquement, cela correspond au fait de faire s’adapter un nombre entier de longueurs d’onde

asymptotiques 27/4/l(l 4+ 1) dans la calotte de diametre 20.

5.3 Valeurs propres d’ordre fixé significatif

Le nombre de valeurs propres significatives, ou le nombre partiel de Shannon, pour chacun des
problémes de valeurs propres d’ordre fixé (76), (85), (88) ou (89) peuvent étre calculés en utilisant
n’importe laquelle des formules équivalentes

L—m+1 1

L e
No= > da=>Du= [ D@.0)d0= [ Di.p)dp (91)
a=1 l=m cos

Nous pouvons réécrire la derniere relation dans I’équation (91) en utilisant I’équation (90) sous la
forme ( g
-m !

Mo = SFL 1 oo PP = PPt ) d (52)
ou les primes dénotent la différentiation selon u. La Figure 4 montre les spectres de valeurs propres
d’ordre fixé pour 0 < m < 5. Le rayon de la calotte est © = 40° et le degré harmonique sphérique
maximal est L = 18, comme dans les Figures 2 et 3. Les nombres partiels de Shannon N,,, calculés
par I’équation (91) et arrondis a l'entier le plus proche, sont montrés. Comme dans le cas du pro-
bleme classique de Slepian [30; 46; 57], les spectres ont une forme caractéristique étagée, montrant
les valeurs propres (A & 1) significatives et celles (A & 0) qui sont non significatives séparées par une
étroite bande de transition. Le nombre de Shannon (91) fournit une bonne estimation du nombre
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FIGURE 4 — Spectres de valeurs propres d’ordre fixé pour une calotte polaire symétrique par rapport a l’axe

de rayon © = 40°. Le degré mazimum harmonique sphérique est L = 18. Un symbole différent est utilisé

pour visualiser Ay, selon le rang o pour chaque ordre 0 < m < 5. Le mombre total des valeurs propres

d’ordre fixé est L —m + 1; seules les huit plus larges (A1 a Ag) sont montrées. Les lignes verticales et les
étiquettes en haut spécifient les nombres partiels de Shannon Ny,, arrondis a Uentier le plus proche.

de fonctions propres bien concentrées ; les N,, premieres fonctions propres ont toutes un facteur de
concentration excédant A = 0.5.

Une fois que les L 4 1 séquences de valeurs propres d’ordre fixé (80) ont été trouvées, elles peuvent
étre retriées selon le rang d’ordre (45). Le nombre total de valeurs propres significatives est :

L
N=Ny+23 Ny, (93)

m=1

ou le facteur 2 prend en compte la £m dégénérescence. Dans la Figure 5, nous montrons le spectre
des valeurs propres réordonnées selon m pour quatre calottes polaires différentes, avec des rayons
colatitudinaux © = 10°,20°,30°,40°; le degré harmonique sphérique maximal est L = 18. Les
nombres de Shannon arrondis N = 3,11, 24,42, sont au milieu du graphique, la partie transitionnelle
des spectres séparant grossierement les solutions en valeurs propres bien concentrées (A > 0.5) de
celles qui le sont moins bien (A < 0.5) dans les quatre cas.

Nous illustrons les sommes de carrés point par point 3, ¢%(6, @) et >, A\ag? (0, ¢) dans la Figure 6,
pour des calottes polaires de rayons © = 10°,20°,30°,40° et une largeur de bande L = 18. La

21



=
il
(%]
=
I
=t
-

< 0751 : i "
@© : :
= e -
3] 1.0 _ :
2 0.5 wr
m . .
o : :
o 0257 § o,
0 - - mmmm
N:IE-d- N:I-iE
1—0-433% & = 30° —W% ------ ;E}:d.[}'-'
: * m=11 b :
< 0751 T 1|y m=r ke e
e m= L
Tzu : 4 m=+8 biwa,
& oo » mois w
o : _ :
S 0.251 =, 115 mZis Mo
. 0 m=+2 : i
b * m=+1 : Wy
| I I I | | | |

) ) I I
i 10 20 30 40 50 60 i 10 20 30 40 50 60
rank rank

FIGURE b5 — Les spectres dont on a réordonné les valeurs propres (A selon le rang «) pour les calottes
symétriques autour de l'axe d’angles © = 10°,20°,30°,40° et de degré sphérique harmonique mazximum
commun L = 18. Le nombre total de valeurs propres est (L + 1)2 = 361; seules \; parmi \go sont
montrées. Différents symboles sont utilisés pour visualiser les différents ordres —11 < m < 11; les six
premiers symboles sont les mémes que ceux utilisés dans la Figure /. Les lignes verticales des grilles et les
étiquettes en haut spécifient les nombres de Shannon arrondis.

somme compléte non pondérée de (L + 1)? termes (pointillés) est égale & N/A = (L + 1)%/(4r)
sur la sphere complete 0° < 6 < 180°, en accord avec 1’équation (65). Les sommes pondérées par
les valeurs propres sont, par contraste, concentrées dans la calotte polaire 0 < # < ©; les lignes
pleines ombrées selon différentes nuances de gris distinguent les sommes jusqu'aux N/2, N, ou
pour tous les (L + 1)? termes possible. Ce que nous attendions dans I’équation (66) se réalise bien.
L’uniformité du recouvrement de la région par la concentration réalisée en utilisant seulement les N
premiers cones propres est un résultat-clef, responsable du succes de la méthode multi-cones pour
I'estimation spectrale [64]. L’utilisation d’un seul céne de données, non oscillant en général perd
de l'information aux endroits proches du bord ; pourtant, cette information est retrouvée en appli-
quant les autres cones orthogonaux. L’énergie des N premiers cones est proportionnelle a 1’énergie
originale des données dans la région de concentration, permettant une extraction spatiale uniforme
de linformation statistique tout en minimisant le leakage spectral [66].
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FIGURE 6 — Energie cumulée des fonctions propres concentrées dans les calottes polaires circulaires sy-
métriques de rayons colatitudinauxr © = 10°,20°,30°,40°. Le degré harmonique sphériqgue maximal est
L = 18; les nombres de Shannon N = 3,11,24,42. Les sommes des carrés g?(0,¢) + g3(0,¢) + --- et
A1g3(0,d) + Aag3(0, ¢) + - - -, sont visualisées selon la colatitude 6 le long d’un méridien arbitraire fizé ¢.
Les lignes en pointillés montrent les sommes complétes non pondérées des termes (L +1)2, qui convergent
vers la valeur constante N/A sur la sphére entiére 0 < 6 < 7. Les lignes pleines montrent les sommes
partielles pondérées par les valeurs propres de N/2 et N termes, et la somme compléte de (L+1)? termes,
qui sont concentrés dans la calotte polaire 0 < 6§ < ©.

Finalement, la Figure 7 montre une visualisation polaire des 32 fonctions propres g(0, ¢), définies
par les équations (84), qui sont optimalement concentrées dans une calotte polaire de rayon © = 40°.
Le degré sphérique harmonique maximum est L = 18 et le nombre de Shannon est N = 42, comme
dans les Figures 2—4. Le réordonnancement des valeurs propres en ordre mélangé, comme dans
la Figure 5, et tous les doublets dégénérés /2 cosme, v/2sinme sont montrés. Les facteurs de
concentration 1 < A < 0.849 et les ordres —5 < m < 5 de chaque fonction propre sont indiqués. Les
couleurs bleu et rouge représentent les valeurs positives et négatives, respectivement ; pourtant, le
signe de chaque g(, ¢) étant fondamentalement arbitraire, tous les signes pourraient étre inversés
sans violer les critéres de concentration quadratique (38) et (52).
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FIGURE 7 — Fonctions propres a bande limitée g(0, ¢) qui sont optimalement concentrées dans une calotte
de rayon © = 40°. Le cercle pointillé montre le bord de la calotte. Le degré harmonique sphérique maximal
est L = 18, et le nombre de Shannon est N = 42. Les indices des valeurs propres A, spécifient le rang
d’ordre fixé. Les valeurs propres ont été réordonnées selon un ordre différent, avec la fonction propre
la mieuz concentrée sur la gauche et la 32 mieux concentrée sur ertréme droite. Les régions dans
lesquelles la valeur absolue est inférieure a un centieme de la valeur absolue maximale sur la sphére sont
notées en blanc, en bleu pour les positives et en rouge pour les négatives.
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5.4 Opérateur différentiel commutant

L’analyse du probleme de concentration temps-fréquence a une dimension a été considérablement
approfondie par la découverte par sérendipité par Slepian de 'opérateur commutant différentiel
sphéroidal (8). De fagon remarquable, il y a aussi un opérateur différentiel, découvert par Griinbaum
et al. [19], qui commute avec 'opérateur intégral dans le cdté gauche des équations (88) et (89b)
[voir également 18]. L’opérateur différentiel de second ordre est donné explicitement par

d
G = (cos© — cos 0)V? + sin i L(L + 2)cos#, (94)
ou
V= & + cot0-L ?(sin )2 (95)
Rz g~ "

est 'opérateur d’ordre fixe de Laplace-Beltrami (15).

Réécrit en fonction de p = cos 6, 'opérateur de Griinbaum (941) est

m?(cos © — )

6= |(cos® — (1 — 1) L| - (L + 2

=0 0 (96)

1—p?

Puisque les opérateurs commutant ont les mémes fonctions propres, nous pouvons trouver les fonc-
tions propres limitées en espace d’ordre fixe h(f) ou h(u) en résolvant I’équation différentielle des
valeurs propres Gh = yh, ou y # A est la valeur propre de Griinbaum associée.

Pour confirmer que G dans ’équation (96) est 'opérateur différentiel commutant souhaité, nous
devons montrer que

1 1

GuD (i !V Wy dii' = [ Dy ) Guoh(u') (97)

cos © cos

pour une fonction arbitraire limitée en espace h(pu).
Il y a deux étapes dans I'argument fourni par Griinbaum et al. [19]. Le premier est de montrer que
le c6té droit de I'équation (97) peut étre réécrit en

1 1
/COS@ D(p, 1) Guh (1) dy’ = /e G D, 1) h(p') dyd, (98)

et le second est de montrer que

GuD(p, 1) = Gur D (i, pt'). (99)
Le premier résultat (98) est un exercice évident d’intégration par parties; quelles que soient deux
fonctions (i) et n(p), on peut facilement montrer que

/1@ ((Gn)dp = — 1@ [(cos® — )(1 — p?)¢'nf + L(L + 2)un
+m*(cos© — p)(1 — p?) "¢ dpp = /C;e(gé)n dp,  (100)
ol nous avons utilisé une apostrophe (signe prime) pour noter d/dpu.
Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la preuve de I’équation (97), nous notons pour des réfé-

rences ultérieures que le résultat (100) est également valide si 'intégration est effectuée sur I'inter-
valle complet —1 < pu < 1.
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Pour vérifier le second résultat (99), nous utilisons la relation V2P, = —I(I + 1) B, pour écrire

(gu - ,U/) =

- (l _m)! /
30+ 1) = £+ 22 1) (k| o0 )
[(l —m)!

o] PP

dp
(Il —m)!
(Il 4+m)!

Une application de l'identité de dérivation de Legendre (20b) transforme (101) en

Q
t\
3
F

+

[Pt 1ot (101)

N = N = DN =

+
=
|
t\
=
\RE

(G~ Gu) Dlp. ) =
30103 I = (L P+ ) G| i) Pt
1 [—m+1)!
= o[ S
< Pt P(1) = Pin )P0, (102)

et l'identité de Christoffel-Darboux (22) transforme I’équation (102) en

(Gu = Guw)D(p, 1) =

1 NS 72 2 (L —m)! /
+o e —u )émﬁ ("= (L+1)7]20+1) l(l - m)!]le(u)sz(u )
1 = l (n —m)! ,
- 5(# — 1) l:§m:<2l + 1)n§:m: (2n+1) [(n—l—m)'] Pron (1) P (1) (103)

En interchangeant I'ordre de sommation dans la derniére ligne de I’équation (103), nous obtenons

(gu - gu’) ( /) -
b gl a) Y 1P = (L 1P + 1>[§§;Z§f]am<umm<m
~ 1 = (o0 4 1| (=) S
(u— n; (2n+1 lm ) 1an Z;L (20 +1). (104)

La derniere somme sur n est égale a (L + 1)* — n?, de telle fagon que les deux termes dans 1'équa-
tion (104) s’éliminent, (G, — G,/)D(u, i') = 0, et la relation de commutation (97) est confirmée.

5.5 Equation de Griinbaum

[’argument ci-dessus montre que nous pouvons calculer les fonctions propres colatitudinales d’ordre
fixé limitées en espaces hi(6), h2(0),...,hr_ms1(0) soit en résolvant 1’équation intégrale (85) soit
en résolvant I’équation différentielle

(cos © — cos §)V>h + sin@flg — L(L+2)cos@h=xh, 0<6<0O. (105)
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L’équation équivalente en termes de p = cos @ est de la forme standard de Sturm-Liouville [7] :
(ph')" = qh+xph =0, cos©® <pu<1, (106)

ol les primes dénotent la différentiation selon p, et ou

(i) = (cos® — (1 — ), (107a)
a(n) = m?(1— ) (u—cos®) — L(L + 2)p, (107D)
plp) = L (107¢)

L’équation (106) devrait étre résolue en respectant la contrainte que h(u) reste fini aux points
extrémaux pu = cos© et p = 1.

Le probléeme variationnel associé est [7]

1
/C o (ph” + qh?*) du

T = minimum. (108)
/ ph? dp
cos©

Tous les théoremes habituels de Sturm-Liouville s’appliquent. En particulier, nous savons que
I'équation (106) a un spectre simple, avec un nombre infini de valeurs propres distinctes
X1 < X2 < ..., avec un point d’accumulation a l'infini. Les ordonnancements des fonctions propres
X1, X2, - - - et des facteurs de concentration spatio-spectraux A, Ao, ..., Ap_11 sont inversés, de telle
fagon que la fonction propre hi(6) associée avec la plus petite valeur propre numérique i, qui n’a
pas de point dans la calotte polaire 0 < 6 < O, soit la fonction propre d’ordre fixe la plus concentrée ;
ho(6), la suivante, soit celle qui a exactement un point, et etc. Seules les L—m+1 premieéres fonctions
propres hy(0), ho(0), ..., hr_m+1(0) avec des valeurs propres non nulles Ay, Ag, ..., A4 sont inté-
ressantes dans la plupart des applications. Les fonctions propres restantes hr_,42(0), hr—mi3(0), . ..
sont dans I'espace nul de 'équation intégrale (88).

X:

5.6 Matrice commutante tridiagonale

Comme dans le cas de (85) et (88), nous sommes libres d’étendre le domaine de I’équation (105) au
domaine 0 < 6 < 7 tout entier ; dans ce cas, la fonction inconnue doit étre limitée en bande plutot
que limitée en espace :

d
(cos © — cos §) Vg + sin 0 d—‘g — L(L+2)cosfg=xg, 0<6<m. (109)
En substituant la représentation harmonique (82) de g() dans I’équation (109), et en multipliant
les deux cotés par 27 sin 6 X, (0), en intégrant sur 0 < 0 < 7, et en invoquant la relation d’ortho-
gonalité (17b), on obtient I’équation des valeurs propres algébriques

Gg = x&, (110)
ou
Gmm : GmL
6= : (111)
GLm GLL
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est la matrice (L —m + 1) x (L —m + 1) avec pour éléments
Gll’ = 27'('/ le(gXl/m> sin 6 d6. (112)
0

L’équation (110) est la version dans le domaine spectral de ’équation différentielle (109) de la
méme fagon que 'équation (76) est I’équivalent dans le domaine spectral de I’équation intégrale des
valeurs propres (85).

Comme nous 'avons remarqué, la relation symétrique (100) est valide méme si I'intervalle d’in-
tégration est étendu & 0 < € < 7, comme dans 1'équation (112). Cela montre que la matrice de

Griinbaum G est symétrique :
G=G". (113)

De plus, les matrices D et G commutent 'une avec ’autre,
DG = GD, (114)
de telle fagon qu’elles ont les mémes vecteurs propres. La version indicée de (114) est

L e) L
Z DlnGnl’ = 271'/ le(gXl/m) sinf df = Z GlnDnl’- (115)
0

L’expression intérieure impliquant a la fois 'opérateur G et l'intégration sur la région de concen-
tration 0 < 6 < © est I'élément II' ou I'l du produit de matrice symétrique DG = (DG).

La vérification des étapes intermédiaires nécessite d’utiliser la relation d’orthogonalité (17h), 'opé-
rateur identité (99), et a la fois la relation de symétrie (100) et son extension a l'intervalle 0 < 6 < 7.
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FIGURE 7 : Valeurs propres de Grimbaum ordonnées par le rang pour des calottes polaires de rayons
colatitudinaux variables, © = 10°,20°,30°,40°, et un degré sphérique harmonique maximal L = 18.

Les séquences séparées de valeurs propres X1, X2, - - -, XL—m+1 pour chaque ordre d’angle 0 < m < L
sont reliées par des lignes, avec chaque décalage horizontal par son ordre m pour clarifier le graphique.

Il y a de nombreuses fagons d’évaluer les éléments de la matrice (112); peut-étre que le plus évident
est d’utiliser la relation V2X;,,, = —I(I + 1) X, et les identités de Legendre (20). En fait, la matrice
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de Griinbaum G est tridiagonale :

Gu = —Il(l+1)cosO, (116a)

[+ 1) —m?
Guyr =G = [I(1+2) - L(L+ 2)]\J (él n 13(2l +3) (116b)
Gy = 0 sinon, (116¢)

ce qui est en accord avec le résultat correspondant fourni par Griinbaum et al. [19].

La solution de I’équation (110) offre des moyens particulierement attractifs de calculer les vecteurs
propres g € S, et ainsi les fonctions propres de la calotte polaire concentrée de maniere optimale
g(0) € Sp, parce qu’elle nécessite seulement la diagonalisation numérique d’une matrice tridiago-
nale G avec des éléments prescrits analytiquement (116), et un spectre de valeurs propres x qui est
garanti d’étre simple. Pour illustrer cela, nous montrons le spectre des valeurs propres de Griin-
baum pour des calottes polaires symétriques par rapport a I’axe de rayons © = 10°,20°,30°,40°
et un degré sphérique harmonique maximal L = 18 dans la Figure 7. Les valeurs propres rangées
pour tout ordre 0 < m < L sont reliées par des lignes, chaque séquence décalée par son ordre
pour faciliter la lecture. Ainsi, L + 1 valeurs propres xi, X2, - - -, Xz+1 sont visualisées pour m = 0,
alors qu'une seule valeur propre y; est dessinée pour m = L. L’espacement grossierement égal et
I’absence d’une queue génante de valeurs proches de zéro, comme dans les Figures 4-5, est évidente.

La diagonalisation de la matrice de Griinbaum G permet un calcul stable des fonctions de Slepian
sphériques optimalement concentrées qui sont limitées en bande a des degrés angulaires tres élevés.

Pour illustrer cela, nous montrons dans la Figure 8 les deux premieres fonctions propres de zone
(m =0) g1(0), g2(0) qui sont optimalement concentrées dans une calotte polaire de rayon © = 40°,
pour des largeurs de bande croissantes L = 10, 100, 300, 600.

Lorsque la largeur de bande croit, les fonctions propres deviennent de plus en plus concentrées pres
du pdle ¢ = 0°. Dans une application spectrale multi-cones, une fraction de plus en plus grande de
toute donnée pres du bord de la calotte polaire verra son poids diminué par le fenétrage ; pourtant,
avec une largeur de bande augmentant et ainsi le nombre de Shannon, de plus en plus de cones
propres bien concentrés deviennent possible, pour permettre la reconstitution de cette information
perdue.

La concentration dans une grande calotte calotte plutot qu’'une petite est un autre probleme auquel
la méthode de Griinbaum est idéalement adaptée. Pour illustrer cela, nous montrons dans la Fi-
gure 9, les quatre premiéres (g1, g2, g3, g4) et les quatre derniéres (gi6, g17, 918, g19) fonctions propres
de zone pour m = 0; une fois de plus pour une calotte polaire de rayon © = 40° et un degré
sphérique harmonique maximal L = 18.

Comme noté dans la Section 4.3, les fonctions propres qui sont optimalement exclues de la calotte
polaire © = 40° sont optimalement concentrées dans la calotte antipodale la plus grande © = 140°.
Les valeurs propres effectives Aig, A17, A1g, A19 sont de plusieurs ordres de grandeur plus petites que
les valeurs listées, ce qui représente simplement le plancher de bruit de nos calculs en double préci-
sion. Les valeurs propres exclues ne peuvent jamais étre précisément calculées par diagonalisation
de la matrice tridiagonale G; ce n’est pas non plus possible en arithmétique en double précision
(voir I’Appendice A).
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FIGURE 8 — Les fonctions propres de zone (m =0) g1(6) (a gauche) et g2(0) (a droite) qui sont optima-
lement concentrées dans une calotte polaire de rayon colatitudinal symétrique faisant un angle de © = 40°
avec 'aze pour un intervalle de degrés harmoniques sphériques mazimauz L = 10,100, 300,600 (nuances
de gris croissantes). L’erreur par l'arrondi empéche un calcul précis des fonctions propres pour L = 300
et L = 600 par diagonalisation en double précision numérique de la matrice D; la diagonalisation de la
matrice de Grinbaum G évite cet obstacle.

5.7 Formulation de 'opérateur abstrait

La relation de commutation de domaine spatial (97) peut étre exprimée en utilisant la notation des
opérateurs de la Section 4.4 par

(RH'LHR)G = G(RH'LHR). (117)

Puisque l'opérateur de Grinbaum G agit seulement sur les fonctions limitées en espace colatitudinal
h(#), il doit satisfaire
G =0R =RG. (118)

En pré-multipliant 'équation (117) par LH, et en la post-multipliant par H 'L, et en utilisant la
relation (118) et le fait que £2 = £, on obtient

(LHRH L)Y (LHGH L) = (LHGH L) (LHRH'L). (119)

L’équation (119) est la formulation de l'opérateur abstrait de la relation de commutation de la
matrice du domaine spectral DG = GD.

Les opérateurs équivalents de I’équation des valeurs propres pour le domaine spectral (110) et pour
I'équation des valeurs propres pour le domaine spatial (105) sont

(LHGH'L)(LF) = x(LF), (120a)
GRf) = x(Rf), (120D)
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FIGURE 9 — Les fonctions propres zonales optimalement concentrées (ligne du haut) et optimalement
exclues (ligne du bas) (m = 0) pour une calotte polaire circulaire de rayon colatitudinal © = 40° et de
degré harmonique sphérique mazimal L = 18. Les fonctions propres optimalement exclues ne peuvent pas
étre calculées précisément par diagonalisation en double précision de la matrice D.

La solution du probléme de la concentration pour une calotte polaire de rayon © = 140° donne naissance
aux mémes fonctions propres g1(0),92(0), g3(0), g4(0), ..., 916(0), g17(0), g18(0), g19(0), mais dans 'ordre
inverse.

ou f(#) est une fonction colatitudinale arbitraire, ni limitée en bande, ni limitée en espace. A cause
des relations de commutation (117) et (119), nous sommes libres de résoudre les équations (120)
plutot que les équations de la version d’ordre fixé (72), pour trouver les vecteurs propres a bande
limitée g = Lf et les fonctions propres a espace limité h(0) = Rf(0).

6 Concentrations continentales

Pour illustrer la théorie pour une région de forme irréguliere, nous considérons le probleme de la
concentration spatio-spectrale sur 6 régions continentales terrestres, listées dans la table 1 ordon-
nées selon une taille croissante, avec leurs nombres de Shannon pour différentes largeurs de bandes.
L’analyse spectrale des données dans les continents terrestres ou les océans a des applications en
géodésie, géophysique et océanographie [e.g., 23; 24; 45; 49]; les multicdnes sphériques de Slepian
illustrés ici devraient étre idéalement adaptés a cette tache.

La Figure 10 montre les spectres de valeurs propres pour cing des six régions (Groenland, Australie,
Amérique du Nord, Afrique et Eurasie) et quatre largeurs de bande différentes, L = 6, 12,18, 24,
correspondant & (L +1)? = 49,169, 361, 625 fonctions propres chacune. Le nombre d’onde de cutoff
associé a une limite de la largeur de bande L est /L(L +1) ~ L + 1/2 divisé par le rayon de
la Terre [5; 20]; les longueurs d’onde coupées correspondant aux choix L = 6,12,18 et 24 sont
6200, 3200, 2200 et 1600 kilometres, respectivement. Seules le continent le plus grand, I’Eurasie, est
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FIGURE 10 — Spectres des wvaleurs propres pour cing régions continentales terrestres (Groenland, Aus-
tralie, Amérique du Nord, Afrique, Eurasie) et quatre degrés harmoniques sphériques mazimaur (L =
6,12,18,24). Les lignes verticales de la grille et les cing étiquettes les plus a gauche spécifient les nombres
de Shannon arrondis N. Les ordonnées sont tronquées a droite ; les nombres a droite des fleches sont les
nombres totauz de valeurs propres, (L + 1)% = 49,169,361, 625.

Continental Area A/(4m) nombre de Shannon N
region dans % L=6 L=12 L=18 L=24

Groenland 0.44 0 1 2 3
Australie 1.50 1 3 5 9
Amérique du Sud 3.50 2 6 13 22
Amérique du Nord 3.98 2 7 14 25
Afrique 5.78 3 10 21 36
Burasie 9.98 ) 17 36 62

TABLE 1 — Régions, nombres de Shannon et largeurs de bandes pour le probléme de la concentration
sur continents.

suffisamment grand pour montrer au moins une fonction propre parfaitement concentrée pour le
plus petit degré, L = 6, et la plus petite région considérée, le Groenland, est trop étroite pour
montrer ne serait-ce qu'une seule fonction propre avec un facteur de concentration A proche de
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I'unité pour le degré le plus grand, L = 24. Comme dans le cas de la calotte polaire (Figure 5), les
nombres de Shannon arrondis N = (L + 1)2A/(47) montrés par les lignes en pointillés verticales
séparent grossierement les fonctions propres avec facteurs de concentration A > 0.5 de ceux avec
facteurs de concentration A > 0.5.

Dans les Figures 11, 12 et 13, nous montrons des vues cartographiques des 12 premieres
fonctions propres pour L = 18 : ¢1(F), g2(F),. .., g12(F) qui sont optimalement concentrées sur
I’Australie, I’Amérique du Nord et I’Afrique. La couleur bleu dénote des valeurs positives et la cou-
leur rouge des valeurs négatives (bien que, comme nous I’avons noté, elles puissent étre inversées,
puisque le signe d’une fonction propre est arbitraire). Les régions dans lesquelles la valeur absolue
est moindre qu’un pour cent de la valeur absolue maximale sur la sphere sont blanchies.
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FIGURE 11 — Fonctions propres d bande limitée L = 18 : g1,g2,...,g12 qui sont optimalement concen-
trées sur le continent australien. Les facteurs de concentration A1, Mg, ..., A2 sont indiqués; le nombre de

Shannon est N = 5. L’ordre est de gauche a droite et de haut en bas, ordre habituel de lecture.



Dans le cas de I’Australie (Figure 11) les cinq premieres fonctions propres sont raisonnablement
bien concentrées dans les frontiéres continentales (A5 = 0.607) ; pourtant, les facteurs de concen-
tration A diminuent rapidement ensuite, de telle facon que g2 est davantage exclu que concentré
(A2 = 0.049). Avec une largeur de bande limitante L = 18, et ainsi un cutoff de longueur d’onde de
2200 kilometres, il est seulement possible de concentrer N = 5 fonctions propres a bande limitée or-
thogonales g1, g2, g3, 94, g5 dans un continent qui du nord au sud, mesure seulement 1500 kilometres.
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FIGURE 12 — Fonctions propres a bande limitée L = 18 : g1, go, ..., g12 qui sont optimalement concentrées
dans le continent nord-américain. Les facteurs de concentration A1, Aa, ..., A2 sont indiqués ; le nombre
de Shannon est N = 14. Le modéle de la représentation est le méme que pour la Figure 11.

Cette situation est bien améliorée dans le cas du continent nord-américain (Figure 12), qui a une
superficie A qui est 2.7 plus grande que celle de I’ Australie. En fait, I’Amérique du Nord a N = 14
fonctions propres raisonnablement bien concentrées pour L = 18, dont seulement les 12 premieres
sont montrées ici. La premiere fonction propre g, est a peu pres circulaire et centrée sur le mi-
lieu du continent, comme dans le cas de 1’Australie. Les fonctions propres orthogonales suivantes
g2, g3, - . . montrent des lobes dans les régions précédemment non découvertes. La ligne de cote nord-
américaine est plus irréguliere que celle de I’Australie. Le Québec et les Territoires nord-ouest du
Canada sont essentiellement non couvert jusqu’a gg, I’Alaska ouest n’est pas couvert correctement
jusqu’a g9 et gio, et la Floride, la basse Californie et le sud du Mexique sont seulement couverts
par gi1 et g1 au prix d'un leakage substantiel (A;; = 0.642, A\;2 = 0.596) en dehors des frontieres
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FIGURE 13 — Fonctions propres a bande limitée L = 18 : g1, g2, ..., g12 qui sont optimalement concentrées
sur le continent africain. Les facteurs de concentration A1, Ao, ..., A2 sont indiqués ; le nombre de Shannon

est N = 21. Le modéle de la représentation est le méme que pour la Figure 11.

continentales.

L’Afrique (Figure 13), qui a une superficie A qui est 3.9 plus grande que celle de I’Australie, a N = 21
fonctions propres raisonnablement bien concentrées pour L = 18, la douzieme d’entre elles a un
facteur de concentration A5 = 0.887. Une fois encore, g; est grossierement circulaire, et les fonc-
tions propres orthogonales suivantes gs, g3, . . . recouvrent successivement les régions précédemment
non couvertes. L’Afrique de I'ouest n’est pas couverte par g; et gs, mais devient raisonnablement
couverte par gs et gs; en outre, I’Afrique du sud n’est pas couverte jusqu’a g4 et gs. Les autres élé-
ments géographiques deviennent bien couverts avec les fonctions propres de plus en plus oscillantes

(e.g., Egypte par g7 et gi2).
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La Figure 14 montre la somme des carrés pondérée par les valeurs propres 3, Aog2(#) des fonctions
propres a bande limitée pour L = 18 des 6 continents (& 'exception de 1’Antarctique). Nous
trouvons les fonctions propres gi(%), g2(T), ..., g+12(F) par diagonalisation de la matrice
(L+1)*x (L +1)* (41) formée en ajoutant les matrices correspondant & chacun des six continents
DEurasia + DAfrica + - - - L’aire combinée totale est A/(4m) = 25.2%, et le nombre de Shannon est
N = 91; les sommes partielles des N/4,N/2 et N premiers termes, ainsi que la somme totale
des (L + 1)? = 361 termes, sont montrées. La capacité des N premiéres fonctions & fournir une
couverture uniforme de 'aire cible est évidente ; comme dans la Figure 6, la couverture est seulement
marginalement améliorée en ajoutant le reste, les “mal” concentrées (L + 1) — N = 250 termes.
A cause de leur petite taille, ’Australie et le Groenland n’apparaissent pas jusqu’aux 1 — N /2 et
1 — N sommes partielles, respectivement. Méme alors, la couverture du Groenland est imparfaite,
une conséquence attendue du petit nombre de Shannon pour le Groenland (N = 2 pour un degré
sphérique harmonique maximal de L = 18).
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FIGURE 14 — L’énergie cumulée pondérée par les valeurs propres des N/4,N/2,N et (L + 1)? fonctions
propres qui sont optimalement concentrées dans l’ensemble des continents (I’Eurasie, I’Afrique, I’Amérique
du Nord, ’Amérique du Sud, I’Australie et le Groenland). Le degré sphérique harmonique mazimal est
L = 18 ; laire cumulée fractionnaire est A/(4m) = 25.2% ; le nombre de Shannon est N = 91. Le bleu le
plus foncé sur la barre des couleurs correspond d la valeur attendue (66) de la somme. Les régions dans
lesquelles la valeur est moins d’un pour cent de la valeur mazximale sur la sphére sont blanchies.
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7 Echelonnage asymptotique

Comme nous ’avons noté, les valeurs propres Aj, Ag,... et les fonctions propres convenablement
mises a 1’échelle ¢y (z), ¥2(z), ... du probleme original de concentration de Slepian (6) dépendent
seulement du nombre de Shannon N = 2TW/x. Cette mise a I’échelle par nombre de Shannon
est la seule caractéristique importante qui ne se transmet pas du probleme a une dimension au
probléme de concentration spatio-spectrale sur la sphére. Fondamentalement, ce manque de mise a
I’échelle est une conséquence du fait qu’il n’est pas possible de rapetisser ou agrandir une région,
comme I’Afrique, sur une sphere  de rayon fixé ||| = 1, tout en conservant les relations angulaires
entres tous les points intérieurs de la méme fagon. La mise a 1’échelle par nombre de Shannon sur
une sphere ne se montre qu’asymptotiquement, pour la limite

A
A—0, L—oo, avec N=(L+ 1)24— tenu fixé. (121)
T

Pour cette limite d’une petite aire de concentration A et d’une grande largeur de bande 0 <[ < L,
la courbure de la sphere devient négligeable et le probleme de la concentration sphérique approche
le probleme de la concentration sur un plan.

7.1 Approximation de Hilb et formule de la somme de Poisson

Deux résultats sous-tendent la considération de cette limite de la Terre plate (121), que nous consi-
dérons dans cette section.

Le premier est 'approximation asymptotique de Hilb pour les fonctions de Legendre [2; 8; 21; 60],

le

22

\/Hl/Q\/sme (1+1/2)8], 0<6< T, (122)

ou J,,(z) est la fonction de Bessel de premiere espéce et la seconde est la formule de sommation de

Poisson tronquée,
o0 L+1

ij(z +1/2) = > (-1)° f(k)e sk df, (123)

S§=—00 0

qui est valide pour une fonction continue arbitraire f(z).

Pour vérifier la relation (123), nous commencgons avec la représentation en série de Fourier de f(z)
sur 'intervalle 0 < x < 2,

SZOO/%f @) gy, (124)

En posant x — x + 27l dans ’équation (124) et en sommant selon 0 <[ < L, on aboutit a

L (L+1)2
S f(x + 2xl) Z / Jets(e=) gy, (125)

=0 §=—00

ol nous avons translaté I'intervalle d’intégration pour chaque terme par 27l et utilisé la périodicité
de 27 de l'exponentielle. En divisant 'argument par 27, et en substituant k = u/(27), et en posant
x = 7, nous obtenons l'identité souhaitée (123).
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7.2 Equation intégrale mise & ’échelle pour une région arbitraire

Une application a la fois de l'approximation de Hilb (122) et de la formule de sommation de
Poisson (123) nous permet d’écrire le noyau de Fredholm D(%,#) dans I’équation (51) sous la
forme

PSS (”“)Pl cos )

=0
1 L
~ 7,/ Zz+1/2 Jol(1+1/2)A]
=0
L+1 ‘
_ SmA Z / To(kA)e™ 2%k d. (126)

En substituant k£ = (L + 1)p et en prenant la limite L — oo, A — 0, avec la limite LA maintenue
fixe, I’équation (126) se réduit a

L+1)?

D(A) ~ ( . (L+1)Ji[(L+1)A]

2rA ’

[ Rl + oA pp = (127)

ou nous avons fait 'approximation A/sin A ~ 1, et utilisé le lemme de Riemann-Lebesgue [43]
pour éliminer les termes s # 0 entrainant les facteurs oscillants les plus élevés e 2ms(L+Dp Pour la,
limite  — 0, le rapport Ji(z)/x tend vers 1/2; de telle fagon que la limite lorsque A tend vers 0
du noyau (127) est D(0) = (L + 1)?/(4n), ce qui garantit que le nombre de Shannon, ou la somme
des valeurs propres (59), est toujours donné dans cette approximation asymptotique par

N= /RD(O) ) = (L + 1) ﬁr. (128)

Pour obtenir une version mise a ’échelle de I’équation (51) dépendant seulement du nombre de
Shannon N, nous utilisons 'approximation (127) pour le noyau D(#,1’), et nous introduisons les
transformations des variables dépendantes et indépendantes

X:\/ff, x'z\/ff', B(x) = g(f), V) = g(i). (129)

Les coordonnées mises a 1’échelle x, x’ sont les projections des points &, #' € ) sur une grande sphere
Q. de rayon au carré ||x|* = 47 /A.

La distance géodésique entre les points mis & ’échelle x, x’ € ), et aire différentielle de la surface

sur €2, sont
= =/ TA ot d0. =T ao (130)
VA TATT

En effectuant les substitutions (129)—(130), les équations (51) et (127) se réduisent &
] D) () 4, = Av(x). (131)
R

ou R, est la projection de la région de concentration R sur la sphere €2, et

VN Ji(VN [[x = X)

or |x — x|

D.(x,x') = (132)
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FIGURE 15 — Comparaison des noyaux mis a l’échelle exacts (13/) avec l'approximation asymptotique de
la Terre plate (135) (en noir). Le nombre de Shannon N = 3,10,23,40 est gardé constant dans chacun
des quatre échantillons, et la largeur de bande utilisée pour calculer les noyaux mis a ’échelle exacts varie
entre L =1 (adaptation la plus mauvaise) et L = 100 (meilleure adaptation)

est le noyau de Fredholm symétrique, dépendant de N.

Les équations (131)—(132) sont les analogues sphériques de I’équation en une dimension aux valeurs
propres mises a ’échelle (6). Les valeurs propres asymptotiques A1, Ao, ... et les fonctions mises a
I'échelle associées 11 (x), ¥2(x), ... dépendent du degré maximal L et de I'aire A seulement & travers
le nombre de Shannon N = (L + 1)?A/(47). Comme dans le cas des équations (51) et (55), nous
sommes libres de résoudre (131)—(132) soit sur la totalité de €., auquel cas les fonctions propres
(%), 12(x),... sont en bande limitée, ou bien, seulement dans la région de concentration R,
auquel cas elles sont a espace limité. On est prét a vérifier que la mise a 1’échelle n’a pas d’effet sur
la somme des valeurs propres, dans la mesure ou

N
N = D,(0)dQ, = — d€), = N. (133)
R, 47 JR.

Nous montrons dans I'appendice B que le probleme des valeurs propres mises a 1’échelle (131)—(132)
est identique a celui de controler le probleme de la concentration en deux dimensions sur un plan.

Les considérations ci-dessus montrent que pour la limite (121), nous nous attendons a ce que le
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noyau exact de Fredholm (50), évalué sur 2, et normalisé par sa valeur & décalage nul,

D(\/MA> - XL: 204+ 1) Pz(cos ﬁA) , (134)

D(0) L +1)2 =
soit approximé par le noyau asymptotique similairement normalisé

D.(A)  2J,(VNA)
D,(0)  V/NA

La qualité de cette approximation asymptotique vers le noyau et la mise a 1’échelle associée a la
limite de la Terre plate sont illustrés sur la Figure 15. Dans les quatre exemples montrés, avec
les nombres de Shannon N = 3, 10, 23, 40, 'approximation est excellente méme pour des distances
angulaires aussi grandes que A ~ 135°, une fois que le degré harmonique sphérique excede L = 3—4.

(135)

7.3 Equation des valeurs propres mises a ’échelle pour une calotte
polaire symétrique par rapport a ’axe

La version asymptotique “Terre plate” du probleme des valeurs propres colatitudinales de rang

fixé (85) peut étre obtenue de deux manieres différentes : soit par 'application d’une approxima-

tion de Hilb (122) et la formule de sommation de Poisson (123) au noyau D(#,6') donné dans
I'équation (86), soit en utilisant le théoréeme d’addition pour les fonctions de Bessel [27],

To(kA) = Jo(k0)Jo(k0) +2 3" Tn(k8) T (kE) cosml(é — &), (136)

m=1

la  représentation (84) de g(0,¢), et lorthonormalité des fonctions longitudinales

S V2cosme, ..., 1,...,/2sinmg, ... sur Uintervalle 0 < ¢ < 27 pour décomposer les équa-
tlons (51) et (127) en une série de problémes individuels de valeurs propres, un pour chaque ordre
0 < m < L. En utilisant 'une ou 'autre méthode, nous trouvons que 'équation (85) peut étre
approximée pour la limite (121) par

/ ° D(0,8) g(0') 0 48’ = Ag(0), (137)

0

ou

D(0,0) = (L +1)* /DlJm[(L +1)p8] (L + 1)p8'] pdp. (138)

Il est pratique dans l'instance courante d’approximer l'aire de la petite calotte polaire par
A = 27(1 — cos©) ~ mO?, et d’introduire des coordonnées mises a I’échelle qui sont légérement
différentes de celles dans les équations (129), notamment

r=0/0, o' =6/0,  Y(x)=g(0), v(')=g(0) (139)

Cela amene a un probleme de valeurs propres mis a 1’échelle d’ordre fixé,

/0 " Dulw ) (@) o dr’ = A(a), (140)

avec un noyau associé
1
D,(z,2') = 4N/ Jn(2V'N px) Jon(2V'N pa’) pdp, (141)
0
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dont les valeurs propres Aj, Ag, . .. et les fonctions propres associées mises a I’échelle 1y (), o (), . . .
dépendent du degré harmonique sphérique maximal L et du rayon de la calotte © seulement a tra-
vers le nombre de Shannon de la petite calotte polaire N = $(L + 1)?02.

Bien que les relations de mise a 1’échelle de la calotte polaire (140)—(141) soient uniquement valides
dans la limite asymptotique L — oo, © — 0, 'approximation est excellente méme pour des largeurs
de bande modérées L et des rayons de calotte modifiables ©.

Pour un nombre de Shannon fixé N = 40, un degré maximal dans le domaine 25 < L < 40, et par
conséquent un rayon de calotte © = 2v/N/(L+1) dans le domaine 29° > © > 18°, I’accord entre les
fonctions propres mises a ’échelle d’ordre fixe est toujours respecté avec un tout petit pourcentage
d’écart. En principe, les résultats asymptotiques (140)—(141) devraient permettre la détermination
d’approximations des fonctions propres de la calotte polaire g(#) pour des valeurs variables de L et
© en mettant a I’échelle un catalogue pré-calculé de fonctions propres pour N fixé. En pratique, la
construction et la diagonalisation de la matrice tridiagonale de Grinbaum (116) est si évident et
efficace qu’il est préférable de simplement calculer les fonctions propres optimalement concentrées
g(0) exactement.

7.4 Nombre de Shannon d’ordre fixe asymptotique

L’approximation asymptotique des valeurs propres significatives associées a un ordre donné m est
N,, = /01 D.(z,x)xdx
— 4N /Ol/olJEn(Q\/pr)pdpxdx
= 42N [JZQ2VN)+J%,2VN))]
— 2m+ D)V NIy (2VN ) I 2V N )
—?[1—J3(2\/ﬁ)—2iJ3(2\/N)]. (142)

La relation (93) entre le nombre total N de valeurs propres significatives et le nombre N, associé
avec chaque ordre m est préservée dans cette approximation asymptotique, dans la mesure ou

N = No+23 N,

m=1
11 o0
= 4N// ng@\/Npq) +2)° J%(Z\/Npq)] pdpx dx
070 m=1
1,1
= 4N// pdpxdx = N. (143)
0Jo
Dans la Figure 16, nous comparons les nombres de Shannon exacts pour un ordre fixé N,,, cal-
culés par l'intégration numérique de I’équation de Gauss-Legendre (92), avec le résultat asympto-

tique (142), pour les mémes valeurs de N = 3,10,23,40 et 1 < L < 100 comme dans la Figure 15.

Le nombre de valeurs propres significatives pour m = 0 peut méme étre simplement approximé par
No =2V N/m~ (L+ 1)©/m, comme cela est montré.
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FIGURE 16 — Comparaison du nombre Ny, de valeurs propres significatives pour un ordre fizé m (en gris)
avec lapprozimation asymptotique (142) (en noir). Le nombre de Shannon N = 3,10,23,40 est gardé
constant dans chacun des quatre échantillons, et la largeur de bande utilisée pour calculer les valeurs exactes
de Ny, varie entre L = 1 (pire remplissage) et L = 100 (meilleur remplissage). Les points inconsistants
avec la contrainte A/(4m) = N/(L +1)? < 1 ne sont pas représentés graphiquement. Les triangles blancs
montrent l'approzimation simplifiée de Ny ~ (L + 1)© /7 dans le cas m = 0.

8 Conclusion

Une famille orthogonale d’expansions harmoniques sphériques a bande limitée qui sont optimale-
ment concentrées dans une région finie R de la sphere unité peut étre calculée en résolvant soit un
probléme de valeurs propres d’une matrice symétrique dans le domaine spectral soit un probleme
équivalent de Fredholm de recherche de valeurs propres dans le domaine spatial. Toute valeur propre
0 < X < 1 est une mesure a la fois de la concentration spatiale de la fonction propre a bande limitée
g(t) et de la fonction propre a espace limité de la concentration spectrale h(f) qui coincide avec
g(F) dans la région de concentration. Le nombre de fonctions propres correctement concentrées est
N = (L+1)%A/(47), ot L est le degré sphérique maximal et A est Daire de la région de concentra-
tion. Pour le dire rapidement, le nombre de Shannon N est la dimension de I'espace des fonctions
f(#) qui peuvent étre concentrées dans une région finie R de la sphére et dans un intervalle spectral
0 <l < L. Pour une petite région A < 4w, et un degré harmonique sphérique maximal L, les
fonctions propres optimalement concentrées a bande limitée g(#) et leurs fonctions propres asso-
ciées limitées en espace h(t) peuvent étre calculées précisément, méme pour une région de forme
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irréguliere R. Dans le cas spécial, mais important, d’une calotte polaire circulaire, chaque fonction
propre peut étre calculée précisément, par diagonalisation numérique d’une matrice commutante
tridiagonale, qui a un spectre simple de Sturm-Liouville. Exactement comme dans le probléeme de
Slepian a une dimension, les cones propres sphéroidaux prolates ont prouvé leur extréme utilité en
analyse spectrale en temps-fréquence, nous nous attendons a ce que les fonctions propres sphériques
en deux dimensions développées ici aient une large variété d’applications en analyse de données dans
des domaines tels que la géophysique, la science planétaire et la cosmologie.
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A Considérations calculatoires

Ici nous présentons une breve description des méthodes numériques employées dans cette étude.
Tous les calculs effectués 'ont été en arithmétique double précision. Les assertions faisant intervenir
la précision machine sont valides selon une double précision, avec une erreur arrondie de ~1071°,

A.1 Concentration dans une calotte polaire

Nous calculons les fonctions propres colatitudinales g;(6), g2(0), . .., gr—m+1(0) d'une calotte polaire
symétrique par rapport a 'axe 0 < # < O en utilisant trois méthodes différentes. La premiere mé-
thode est la diagonalisation numérique des matrices D de taille (L —m + 1) x (L —m + 1) dans
I'équation (76).

Nous n’implémentons pas 1'expression de Wigner 3-5 (79) pour les éléments de la matrice Dy, mais
utilisons a la place la quadrature de Gauss-Legendre [18] pour évaluer 'intégrale définissant (78) :
1

Dy = Xim (arccos 1) Xy, (arccos ) dp
cos ©
J
~ Y w;Xym(arccos p;) Xy, (arccos ), (144)
j=1
OU f1, ta, - - - , fty sont les racines des polyndmes de Legendre P;(f1), mises a I'échelle de —1 < ji; <1

vers cos © < p; < 1, et wy = 2(1 — fi5) ' [Py(;)] 7,5 = 1,2,..., J sont les poids d’intégration as-
sociés. Seuls les éléments les plus hauts de la matrice triangulaire Dy, [ < I’ sont calculés explici-
tement ; les éléments les plus bas sont complétés en utilisant la symétrie Dy = Dy.

L’ordre J de l'intégration de Gauss-Legendre est ajusté vers le haut jusqu'a ce que les L —m + 1
fonctions propres g1(0), g2(0), - . ., gr—m+1(0) du domaine spatial satisfassent les relations d’orthogo-
nalité (83) a la précision permise par la machine. La méme régle de quadrature de Gauss-Legendre
pour les hauts degrés est utilisée pour évaluer les intégrales orthogonales. Les fonctions de Legendre
Xim(0) sont calculées avec une haute précision a tres haut degré (I ~ 500) en utilisant un algorithme
récursif [34; 37].

La seconde méthode consiste a résoudre numériquement 1’équation de Fredholm (89b). En utilisant
la regle de quadrature de Gauss-Legendre pour discrétiser cette équation, nous obtenons

J
> wiD(py, (i) = Mh(py), j=1,2,...,J (145)
=1
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L’équation (145) peut étre réécrite comme une équation algébrique symétrique de valeurs propres,
(WY2DW'2)(W'2h) = X\ (W"?h), (146)

ot h est un vecteur colonne J-dimensionnel avec pour éléments ﬁj = h(p;), et ott D et W dénotent

les matrices J x J d’éléments D = D(u;, i) et Wi = w;d;.. Les valeurs propres A et les vecteurs
Jj Fojs 1 Ji 395 prop

propres transformés W'/2h sont calculés par diagonalisation numérique de la matrice W*/?DW"/2,

L’ordre d’intégration J est a nouveau choisi pour assurer une orthogonalité précise des fonctions
propres du domaine spatial hy(6), ha(0), ..., hp—m+1(0). Dans le cas zonal (m = 0), le choix J = L+1
rend a la fois les intégrations (144) et (145) exactes; pour m # 0, nous utilisons un ordre d’inté-
gration élevé et conservatif .J, puisque les intégrandes ne sont plus polynomiaux. Les puissances du
spectre montrées dans la Figure 3 pour un ordre fixé sont calculées en transformant les fonctions
propres du domaine spatial (55) vers le domaine spectral, en utilisant comme domaine pour le de-
gré sphérique harmonique m < [ < 127 qui est suffisant pour éviter les phénomenes d’aliasing ” [58].

Méme pour des valeurs modérées du spectre de degré maximal L et une calotte de rayon O, les
plus petites valeurs propres ..., A\ _m, AL_ms+1 tombent en dessous de la précision machine.

Les fonctions propres associées, moins bien concentrées, calculées en utilisant soit 'une soit ’autre
des deux méthodes directes sont dans ce cas des éléments orthogonaux essentiellement arbitraires
d’un espace propre dégénéré numériquement, et ne sont plus assez précis [1]. A cause de cela, il n’est
pas possible de trouver les fonctions propres optimalement exclues d’une petite calotte polaire, ou
de facon équivalente, les fonctions propres optimalement concentrées d’une grande calotte, par dia-
gonalisation soit de la matrice D soit de D. Heureusement, cette difficulté peut étre surmontée dans
la troisieme méthode, qui est une diagonalisation de la matrice tridiagonale de Griinbaum (116).
L’espacement grossierement équidistant des valeurs propres de Sturm-Liouville x1, x2,- - -, Xz—m+1
permet de calculer toutes les fonctions propres associées, a la précision permise par la machine.
Les facteurs de concentration spatio-spectrale Ay, Ao, ..., A1 sont calculés a la méme précision,
soit par une multiplication matricielle a posteriori, A = g' Dg, soit par une intégration de Gauss-
Legendre de la relation spatiale équivalente (83).

A la fois les valeurs propres significatives et non significatives calculées en utilisant chacune des
méthodes ci-dessus s’accordent selon la précision machine, fournissant une vérification numérique
utile. La diagonalisation de la matrice tridiagonale G est la seule maniere numériquement stable de
résoudre le probleme de la concentration soit pour une grande calotte polaire soit pour un grand
degré maximal L. Par une extension de I'analyse ci-dessus, il est méme possible d’utiliser I'opérateur
de Griinbaum G pour calculer des fonctions propres a espace limité hy_,12(0), hr—mi3(0),... qui
sont dans I'espace nul [410].

A.2 Concentration dans une région de forme arbitraire

On résoud le probléme de concentration spatio-spectral pour une région de forme arbitraire R par
diagonalisation numérique de la matrice D de taille (L +1)% x (L+1)? et d’éléments Dy, yr,y définie
par équation (40). Etant donnée la frontiere lissée de R, nous trouvons d’abord les points le plus
au nord et le plus au sud, de colatitudes 6, et 0. Pour tout 8, < 6 < 6, nous trouvons les points le

plus a gauche et le plus a droite, de longitudes ¢.(0) et ¢y (). Dans le cas d’une région non convexe

5. repliement de spectre : confusion par recouvrement de différentes parties qui donne un effet de moirage dans
le cas spatial et un effet de distorsion (par exemple audio) dans le cas temporel.
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avec des protubérances et des baies, il peut y avoir plusieurs points les plus a gauche et a droite,

que nous indexerons avec un indice supplémentaire ¢ = 1,2, ..., I. L’intégrale selon la longitude,
Lo roei [ cosme| [ cosm!¢
q)mm’(‘g) = ;/WZ {smmqb} {Sil’lm,(b} d¢7 (147)

peut étre calculée analytiquement, et nous utilisons la quadrature de Gauss-Legendre pour calculer
I'intégrale restante sur la colatitude :

Hs
Dy = / Xim (arccos 1) Xy (arccos (1) o (arccos ) du

J
~ Z W; Xy (arccos ;) Xy (arccos 1) @y (arccos ;). (148)

Jj=1

Comme dans le cas d'une calotte polaire, nous ajustons 'ordre d’intégration J vers le haut jusqu’a
ce que les fonctions propres gi (%), g2(%), . . ., gz 11)2(¥) satisfassent les relations d’orthogonalité (47)
en accord avec la précision de la machine. Il n’y a pas d’analogue de l'opérateur de Griinbaum
G pour une région de forme arbitraire, si ce n’est que seules les fonctions propres associées aux
valeurs propres qui sont au-dessus de la précision machine peuvent étre calculées efficacement.
Dans la plupart des applications pratiques, il n’y a pas de limitation, puisqu’on s’intéresse en
général seulement aux fonctions propres bien concentrées et calculables g1 (%), g2(%), . .., gy (%), qui
sont associées aux valeurs propres numériquement significatives Ay, Ag, ..., Ay.

A.3 Concentration dans une calotte non polaire

Une des applications principales des fonctions de Slepian sphériques en géophysique et en physique
planétaire sera d’analyser les mesures dans une région circulaire symétrique centrée en un lieu
géographique arbitraire 6y, ¢g [e.g., 29; 38; 51; 52]. La procédure la plus adaptée pour déterminer
les fonctions propres optimalement concentrées requises consiste a d’abord calculer les coefficients
harmoniques sphériques ¢g;,,, des fonctions propres (84) concentrées dans une calotte polaire
0 < 0 < O, et ensuite a les faire tourner vers le lieu désiré pour la calotte [3; 9; 12; 37]. Le
fenétrage réel des données pour des analyses ultérieures peut soit étre effectué dans le domaine
spectral [52], soit, plus simplement, par multiplication évidente apres transformation des fonctions
propres tournées vers le domaine spatial. Si ’on souhaite éviter la rotation sphérique harmonique, il
est aussi possible de calculer les fonctions propres tournées directement, en effectuant 'intégration
numérique dans I'équation (147) sur les limites analytiques prescrites d'une calotte de rayon ©
centrée en 6y, ¢y, données par

buell) — 60 F AG(B) where AG(8) — arccos(cos © — cos  cos 60)‘ (149)

sin 6 sin 6,

B Concentration spatio-spectrale sur un plan

Dans I'un de ses nombreux articles étendant son analyse en une dimension, Slepian [53] a considéré
le probleme de la concentration spatio-temporelle dans un espace cartésien de dimension arbitraire.
Nous présentons une breéve revue du probleme de concentration dans un espace cartésien a deux
dimensions, pour établir une comparaison avec l'analyse asymptotique de la Terre plate présentée
dans la Section 7.
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Une fonction arbitraire a valeurs réelles de carré intégrable f(r) dans le plan a la représentation de
Fourier en deux dimensions, analogue a la représentation harmonique sphérique (23),

1 2 oo i [ee} .
flr) = <2> / Fk)e™ ik,  F(k) = / F(r)e ™ r. (150)
™ —00 —0
La relation d’orthonormalité de Fourier analogue & 1'équation (16) est
LN/ e o(f[r —l})
— ik (r=r) 21— §(r — 1) = , 151
(&) [ = nle | e

La relation de Parseval stipule que les puissances de toute fonction f(r) dans les domaines spectral

et spatial sont identiques
) 1 2 o0
| Py = (2) | 1RG0 di (152)
— 00 T —0o0
L’équation (152) est 'analogue dans le plan de la relation sphérique || f||3 = ||f||%.

Nous utilisons g(r) pour dénoter une fonction a bande limitée,

1\? ,
g(r) = (2) | Ggerr i, (153)
T k<K
qui n’a pas de puissance excédant un nombre d’onde maximal K.

Par analogie avec le critére d’optimisation (38), nous cherchons a concentrer la puissance de g(r)
dans une région finie R :
/ & dr
R i (154)

A= i — maximum.
/ g* d*r
—00

Les fonctions a bande limitée g(r) qui maximisent le rapport A dans I’équation (154) sont solutions
de I’équation des valeurs propres dans le domaine de Fourier, analogue a 1'équation (43),

/ D(k.K)G(k) k' = A\G(k), |k|| <K, (155)
k<K
ou
/ 1 2 i(k*k/)-r d2 156
D(k,K) = (27T>/Re r. (156)

Le probléme correspondant dans le domaine spatial, analogue a 1’équation (51), est

[, Dlx) glr) ' = Ag(x), x| < oo, (157)

ou

( ) el =) 2k (158)

[k|[<K

Les fonctions propres a espace limité h(r), qui s’évanouissent en dehors de la région R, satisfont
la méme équation aux valeurs propres 157), mais avec le domaine de solution convenablement
restreint :

/RD(I',r’) h(r)d*' = Ah(r), re€R. (159)
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La valeur propre associée 0 < A < 1 est une mesure a la fois de la concentration spatiale de g(r)
dans une région R et de la concentration spectrale de h(r) dans le domaine suivant pour la longueur
d’onde [[k|| < K.

Pour qu’il y ait consistance avec (45), nous rangeons les valeurs propres de telle fagon que
A1 > Ao > ... Les fonctions propres a bande et & domaine spatial limités ¢;(r), g1(r), ... peuvent
étre choisis de maniere a étre orthonormaux sur tout le plan ||r|| < oo et orthogonaux sur la région
R: ~

/OO gagﬂ d2I' = 5046 et ,/Rgagﬁ d21‘ = /\a(sag. (160)

La somme des valeurs propres, ou nombre de Shannon, est donné par

A

N = ZA -[D kkd2k/ (1) dr = K2
7T

[k|[<K

(161)

ou A est l'aire de la région de concentration R.
Les équations (160) et (161) sont les analogues planaires des relations sphériques (47) et (64).

La comparaison des équations (151) et (158) montre que le noyau du domaine spatial D(r,r’),
comme sa contrepartie sphérique D(,#), est une fonction delta a bande limitée.

En introduisant des coordonnées polaires et en intégrant selon I’angle, on peut réduire D(r,r’) a
une formule rappelant celle de la représentation (127) :
K Ji(K]lr —1'|])

27|jr — 1’|

K
D(r,r') = %/o To(k|lr — v'||) k dk = (162)

En introduisant des variables mises a 1’échelle indépendantes et dépendantes analogues a (129),

X = \/> x = \/Er =g(r), P)=g(), (163)

=

on peut réécire les équations (157) et (162) dans une forme identique a (131)—(132) et analogue

a (6) :

2m JR

ou R, est 'image de la région de concentration R sous 'application (163).

K / Ji(K|x —x'|) Y(x) = Mp(x), (164)

I — x|

Si la région de concentration R est un cercle de rayon (), alors une représentation en coordonnées
polaires, r = (g, ¢), analogue a (84),

V2g(q)cosmp si —L <m <0

9(a;0) = § 9(a) si m =0 (165)
V2g(q)sinmg si 0<m <L,

peut étre utilisée pour décomposer les équations (157) et (162) en une série de problémes de valeurs
propres d’ordre fixé analogues a (137)—(138) :

/OQ D(q,q") 9(d") d" dq' = Xg(q). (166)
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ou
1
D(q.q) = K2/0 In(Kpq) Jm(Kpq') pdp. (167)

Les transformations

r=q/Q, ' =d/Q, Y(x)=yglq), v(')=glqd) (168)

convertissent les équations (166)—(167) en un probléme de valeurs propres mis a 1’échelle
1,1
AN [ [ Jn(@VN p2) (2N pa') pdp (') o' da’ = Ai(x), (169)
0Jo
qui est identique & (140)—(141), et dépendant seulement du nombre de Shannon N = $K2Q°.

Slepian [53] a remarqué que ’équation (169) est une version itérée de I’équation de “racine carrée”
équivalente

2\/N/01Jm(2\/Nm’)¢(x’)x/dx’ = V(). (170)

Les valeurs propres A1, Ao, ... et les fonctions propres 11 (x),1s(z), ... de 'équation (169) peuvent
étre alternativement trouvées en résolvant 1'équation équivalente (170).

Dans la limite asymptotique (121), a la fois les problémes de concentration général et sphérique
symétrique par rapport a l'axe sont vus comme identiques au probleme de concentration corres-
pondant dans un plan, avec un nombre d’onde maximal K remplacé par I’entier L+ 1. Le probleme
planaire montre une mise a I’échelle du nombre de Shannon exacte analogue a celle du probléme en
une dimension (6), tandis que la mise a ’échelle du probleme sphérique est seulement asymptotique.
L’équation (142) donnant le nombre de valeurs propres significatives IV, associé a chaque ordre
angulaire m est exact dans le cas du plan.
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