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1. Formule fermée pour fD(n)
Voir cette note [1] 1 qui rappelle les idées initiales.

Contexte. fD est la somme alternée de cosinus des notes de 2018 en référence en fin de la présente
note :

fD(n) =
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k=2

k∑
l=1

cos
(

2πnl

k

)
(−1)

k2−k−2+2l
2

(
−1 + (−1)n/2 · 1

2

)
.

Notation. On pose gD(n) = σ(n) − n − 1 et n = 2vu avec u impair.

Théorème 1. Pour tout entier n ≥ 3,

fD(n) = ε(v) 2v+1 (σ(u) − u) − 3
2 , ε(v) =

+1 v = 0 (n impair),
−1 v ≥ 1 (n pair).

En particulier, pour n impair,

fD(n) = 2 (σ(n) − n) − 3
2 = 2 gD(n) + 1

2 .

Corollaire 2. On a :

- fD(n) = 1
2 si et seulement si n est premier impair.

- Pour p premier impair et k ≥ 1 : fD(pk) = 2
p − 1 pk − 3p + 1

2p − 2 (la formule affine annoncée
sans preuve en 2018).

- Pour p < q premiers impairs : fD(pq) = 2(p + q) + 1
2 .

- fD(2v) = −3
2 , et fD(2p) = −11

2 pour tout p premier impair.

Idée de preuve.

1.
k∑

l=1
cos
(

2πnl

k

)
vaut k si k | n et 0 sinon.

2. Les k impairs et le terme correctif se compensent toujours (Lemme 12 : D(n) − (−1)M(n)

2 =

−1
2, quelle que soit la classe de n modulo 4).
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3. Seuls les k pairs, de la forme 2v+1t avec t diviseur propre de u, contribuent, ce qui donne
E(n) = ε(v) 2v+1 (σ(u) − u).

Portée. Le texte précise que c’est σ(n)−n−1 réécrit par un chemin trigonométrique. Cela n’apporte
aucune information arithmétique nouvelle et ne contourne pas la parité de Selberg, puisqu’on calcule
ici n tout entier, pas seulement des congruences de petit niveau.

2. Parité de deg Rn sans intérêt, trivial
Contexte. Pour n pair ≥ 6, soit Sn = {p premier impair, 3 ≤ p ≤ n − 2},

Pn(x) =
∏

p∈Sn

(x − p), Qn(x) = Pn(n − x), Rn = pgcd(Pn, Qn).

Rn est le produit des (x − p) sur les décomposants de Goldbach de n.

Lemme 3 (Lemme de parité). deg Rn est impair si et seulement si n/2 est premier, et pair sinon.

Démonstration. L’involution p 7→ n − p stabilise l’ensemble des racines de Rn. Son seul point fixe
possible est p = n/2. Les autres racines se rangent en paires {p, n − p}, donc deg Rn = 2m + ε, avec
ε = 1 exactement quand n/2 est premier.

Le texte l’a vérifié pour n de 6 à 60 : par exemple n = 6, 10, 14, 38 donnent un degré impair.

Portée. C’est un fait exact mais sans lien avec l’existence d’un décomposant : le lemme ne dit rien
sur la non-nullité de deg Rn, qui est précisément Goldbach. Le test de signe de Rn(4) et Rn(n/2)
mené juste après dans la note a échoué, et la note l’explique par la parité de Selberg.

Correction de la récurrence du résultant. Dans la même note, la récurrence donnée par Mistral est
corrigée d’un signe :

Res(Pk, Qk) = Res(Pk−1, Qk−1) ·
[
Pk−1(n − pk)

]2
· (n − 2pk).
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