
Valuations p-adiques, suite (Denise Vella-Chemla, Toussaint 2020)

On reprend ici la formule de calcul exact de π(n) qu’on avait proposée en septembre 2018, basée
sur l’utilisation des valuations p-adiques 1.

On a pour tout entier m ≥ 2 :
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⌋
Voici le programme de calcul de la formule et son résultat.

1 from math import floor, sqrt
2
3 def vp(n, p):
4 if (p == 1):
5 return 1
6 if ((n % p) != 0):
7 return 0
8 else:
9 return vp(n/p,p)+1

10
11 nmax = 100 ;
12 pix = 0 ;
13 for m in range(2, nmax+1):
14 print(str(m)+" : ", end='')
15 somme = 0
16 rac = floor(sqrt(m))
17 for n in range(1, rac+1):
18 somme = somme+vp(m, n)
19 print(str(somme)+" ", end=''),
20 pix = pix+floor(1.0/float(somme))
21 print(str(pix)+" "),

1. découvertes dans http://denise.vella.chemla.free.fr/fevrier2006.pdf, j’ai travaillé une première
fois sur la formule proposée ici dans ces deux notes http://denise.vella.chemla.free.fr/fracto.pdf et
http://denise.vella.chemla.free.fr/fractosimple.pdf.
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On rappelle quelques propriétés de la valuation p-adique :
- Soient m et n deux entiers ; m divise n si vp(m) ≤ vp(n) pour tout nombre premier p ;
- si a et b sont des entiers non nuls,

vp(pgcd(a, b)) = min(vp(a), vp(b))
vp(ppcm(a, b)) = max(vp(a), vp(b)) ;

- si a et b sont des entiers non nuls et p un nombre premier quelconque,
vp(ab) = vp(a) + vp(b)
vp(a+ b) ≥ min(vp(a), vp(b)).
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