Questions de fin d’été (Denise Vella-Chemla, 30.8.2016)

1) Premier probléme :

T Yy z
J’ai lu que Dedekind a constaté que le déterminant d’'un groupe cyclique |z = y| pouvait se calculer de
Yy z
2 manieres :
a) Par le calcul habituel,
2(z? —yz) — z(zy — 2°) +y(y* — 22)
= x3—xyz—xyz+z3+y3—xyz
= 22493+ 2% - 3xyz.
b) ou bien en posant w = 21777 (et donc en ayant w = w?, w3 =1, w+w? = 1 et w2 +w* = —1) et en

calculant :

(x+y+2)(z +wy +w?2)(z + wy + w2)
= (v4+y+2)(2? + oy +wrz + wxy + w3y2 + wzyz + wizz + whyz + w322)
= (x3+w2$2y—|—wx z + wa? y—l—w xy +w? myz—i—wxz—i—w acyz+w 2% + x2 y+w wy + wxyz
+wxy2+w +wyz+w xyz+wyz+w yz + 22z 4+ w? J:yz—l—wxz —|—w$yz—|—w3 2
+w?y2? + w?z2? + wiyz? + w323)
= 22+ +2 +yz(W? +ottwtw?+w?Fw)
+2?y(w? +w+ 1) + 222w+ w? + 1) + 2% (W2 + w? +w)
+222 (W3 + w + w?) + y?2(w? + wt + W) + Y22 (WP + w? +w)
2+ 3+ 22 +ayz(w (2+3w+w))
2B+ 3 + 28+ ayz(w(2 4 375 + %))
2+ 3 + 28 + ayz(w(3 + 3¢7F))
23+ 3 + 22 + 2yz(3w (1+e )
(
(3
(3

23+ 3 + 23 + ayz(3e " + 3e” 2T
= 3+ + 23 +ayz 2“T)

x3+y3+z3+xyz
= 3 +y3+ 23— 3ayz.

((32 cos
(2(-1)

(on a utilisé le fait que e'* + e~ ** = 2cosx).
Jaimerais savoir si ¢a marche aussi (s’il y a & nouveau égalité) en calculant le déterminant d’un groupe
cyclique 4, 5, etc., c’est a dire si & chaque fois, on tombe sur une expression bien symétrique (bien posée

sur ses n jambes) de la forme :
n n
n
g xy—n H x;
i=1 i=1

et si oui, qu’est-ce qu’il faut mettre comme premier produit a calculer par la deuxieme méthode, est-ce
qu’il faut mettre toutes les combinaisons racine/variable) (et pourtant, ce n’est pas ce qui a été fait pour
le degré 3 puisqu’on n’a pas mis d’w, a quelque puissance que ce soit, devant x dans le deuxiéme calcul
ci-dessus) ?

2) Second probléme :

Euler p.249 de larticle Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres par rapport & la somme
de leurs diviseurs développe un produit puis effectue un certain nombre de calculs (entre autres des
dérivations) pour trouver une formule récurrente de la somme des diviseurs. Le produit qu’il développe
est :

(1—2)(1—2*)(1 —23)(1 —a%)...
Que se passerait-il si des traitements similaires étaient effectués sur les produits suivants ?
(1—22)(1 —42?)(1 — 923%)(1 — 162%) . ..
ou bien
(1 —iz)(1 —iz®)(1 —iz®) (1 —iz?) ...
ou bien

(1—z)(1+22)(1 —23)1+2%)...



