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Annexe 1 : Extrait de la section premiere des Recherches
Arithmétiques de Gauss

1. Siun nombre a divise la différence des nombres b et ¢, b et ¢ sont dits congrus
suivant a, sinon incongrus. a s'appellera le module ; chacun des nombres b et
¢, résidus de l'autre dans le premier cas, et non résidus dans le second.

Les nombres peuvent étre positifs ou négatifs, mais entiers. Quant au module
il doit évidemment étre pris absolument, c’est i dire, sans aucun signe.

Ainsi —9 et +16 sont congrus par rapport au module 5 ; —7 est résidu de
15 par rapport au module 11, et non résidu par rapport au module 3.

Aureste () étant divisible par tous les nombres, il s’ensuit qu’'on peut regarder
tout nombre comme congru avec lui-méme par rapport i un module quelconque.

2. Tous les résidus d’'un nombre donné a suivant le module m sont compris
dans la formule a + km, & étant un entier indéterminé. Les plus faciles des
propositions que nous allons exposer peuvent sans peine se démontrer par la ;
mais chacun en sentira la vérité au premier aspect.

Nous désignons dorénavant la congruence de deux nombres par ce signe =,
en y joignant, lorsqu’il sera nécessaire, le module renfermé entre parenthéses ;
ainsi —16 = 9 (mod 5), =7 = 15 (mod 11)>.

3. THEOREME : Sotent m nombres entiers successifs a, a+1, a+2, ..., a+m-1
et un autre A, un des premiers sera congru avec A, suivant le module m, et i
n'y en aura qu'un.

[Démonstration)

4. 1l suit de la que chaque nombre aura un résidu, tant dans la suite

0,1,2, ..., (m—1), que dans celle-ci 0, —1, -2, ..., —(m — 1) ; nous les appellerons
résidus minima ; et i est clair qu'a moins que 0 ne soit résidu, il y en aura
toujours deux, I'un positif, 'autre négatif. S’ils sont inégaux, 'un d’eux sera
< 5 ; s'ils sont égaux, chacun d’eux = T sans avoir égard au signe ; d’onn il suit
qu'un nombre quelconque a un résidu qui ne surpasse pas la moitié du module,
et que nous appellerons résidu minimum absolu.

Par exemple —13 suivant le module 5, a pour résidu minimum pasitif 2, qui
est en méme temps minimum absolu, et —3 pour résidu minimum négatif ; +5
suivant le module 7, est lui-méme son résidu minimum positif ; —2 est le résidu
minimum négatif et en méme temps le minimum absolu.

Annexe 2 : une citation extraite des Recherches Arithmétiques
de Gauss (p.416)

Le probléme ou l'on se propose de distinguer les nombres premiers des nombres
composés, [...], est connu comme un des plus importants et des plus utiles de
toute I'Arithmétique ; [...]. En outre, la dignité de la science semble deman-
der que I'on recherche avec soin tous les secours nécessaires pour parvenir a la
solution d'un probleme si élégant et si célebre.

2Nous avons adopté ce signe i cause de la grande analogie qui existe entre I'égalité et la
congruence. C'est pour la méme raison que Legendre, dans des mémoires que nous aurons
souvent occasion de citer, a employé le signe méme de 'égalité, pour désigner la congruence ;
nous en avons préféré un autre, pour prévenir toute ambiguité.
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Annexe 2 : Extraits de la section Quatrieme “Des Congruences
du second degré” des Recherches Arithmétiques

On ne fait ici que recopier des extraits de la section Quatrieme des Recherches Arithmétiques qu’il faudrait
bien maitriser pour pouvoir démontrer que I'existence d’un décomposant de Goldbach pour chaque nombre
pair découle de I'existence d’au moins une solution pour un certain systéme de congruences (ou incongru-
ences, c¢’est quasiment I'opposé) quadratiques, cette derniére existence découlant quant & elle du théoréme
d’or appliqué aux nombres adéquats. Les articles les plus difficiles, mais peut-étre les plus utiles pour
notre probleme sont les articles 104 et 105 puis 147, 148 et 149.

page 69, article 94 : THEOREME. Un nombre quelconque m étant pris pour module, il ne peut y avoir
dans la suite 1,2,3...m — 1, plus de %m + 1 nombres, quand m est pair, et plus de %m + %, quand m est
impair, qui soient congrus a un carré.

page 70, article 96 : Le nombre premier p étant pris pour module, la moitié des nombres 1,2,3...p—1,
sera composée de résidus quadratiques, et I’autre moitié de non-résidus, c’est-a-dire qu’il y aura i(p -1)

résidus, et autant de non-résidus.

page 72, article 98 : THEOREME. Le produit de deux résidus quadratiques d’un nombre premier p est
un résidu ; le produit d’un résidu et d’un non-résidu est non-résidu ; enfin le produit de deux non-résidus
est résidu.

1°. Soient A et B les résidus qui proviennent des carrés a2, b2, ou soient A = a2 (mod p) et B = b2, on
aura AB = a?b?, c’est-a-dire qu’il sera un résidu.

2°. Quand A est résidu, ou que A = a2, mais que B est non-résidu, AB est non-résidu. Soit en effet, s’il
se peut AB = k? et £ (mod p) = b, on aura a®B = a?b? et partant B = b?, contre 'hypothese.
Autrement. Si I'on multiplie par A les ”2;1 nombres de la suite 1,2,3...p — 1, qui sont résidus, tous les
produits seront des résidus quadratiques, et ils seront tous incongrus. Or si ’on multiplie par A un nombre
B non-résidu, le produit ne sera congru a aucun des précédents : donc, s’il était résidu, il y aurait %(er 1)
résidus incongrus, parmi lesquels ne serait pas 0, ce qui est impossible (n° 96).

3”. Soient A et B deux nombres non-résidus, en multipliant par A tous les nombres qui sont résidus dans
la suite 1,2,3,...p— 1, on aura % non-résidus, incongrus entr’eux (20). Or le produit AB ne peut étre
congru a aucun de ceux-la ; donc s’il était non-résidu, on aurait in non-résidus incongrus entr’eux ; ce
qui est impossible (n° 96).

Ces théoremes se déduisent encore plus facilement des principes de la section précédente. En effet, puisque
I'indice d’un résidu est toujours pair, et celui d’'un non-résidu toujours impair, I’indice du produit de deux
résidus ou non-résidus sera pair, et partant, le produit sera lui-méme un résidu. Au contraire, si 'un des
facteurs est non-résidu, et 'autre résidu, I'indice sera impair, et le produit non-résidu.

On peut aussi faire usage des deux méthodes pour démontrer ce THEOREME? : la valeur de ’expression
¢ (mod p), sera un résidu, quand les nombres a et b seront tous les deux résidus ou non-résidus. Elle
sera un non-résidu, quand l'un des nombres a et b sera résidu et l’autre non-résidu. On le démontrerait

encore en renversant les théoremes précédents.

page 73, article 99 : Généralement, le produit de tant de facteurs qu’on voudra est un résidu, soit lorsque
tous les facteurs en sont eux-mémes, soit lorsque le nombre de facteurs non-résidus est pair ; mais quand
le nombre des facteurs non-résidus est impair, le produit est non-résidu. On peut donc juger facilement
si un nombre composé est résidu ou non ; pourvu qu’on sache ce que sont ses différents facteurs. Aussi
dans la Table II, nous n’avons admis que les nombres premiers. Quant a sa disposition, les modules sont
en marge'?, en téte les nombres premiers successifs ; quand I'un de ces derniers est résidu, on a placé un
trait dans I’espace qui correspond au module et & ce nombre ; quand il est non-résidu, on a laissé 1’espace
vide.

page 73, article 100 : Si I’on prend pour module la puissance p™ d’un nombre premier, p étant > 2, une
moitié des nombres non-divisibles par p et < p™ seront des résidus, et I’autre des non-résidus ; c’est-a-dire

91ci, je mets les petites capitales & ce mot bien qu’elles ne soient pas présentes dans les Recherches Arithmétiques dans la
mesure ou la démonstration de ce théoréeme n’est pas fournie.
100n verra bient6t comment on peut se passer des modules composés.
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: p—1 .
qu’il y en aura p" ! de chaque espece.
En effet, si r est un résidu, il sera congru a un carré dont la racine ne surpasse pas la moitié du module

"~1(p—1) nombres < % et non-divisibles par p. Ainsi il reste

(n°® 94) ; et 'on voit facilement qu'’il y a 1p
a démontrer que les carrés de tous ces nombres sont incongrus, ou qu’ils donnent des résidus différents.
Or si deux nombres a et b non-divisibles par p et plus petits que la moitié du module, avaient leurs carrés
congrus, on aurait a? — b? ou (a + b)(a — b) divisible par p", en supposant a > b, ce qui est permis. Mais
cette condition ne peut avoir lieu, & moins que I'un des deux nombres (a —b), (a + b) ne soit divisible par
p", ce qui est impossible, puisque chacun d’eux est plus petit que p™, ou bien que 'un étant divisible par
pt, Vautre le soit par p*~* ou chacun d’eux par p ; ce qui est encore impossible, puisqu’il s’ensuivrait que
la somme 2a et la différence 2b, et partant a et b eux-mémes seraient divisibles par p, contre ’hypothese.

p" ! résidus, et

Donc enfin parmi les nombres non-divisibles par p et moindres que le module, il y a b

les autres, en méme nombre, sont non-résidus.

page 74, article 101 : Tout nombre non-divisible par p, qui est résidu de p, sera aussi résidu de p” ;
celui qui ne sera pas résidu de p ne le sera pas non plus de p™.

La seconde partie de cette proposition est évidente par elle-méme ; ainsi si la premiere n’était pas vraie,
parmi les nombres plus petits que p™ et non-divisibles par p, il y en aurait plus qui fussent résidus de p

qu’il n’y en aurait qui le fussent de p™, c’est-a-dire plus de ip"_l(p —1). Mais on peut voir sans peine

1
que le nombre des résidus de p qui se trouvent entre 1 et p”, est précisément §p”71(p —1).

Il est tout aussi facile de trouver effectivement un carré qui soit congru a un résidu donné, suivant le
module p”, si 'on connailt un carré congru a ce résidu suivant le module p.

Soit en effet a? un carré congru au résidu donné A, suivant le module p*, on en déduira, de la maniere suiv-
ante, un carré = A, suivant le module p¥, v étant > u et non plus grand que 2u. Supposons que la racine
du carré cherché soit +a + zp* ; et il est aisé de s’assurer que c’est la la forme qu’elle doit avoir. Il faut
donc qu'on ait a? & 2axp” + 22p?* = A (mod p¥), ou comme 2y > v, on aura £2axp” = A — a? (mod p*).
Soit A —a? = pt.d, on aura +2ax = d (mod p* ") ; donc z sera la valeur de ’expression :I:% (mod p”—*).
Ainsi étant donné un carré congru a A, suivant le module p, on en déduira un carré congru a A, suivant
le module p? ; de 14 au module p*, au module p2, etc.

Exemple. Etant proposé le résidu 6 congru au carré 1, suivant le module 5, on trouve le carré 92 auquel
il est congru suivant le module 25, 162 auquel il est congru suivant le module 125, etc.

page 75, article 102 : Quant & ce qui regarde les nombres divisibles par p, il est clair que leurs carrés
seront divisibles par p?, et que partant tous les nombres qui seront divisibles par p et non par p2, seront
non-résidus de p”. Et en général, si 'on propose le nombre p*A, A n’étant pas divisible par p, il y aura
trois cas a distinguer :

1°. Si k> n, on aura p*A = 0 (mod p"), c’est-a-dire qu’il sera résidu.

2°. Si k < n et impair, p*A sera non-résidu.

3. Si k < n et pair, p*A sera résidu ou non-résidu de p™ suivant que A sera résidu ou non-résidu de p.

page 76, article 103 : Comme nous avons commencé (n° 100) par exclure le cas ou p = 2, il faut
ajouter quelque chose & ce sujet. Quand 2 est module, tous les nombres sont résidus, et il n’y en a point
de non-résidus. Quand le module est 4, tous les nombres impairs de la forme 4k + 1 sont résidus, et tous
ceux de la forme 4k + 3 sont non-résidus. Enfin, quand le module est 8 ou une plus haute puissance de 2,
tous les nombres impairs de la forme 8k + 1 sont résidus, et les autres, ou ceux de la forme 8k + 3, 8k + 5,
8k + 7 sont non-résidus ;

page 77, article 104 : Pour ce qui regarde le nombre de valeurs différentes, c’est-a-dire incongrues
suivant le module, que peut admettre Pexpression V = v/ A (mod p™), pourvu que A soit un résidu de p",
on déduit facilement de ce qui précede, les conclusions suivantes. Nous supposons toujours que p est un
nombre premier et, pour abréger, nous considérons en méme temps le cas ou n = 1.

1°. Si A n’est pas divisible par p, V n’a qu'une seule valeur pour p=2etn=1;ceseraV=1;ilena
deux quand p est impair, ou bien quand on a p =2 et n = 2 ; et, si 'une est = v, autre sera = —v ; il
en a quatre pour p =2 et n > 2 ; et si I'une est = v, les autres seront = v 4 2"~ —p 42771y,

2°. Si A est divisible par p, mais non par p”, soit p?* la plus haute puissance de p qui divise A, car
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cette puissance doit étre paire (n° 102), et A = ap* ; il est clair que toutes les valeurs de V doivent
étre divisibles par p*, et que tous les quotients donnés par ces divisions seront les valeurs de 1’expression
V' = y/a (mod p"~2*) ; on aura donc toutes les valeurs différentes de V, en multipliant par p*, toutes
celles de V' contenues entre 0 et p"~#. Elles seront, par conséquent,

vpt,vph + p"TH upht + 2p" TR L uph + (pt = 1)p" T,

v étant une valeur quelconque de V : suivant donc que V' aura 1, ou 2, ou '! valeurs, V en aura p*, ou
2pH ou 4p* (1°).

3°. Si A est divisible par p™, on voit facilement, en posant n = 2m ou = 2m — 1, suivant que n est pair
ou impair, que tous les nombres divisibles par p™ sont des valeurs de V', et qu’il n’y en a pas d’autres ;
mais les nombres divisibles par p™ sont 0, p™, 2p™ ... (p"~™ — 1)p™, dont le nombre est p™~ ™.

page 78, article 105 : Il reste a examiner le cas ou le module m est composé de plusieurs modules
premiers. Soit m = abc etc., a, b, ¢, etc. étant des nombres premiers différents. Il est clair d’abord que si n
est résidu de m, il le sera aussi des différents nombres, a, b, ¢, etc., et que partant il sera non-résidu de m,
8’1l est non-résidu de quelqu’un de ces nombres. Réciproquement, si n est résidu des différents nombres a,
b, ¢, etc., il le sera de leur produit m ; en effet, si 'on a n = A%, B2, C?, etc., suivant les modules a, b, c,
etc., respectivement (n° 32), on aura n = N2, suivant tous ces modules, et conséquemment suivant leur
produit.

Comme on voit facilement que la valeur de N résulte de la combinaison d’une valeur quelconque de A, ou
de Dexpression y/n (mod a), avec une valeur quelconque de B, avec une valeur quelconque de C, etc, que
les différentes combinaisons donneront des valeurs différentes, et qu’elles les donneront toutes ; le nombre
des valeurs de N sera égal au produit des nombres de valeurs de A, B, C, etc. que nous avons appris a
déterminer dans ’article précédent.

page 78, article 106 : On voit par ce qui précede, qu’il suffit de reconnaitre si un nombre donné est
résidu ou non-résidu d’un nombre premier donné, et que tous les cas reviennent a celui-la.

Un nombre quelconque A, non divisible par un nombre premier 2m + 1, est résidu ou non-résidu de ce
nombre premier suivant que A™ = +1lou = —1 (mod 2m + 1).

1
page 80, article 109 : en effet, il est évident que si r est un résidu, — (mod p) en sera un aussi.
r
(Les articles 108 a 124 des pages 79 a 91 traitent des cas particuliers 1, —1, 2, —2, 3, —3, 5, =5, Tet —7.)

page 81, article 111 : Si donc r est résidu d’'un nombre premier de la forme 4n 4+ 1, —r le sera aussi,
et tous les non-résidus seront encore non-résidus en changeant les signes'?. Le contraire arrive pour les
nombres premiers de la forme 4n + 3, dont les résidus deviennent non-résidus, et réciproquement quand
on change le signe (n° 98).

Au reste on déduit facilement de ce qui précede cette regle générale : —1 est résidu de tous les nombres
qui ne sont divisibles ni par 4, ni par aucun nombre de la forme 4n + 3. Il est non-résidu de tous les
autres.(IN°° 103 et 105).

page 81, article 112 : Passons maintenant aux résidus +2 et —2.

Si dans la table IT on prend tous les nombres premiers dont le module est +2, on trouvera 7, 17, 23, 31,41, 47,
71,73,79,89,97. Or on remarque facilement qu’aucun d’eux n’est de la forme 8n + 3 ou 8n + 5.

Voyons donc si cette induction peut devenir une certitude.

Observons d’abord que tout nombre composé de la forme 8n + 3 ou 8n + 5 renferme nécessairement un
facteur premier de 'une ou l'autre forme ; en effet les nombres premiers de la forme 8n + 1 et 8n + 7 ne
peuvent former que des nombres de la forme 8n + 1 ou 8n + 7. Si donc notre induction est généralement
vraie, il n’y aura aucun nombre de la forme 8n + 3, 8n + 5, dont le résidu soit +2. Or il est bien certain
qu’il n’existe aucun nombre de cette forme et au-dessous de 100, dont le résidu soit +2 ; mais s’il y en
avait au-dessus de cette limite, supposons que ¢ soit le plus petit de tous ; ¢ sera de la forme 8n + 3 ou
8n + 5, et +2 sera son résidu ; mais il sera non-résidu de tous les nombres semblables plus petits. Soit
a®? = 2 (mod t), on pourra toujours prendre a impair et < ¢, car a a au moins deux valeurs positives plus

Hici, je crois qu’il manque un mot, le chiffre 4 ?
12 Ainsi quand nous parlerons d’un nombre, en tant qu’il sera résidu ou non-résidu d’un nombre de la forme 4n + 1, nous
pouvons ne faire aucune attention a son signe, ou lui donner le signe +.
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petites que ¢, dont la somme = ¢, et dont par conséquent I'une est paire et Pautre impaire (N° 104, 105).
Cela posé, soit a? = 2 + ut ou ut = a® — 2, a? sera de la forme 8n + 1, et par-conséquent ut de la forme
8n — 1 ; donc u sera de la forme 8n + 3 ou 8n 4+ 5 suivant que ¢ sera de la forme 8n 45 ou 8n + 3 ; mais de
Iéquation a? = 2 + tu, on tire la congruence a? = 2(mod u), c’est-a-dire que +2 serait aussi résidu de u.
Il est aisé de voir qu’on a w < t ; il s’ensuivrait que t ne serait pas le plus petit nombre qui elit +2 pour
résidu, ce qui est contre I’hypothése ; d’ou suit enfin une démonstration rigoureuse de cette proposition
que nous avions déduite de I'induction.

En combinant cette proposition avec celles du n° 111, on en déduit les théoremes suivants :

I. 42 est non-résidu, et —2 est résidu de tous les nombres premiers de la forme 8n + 3.

II. +2 et —2 sont non-résidus de tous les nombres premiers de la forme 8n + 5.

page 82, article 113 : Par une semblable induction on tirera de la Table II, pour les nombres premiers
dont le résidu est —2, ceux-ci : 3,11,17,19,41,43,59,67,73,83,89,97'3. Parmi ces nombres il ne s’en
trouve aucun de la forme 8n + 5 ou 8n + 7 ; cherchons donc si de cette induction nous pouvons tirer un
théoreme général. On fera voir de la méme maniere que dans I'article précédent, quun nombre composé
de la forme 8n + 5 ou 8n + 7, doit renfermer un facteur premier de la forme 8n + 5 ou de la forme 8n+ 7 ;
de sorte que si notre induction est généralement vraie, —2 ne peut étre résidu d’aucun nombre de la forme
8n+5 ou 8n + 7 ; or s'il peut y en avoir de tels, soit ¢ le plus petit de tous, et qu'on ait —2 = a? — tu. Si
I'on prend, comme plus haut, a impair et < t, u sera de la forme 8n + 5 ou 8n + 7 suivant que ¢ sera de
la, forme 8n + 7 ou 8n + 5 ; mais de ce qu’on a a < t et ut = a® + 2, il est facile de déduire que v est <t ;
et comme —2 serait aussi résidu de wu, il s’ensuivrait que ¢ ne serait pas le plus petit nombre dont —2 est
le résidu, ce qui est contre I’hypotheése. Donc —2 sera nécessairement non-résidu de tous les nombres de
la forme 8n 4+ 5 ou 8n + 7.

En combinant cette proposition avec celles du n° 111, on en déduit les théoremes suivants :

I. —2 et +2 sont non-résidus de tous les nombres premiers de la forme 8n + 5 ; comme nous 'avons déja
trouvé.

I1.—2 est non-résidu et +2 résidu de tous les nombres premiers de la forme 8n + 7.

Au reste, nous aurions pu prendre a pair dans les deux démonstrations ; mais alors il ett fallu distinguer
le cas ou a est de la forme 4n + 2, de celui ou il est de la forme 4n ; d’ailleurs la marche est absolument
la méme et n’est sujette & aucune difficulté.

page 83, article 114 : Il nous reste encore a traiter le cas ou le nombre premier est de la forme 8n+1 ;
mais il échappe a la méthode précédente et demande des artifices tout-a-fait particuliers.

Soit, pour le module premier 8n+1, une racine primitive quelconque a, on aura (n° 62) a*” = —1 (mod 8n+
1) ; cette congruence peut se mettre sous la forme (a?" +1)2 = 2a?"* (mod 8n + 1), ou (a?" —1)? = —2a*"
; d’ont il suit que 2a" et —2a?" sont résidus de 8n + 1 ; mais comme a?" est un carré non-divisible par le
module, +2 et —2 seront aussi résidus (n°® 98).

page 84, article 116 : Au reste on tire facilement de ce qui précede la regle générale suivante : +2 est
résidu de tout nombre qui n’est divisible ni par 4 ni par aucun nombre premier de la forme 8n + 3 ou
8n+5, et non-résidu de tous les autres, par exemple, de tous ceux de la forme 8n+ 3, 81+ 5, tant premiers
que composés.

page 91, article 125 : Tout nombre premier de la forme 4n + 1 soit positif, soit négatif, est non-résidu
de quelques nombres premiers, et méme de nombres premiers plus petits que lui (il est évident qu’il faut
éviter +1).

page 95, article 129 : THEOREME. Si a est un nombre premier de la forme 8n+1, il y aura nécessairement
au-dessous de 24/a un nombre premier dont a est non-résidu.

page 95, article 130 : Maintenant que nous avons démontré que tout nombre premier de la forme 4n+ 1
positif ou négatif, est toujours non-résidu d’un nombre premier au moins plus petit que lui...

page 98, au milieu du article 132 : mais, avant tout, il faut observer que tout nombre de la forme
4n 4 1 ne renfermera aucun facteur de la forme 4n + 3, ou en renfermera un nombre pair parmi lesquels

13En considérant —2 comme le produit de +2 par —1 ; voyez n° 111.
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il pourra y en avoir d’égaux ; tandis que tout nombre de la forme 4n + 3 doit en renfermer un nombre
impair. Le nombre des facteurs de la forme 4n + 1 reste indéterminé.

pages 108 et suiv., articles 146 & 150 : Au moyen du théoréme fondamental 4 et des propositions

relatives a —1, £2, on peut toujours déterminer si un nombre donné quelconque est résidu ou non-résidu
d’un nombre premier donné.

Ensuite, dans 'article 146, Gauss généralise et explique la méthode permettant, étant donnés deux nom-
bres quelconques P et Q, de trouver si I'un d’eux est résidu ou non-résidu de 'autre. Pour cela, il étudie
la relation qui lie @ a chaque puissance de premier qui intervient dans la factorisation de P. Ce qui retient
I’attention, c’est le début du point III de cet article 146, qui explique comment s’effectue le passage du
second degré au premier degré :

On cherchera de la maniere suivante la relation d’un nombre quelconque ) & un nombre premier a im-
pair : quand @ > a, on substituera a @ son résidu minimum positif suivant le module a, ou, ce qui est
quelquefois avantageux, son résidu minimum absolu, qui aura avec a la méme relation que Q.

Or sil’on résoud @, ou le nombre pris & sa place, en facteurs premiers p, p’, p”, etc., auxquels il faut joindre
le facteur —1, quand @ est négatif, il est évident que la relation de @ & a dépendra de la relation des
facteurs p, p', p”, etc. & a : de sorte que, si parmi eux il y en a 2m non-résidus de a, on aura QRa'® ; mais
s’'ily en a2m+1, on aura @QNa. Au reste, on voit facilement que si parmi les facteurs p, p’, p”, etc., il y en
a un nombre pair d’égaux entre eux, on peut les rejeter, puisqu’ils n’influent en rien sur la relation de @ a a.

Dans les articles 147, 148 et 149, Gauss résoud le probleme suivant : Etant proposé un nombre quel-
conque A, on peut trouver certaines formules qui contiennent tous les nombres premiers & A dont A est
résidu, ou tous ceux qui sont diviseurs des nombres de la forme 22 — A, z? étant un carré indéterminé.
Nous appellerons simplement ces nombres diviseurs de 22 — A ; on voit facilement ce que sont les non-
diviseurs. Mais pour abréger nous ne considérerons que les diviseurs qui sont impairs et premiers a A, les
autres cas se ramenant sans peine a celui-la.

On recopie intégralement ces trois articles qui nous semblent tres liés a 'idée que 1’on cherche a développer.

Suite de ’article 147, page 110 : Soit d’abord A un nombre premier positif de la forme 4n + 1, ou
négatif de la forme 4n — 1. Suivant le théoreme fondamental, tous les nombres premiers qui, pris posi-
tivement, sont résidus de A, seront diviseurs de 2 — A ; mais tous les nombres premiers non-résidus de
A seront non-diviseurs de 2 — A, si pourtant on en excepte 2, qui est toujours diviseur. Soient r, r/, v,
etc., tous les résidus de A qui sont plus petits que lui, et n, n’, n”, etc., tous les non-résidus ; alors tout
nombre premier contenu dans une des formes Ak +r, Ak +1', Ak+1r", etc., sera diviseur de 22 — A ; mais
tout nombre premier contenu dans une des formes Ak + n, Ak +n’, etc., sera non-diviseur de 2 — A4, k
étant un nombre entier indéterminé. Nous appellerons les premieres formes des diviseurs de z2 — A et les
dernieres formes des non-diviseurs. Le nombre de chacune d’elles sera égal au nombre de résidus r, 1/,

etc. ou de non-résidus n, n’, etc., et partant, (n® 96) = —=(A — 1). Or si B est un nombre composé impair

et que l'on ait ARB, tous les facteurs premiers de B seront contenus dans une des premieres formes,
et par conséquent, B lui-méme ; donc tout nombre composé impair qui sera contenu dans la forme des
non-diviseurs sera non-diviseur de 22 — A ; mais on ne peut pas dire que les non-diviseurs de 22 — A sont
tous compris dans la forme des non-diviseurs, car en supposant B non-diviseur de 2 — A, et si le nombre
de ces facteurs est pair, B sera compris dans quelque forme de diviseurs (n° 93).

Ainsi, soit A = —11 ; on trouvera que les formes des diviseurs de 22 + 11 sont 11k + 1, 2, 3, 4, 5, 9, et
que celles des non-diviseurs sont 11k + 2, 6, 7, 8, 10. Ainsi —11 sera résidu de tous les nombres premiers
contenus dans une des premieres formes et non-résidu de ceux qui sont contenus dans une des derniéres.
On peut trouver des formes semblables pour les diviseurs et les non-diviseurs de z2 — A, quel que soit
A ; mais on voit aisément qu’on n’a a considérer que les valeurs de A qui ne sont divisibles par aucun
carré ; car si A = a?A’, tous les diviseurs de 2 — A premiers avec A, seront diviseurs de 22 — A’ et de
méme pour les non-diviseurs. Or nous distinguerons trois cas : 1°. quand A est de la forme 4n + 1 ou
—(4n—1);2". quand A est de la forme 4n—1 ou —(4n+1) ; 3°. quand A est pair ou de la forme +(4n+2).

14communément appelé actuellement la “loi de réciprocité quadratique”.

15Gauss utilise la lettre R pour signifier “est résidu quadratique de” et la lettre N pour signifier “est non-résidu quadratique
de”.
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page 111, article 148 : Premier cas. Quand A est de la forme 4n + 1 ou —(4n — 1). On résoudra
A en facteurs premiers a, b, ¢, d, etc., en affectant du signe + ceux de la forme 4n + 1, et du signe —
ceux de la forme 4n — 1 qui seront en nombre pair ou impair, suivant que A sera de la forme 4n + 1 ou
—(4n — 1) (n° 132). On distribuera en deux classes les nombres plus petits que A et premiers avec lui ;
en mettant dans la premiere ceux qui ne sont non-résidus d’aucun diviseur de A, ou qui sont non-résidus
d’un nombre pair de ces diviseurs, et dans la seconde ceux qui sont non-résidus d’un nombre impair des
mémes diviseurs. Désignons les premiers par r, v/, v, etc. et les seconds par n, n’, n”, etc. ; alors Ak +r,
Ak + 1’ ete. sont les formes des diviseurs de a2 — A, et Ak + n, Ak + n/, ete. celles des non-diviseurs.
C’est-a-dire que tout nombre premier, excepté 2, sera diviseur ou non-diviseur de z? — A, suivant qu’il
sera contenu dans 'une des premieres ou 'une des dernieres formes.

En effet, si p est un nombre premier résidu ou non-résidu d’un des facteurs de A, ce facteur sera résidu
ou non-résidu de p (théor. fond.) ; donc si parmi les facteurs de A, il y en a m dont p soit non-résidu, il
y en aura autant qui seront non-résidus de p, et partant, lorsque p sera contenu dans 'une des premieres
formes, m sera pair et ARp, et lorsque p sera contenu dans une des dernieres, p sera impair et ANp.
Ezemple. Soit A = 4105 = (=3) x (+5) x (=7)%6 ;

les nombres r, v/, '/, etc. sont :

1, 4, 16, 46, 64, 79, qui ne sont non-résidus d’aucun facteur. ;

2, 8, 23, 32, 53, 92, qui sont non-résidus de 3 et 5 ;

26, 41, 59, 89, 101, 104, .. ..oeveeeeeneeeenn., 3et7;

23, 52, 73, 82, 97, 103, .. 0\ooeeeennnn. .. 5et7;

les nombres n, n’, n”’, etc. sont :

11, 29, 44, 71, 74, 86, non-résidus de 3 ;

22, 37, 43, 58, 67, 88,............ de 5 ;
19, 31, 34, 61, 76, 94,............ de 7 ;
17, 38, 47, 62, 68, 83,............ de3,5et7;
On déduit facilement de la théorie des combinaisons et des n°%(32,96) que la multitude des nombres 7, r/,
ete. sera (=1) I(1—1)(-2)1-3)
t<1 T 1234 * etc')

et celle des nombres n, n', etc.

(-1 —2) 11—1)1—2)1—3)1—4)
t(l + 1.2.3 + 1.2.3.4.5

+ etc.)

[ désignant le nombre des facteurs a, b, ¢, d, etc., t étant
=2""a—-1)(b—1)(c—1)etc., et chaque série devant étre continuée jusqu’a ce qu’elle s’arréte d’elle-méme.

L(1-1)

Mais pour abréger, nous sommes forcés de ne pas donner pius de développement & la démonstration). Or
chacune des séries a pour somme [.2!=1 ; car la premiére provient de
1+l—1 (-1nl-2) ((-1DH{I-2)(1-3)

1.2.3
second et du troisiéme, puis la somme du quatritme et du cinquidme, ete. : la seconde provient aussi de

la méme série, en joignant le premier terme au second, le troisieme au quatrieme, etc. Il y a donc autant
de formes de diviseurs de 2~ — A, que de formes de non-diviseurs ; et ils sont en nombre 2'~!.¢ de chaque

espece, ou %(a —1)(b—1)(c—1)(d — 1)etc.

(En effet il y a ¢t nombres résidus de a, b, ¢, d, etc., t. non-résidus de deux de ces facteurs, etc.

+ etc. en prenant le premier terme, puis la somme du

page 113, article 149 : Nous pouvons traiter ensemble le second et le troisieme cas. En effet on pourra
toujours poser A = (—1)Q, ou = (+2)Q, ou = (—2)Q, @ étant un nombre de la forme 4n+1 ou —(4n—1).
Soit généralement A = o), de sorte que « soit ou —1 ou £2. Alors A sera résidu de tout nombre dont «
et @ seront tous deux résidus, ou tous deux non-résidus : au contraire il sera non-résidu de tout nombre
dont 'un d’eux seulement sera non-résidu. De 1a on déduit sans peine les formes des diviseurs et des
non-diviseurs de #2 — A. Si & = —1 ; nous partagerons tous les nombres plus petits que 44 et premiers
avec lui, en deux classes. La premiere renfermera ceux qui sont dans quelque forme des diviseurs de 22 —Q,
et en méme temps de la forme 4n + 1, et aussi ceux qui sont dans quelque forme des non-diviseurs de
22 — @ et en méme temps de la forme 4n — 1 : la seconde renfermera tous les autres. Soient r, ', v, etc.
les premiers et n, n’, n”, etc. les derniers ; A sera résidu de tous les nombres premiers contenus dans une

16Cela peut surprendre d’utiliser ainsi des nombres négatifs dans la factorisation mais Gauss explique qu’il affecte
systématiquement les nombres premiers de la forme 4n + 3 du signe — et ceux de la forme 4n + 1 du signe + a cause
de leur comportement démontré par le théoreme fondamental.
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des formes 4Ak+r, 4Ak+71', 4Ak +7r", etc., et non-résidu de tous les nombres premiers contenus dans une
des formes 4Ak + n, 4Ak +n', 4Ak + n", etc. Si a = +2, nous distribuerons tous les nombres plus petits
que 8Q) et premiers avec lui en deux classes : la premiére renfermera tous ceux qui sont contenus dans
quelque forme des diviseurs de 22 — Q, et qui sont de la forme 8n + 1 ou 8n + 7, pour le signe supérieur,
et de la forme 8n 4+ 1 ou 8n + 3 pour le signe inférieur ; cette classe comprendra aussi tous ceux qui sont
contenus dans quelque forme de non-diviseurs de 22 — @ et qui sont, pour le signe supérieur, de la forme
8n + 3, 8n + 5, et pour le signe inférieur, de la forme 8n + 5, 8n + 7, et la seconde tous les autres. Alors
désignant les nombres de la premiere classe par 7, v/, 7/, etc., ceux de la seconde par n, n’, n”, etc., £2Q
sera résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes 8Qk + r, 8Qk + ', 8Qk + r”, etc. et
non-résidu de tous ceux contenus dans les formes 8Qk + n, 8Qk + n’, 8Qk + n”’, etc. Au reste, on peut
démontrer facilement qu’il y a autant de formes de diviseurs qu’il y en a de non-diviseurs.

FEzemple. On trouve ainsi que 10 est résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes 40K +1,
+3, 49, +13, +27, +31, +37, +39, et non-résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes
40K + 7, +11, +17, +19, +21, +23, 429, +33.

page 114, article 150 : Ces formes ont plusieurs propriétés assez remarquables ; nous n’en citerons
cependant qu’une seule. Si B est un nombre composé premier avec A, tel qu'un nombre 2m de ses fac-
teurs premiers soient compris dans quelque forme de non-diviseurs de 22 — A, B sera contenu dans quelque
forme de diviseurs de 22 — A ; mais si le nombre de facteurs premiers de B contenus dans quelque forme
de non-diviseurs de z2 — A est impair, B sera aussi contenu dans quelque forme de non-diviseurs. Nous
omettons la démonstration, qui n’a rien de difficile!”. 11 suit de 14 que non-seulement tout nombre premier
; mais aussi tout nombre composé impair et premier avec A est non-diviseur des qu’il est contenu dans une
des formes de non-diviseur ; car nécessairement quelque facteur premier de ce nombre sera non-diviseur.

page 116, article 152 : Jusqu’a présent nous n’avons traité que la congruence simple 22 = A(mod m),
et nous avons appris a reconnaitre les cas ou elle est résoluble. Par le n° 105, la recherche des racines
elles-mémes est ramenée au cas ou m est un nombre premier, ou une puissance d’'un nombre premier ;
et par le n® 101, ce dernier cas est ramené a celui ot m est un nombre premier. Quant a celui-ci, en
comparant ce que nous avons dit (n° 61 et suiv.) avec ce que nous enseignerons sect. V et VIII, on aura
presque tout ce qui peut se faire par les méthodes générales. Mais dans les cas ou elles sont applicables,
elles sont infiniment plus longues que les méthodes indirectes que nous exposerons dans la section VI, et
partant elles sont moins remarquables par leur utilité dans la pratique que par leur beauté.

Annexe 3 : Deux extraits de la lettre de Carl Frédéric Gauss a So-
phie Germain du 30 avril 1807 (extrait des Oeuvres philosophiques
de Sophie Germain, 1879, p. 274-282)

Voici une autre proposition relative aux residus quarrés, dont la demonstration est moins cachée : je ne
I’ajoute pas, pour ne pas vous derober le plaisir de la developper vous-méme, si vous la trouverez digne
d’occuper quelques moments de votre loisir.
Soit p un nombre premier. Soient les p — 1 nombres inférieurs a p partagés en deux classes :
1
Al 2,340 (p 1)
1

1 1
B.... 5(}7 +1), i(p + 3), §(p +5),...p — 1 Soit a un nombre quelconque non divisible par p. Multipliés

tous les nombres A par a; prenés-en les moindres residus selon le module p, soient, entre ces residus, «

1
appartenants a A, et § appartenants a B, de sorte que a4+ 8 = i(p —1). Je dis que a & residu quarré de
p lorsque 8 € pair, non residu lorsque 8 ¢ impair.

Le second extrait est davantage “connu”

Le golt pour les sciences abstraites en général et surtout pour les mysteres des nombres est fort rare :
on ne s’en étonne pas ; les charmes enchanteurs de cette sublime science ne se decelent dans toute leur

170n suppose donc que Gauss I’a faite, dans une quelconque marge...
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beauté qu'a ceux qui ont le courage de 'approfondir. Mais lorsqu'une personne de ce sexe, qui, par nos
moeurs et par nos préjugés, doit rencontrer infiniment plus d’obstacles et de difficultés, que les hommes, a
se familiariser avec ces recherches epineuses, sait neansmoins franchir ces entraves et penétrer ce qu'elles
ont de plus caché, il faut sans doute, qu’elle ait le plus noble courage, des talens tout a fait extraordinaires,
le génie supérieur. En effet, rien ne pourroit me prouver d'une maniére plus flatteuse et moins équivoque,
que les attraits de cette science, qui ont embelli ma vie de tant de jouissances, ne sont pas chimériques,
que la predilection, dont vous 'avez honorée.



Annexe 1 : Articles 75 a 78 des Recherches arith-
métiques de Carl-Friedrich Gauss

75. Avant d’abandonner ce sujet, nous présenterons quelques propositions qui
ne nous paraissent pas indignes d’attention, a cause de leur simplicité.

Le produit de tous les termes de la période d’un mombre quelconque est = 1
quand leur nombre ou l’exposant auquel appartient le nombre dont il s’agit est
impair, et = —1 quand il est pair.

Par exemple, pour le module 13, la période de 5 est composée des termes
1,5,12,8 dont le produit 480 = —1 (mod 13), suivant le méme module, la
période de 3 est composée des termes 1, 3,9, dont le produit 27 = 1 (mod 13).
Soit ¢ I'exposant auquel le nombre appartient ; on peut toujours trouver (n°71)

-1
une base pour laquelle I'indice du nombre soit pT Or l'indice du produit de
tous les termes sera

p—1_(-Dp-1)
t 2 ’

(14+2+3+ete.+t—1)

-1
donc il sera = 0 (mod p — 1), quand ¢ est impair et = — quand t est pair.

Dans le premier cas, le produit est = 1 (mod p) ; dans le second, = —1 (mod p).

76. Si le produit du théoreme précédent est une racine primitive, sa période
comprendra tous les nombres 1,2,3,4,...p — 1, dont le produit sera par con-
séquent toujours = —1 ; car p— 1 est toujours pair, excepté dans le cas ou p = 2,
et alors on a indifféremment +1 ou —1. Ce théoréme élégant qu’on énonce or-
dinairement de cette maniere : Le produit de tous les nombres plus petits qu’un
nombre premier étant augmenté de l'unité, est divisible par ce nombre premier,
a 6té publié par Waring qui lattribue & Wilson (Meditationes Algeb. Ed. 3, p.
380) ; mais aucun des deux n’a pu le démontrer, et Waring avoue que la démon-
stration lui en semble d’autant plus difficile qu’il n’y a point de motation par
laquelle on puisse exprimer un nombre premier ; pour nous, nous pensons que la
démonstration de cette sorte de vérités doit étre puisé dans les principes plutot
que dans la notation. Lagrange en a depuis donné une démonstration (Nouw.
Mém. de I’Ac. de Berlin, 1771), dans laquelle il s’appuie sur la considération
des coefficients que ’on trouve en développant le produit

+D(x+2)(x+3)...(x+p—1):
et il fait voir qu’en supposant ce produit
=Pt 4+ AzP72 4 BaP73 + ete. + Mz + N,
les coefficients A, B, etc. M sont divisibles par p ; or
N=123...p—1

Maintenant si x = 1, le produit est divisible par p, mais alors il sera = 1 +
N (mod p) donc 1+ N est divisible par p.

Enfin Euler (Opusc. analyt. T.1, p.8329) en a donné une démonstration qui ren-
tre dans celle que nous venons d’exposer ; ainsi puisque de tels hommes n’ont



pas cru ce sujet indigne de leurs méditations, nous espérons qu’on ne nous dés-
approuvera pas d’offrir encore ici une autre maniere de démontrer ce théoreme.

77. Nous dirons que deux nombres sont associés, comme ’a fait Euler, lorsque
leur produit sera congru a 'unité. Cela posé, par la section précédente, tout
nombre positif moindre que p, aura toujours un nombre associé moindre que p et
il n’en aura qu’'un ; or il est facile de prouver que parmi les nombres 1,2,3, —1, il
n’y a que 1 et p—1 qui soient eux-mémes leurs associés, car ceux qui jouiront de
cette propriété seront donnés par la congruence 22 = 1 qui ne peut avoir que 2
racines 1 et p—1. Supprimant donc ces deux nombres, les autres 2,3,4...p—2,
seront associés deux a deux, donc leur produit sera = 1 ; enfin multipliant par
p—1, le produit de tous 1.2.34...p—1=p—-1=—1.

Par exemple, pour p = 13, les nombres 2,3,4,5,...11 s’associent de la maniere
suivante : 2 avec 7, 3 avec 9, 4 avec 10, 5 avec 8, 6 avec 11 ; donc 2.3.4...11 =1,
et partant......... 1.23...12=12= —1.

78. Le théoreme de Wilson peut étre rendu plus général en I’énoncant comme
il suit : Le produit de tous les nombres premiers avec un nombre donné A et
moindres que ce nombre, est congru suivant A, a l'unité prise positivement ou
négativement. L’unité doit étre prise négativement quand A est de la forme
p™ ou 2p™, p étant un nombre premier différent de 2, ou encore quand A = 4
; et positivement dans tous les autres cas. Le théoreme de Wilson est con-
tenu dans le premier cas. Ezemple. Pour A = 15, le produit des nombres
1,2,4,7,8,11,13,14 est = 1 (mod 15). Nous supprimons, pour abréger, la dé-
monstration. Nous observerons seulement qu’on peut y parvenir comme dans
larticle précédent, excepté que la congruence 22 = 1 peut avoir plus de 2 racines,
ce qui demande certaines considérations particulieres. On pourrait aussi la tirer
de la considération des indices, comme dans le n°75, si I'on y joint ce que nous
dirons tout a ’heure des modules composés.

Annexe 2 : Article 41 des Recherches arithmé-
tiques de Carl-Friedrich Gauss

Dans l'article 41 des Recherches arithmétiques de Gauss, on retrouve la notion
de permutations et on pense aux travaux de Galois a venir.

41. Sip est un nombre premier, et qu’on ait p choses parmi lesquelles il peut s’en
trouver un certain nombre d’égales entre elles, pourvu que toutes ne le soient
pas : le nombre des permutations de ces choses sera divisible par p.

Par exemple, cinq choses A, A, A, B, B peuvent se disposer de dix maniéres dif-
férentes.

La démonstration de ce théoreme se déduit facilement de la théorie connue des

permutations. En effet, supposons que parmi ces p choses, il y en ait a égales

a A, b égales a B, ¢ égales & C etc., de sorte qu’on ait a + b + ¢+ etc = p, les

nombres a, b, c,etlc. %ouvant aussi désigner I'unité. Le nombre de permutations
. )

sera = ; or le numérateur est évidemment divisible
1.2...a.1.2...0.1.2...cetc.




par le dénominateur, puisque le nombre des permutations est entier ; mais il est
divisible par p, tandis que le dénominateur, qui est composé de facteurs plus
petits que p, n’est pas divisible par p (n°15) ; donc le nombre des permutations
sera divisible par p.

Nous espérons cependant que la démonstration suivante ne déplaira pas & quelques
lecteurs.

Lorsque dans deux permutations I'ordre des choses ne différera qu’en ce que celle
qui tient la premiere place dans I'une, en occupe une différente dans ’autre, mais
que du reste toutes les autres choses, a partir de celle-la, suivent le méme ordre
dans chacune des permutations, de maniere que la derniere de 'une se trouve
placée immédiatement avant la premiere, dans l'autre ; nous les appellerons
permutations semblables®. Ainsi ABCDE et DEABC, ABAAB et ABABA
seront semblables.

Or comme chaque permutation est composée de p choses, il est clair qu'on
pourra en trouver p — 1 semblables a une quelconque d’entre elles, si I’'on met
successivement a la seconde, a la troisieme place, etc., la chose qui occupait
la premiere ; donc si aucunes de ces permutations semblables ne sont iden-
tiques, il est évident que le nombre total des permutations sera égal a p fois le
nombre des permutations dissemblables, et conséquemment sera divisible par p.
Supposons que deux permutations semblables PQ ... TV ..., V...YZPQ...T
puissent étre identiques, et que P qui occupe la premiére place dans la premiere,
occupe la n+ 1€ dans la seconde : on aura dans la derniére série le n + 17%¢m¢
terme égal au 1°7, le n+ 29 égal au 2, etc., d’ou résulte que le 2n 4 17¢me
est encore égal au premier et par conséquent le 3n + 19 et généralement
le kn 4+ m®™¢ égal au m™®™¢ (ou quand kn = m > p, il faut imaginer qu’on
reprenne toujours par le commencement, la série V ...7T, a moins qu’on ne re-
tranche de kn+m, le multiple de p, qui en approche le plus en moins). Cela posé,
si on détermine k de maniére que kn = 1 (mod p), ce qui peut toujours se faire,
puisque p est premier, il suivra de 13 que généralement le m*®™° terme serait
égal au m + 1™, c’est & dire qu’un terme quelconque serait égal au suivant,
ou que tous les termes seraient égaux entre eux, ce qui est contre I’hypothese.

3Si Ion écrivait en cercle les permutations semblables, de maniére que la derniére chose
touchat la premiére, il n’y aurait aucune différence entre elles, parce qu’aucune place ne peut
s’appeler la premiére ni la derniére.
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Les manuscrits de Galois ont été remis & Joseph Liouville par Auguste Chevalier : Liouville a 1égué
sa bibliothéque et ses papiers a 'un de ses gendres, M. de Bligniéres [1]. Mme de Bligniéres s’occupe
pieusement de classer les innombrables papiers de son mari et de son illustre pere. Elle a recherché et su
retrouver (non sans peine) les manuscrits de Galois : ceux-ci, ainsi que d’autres papiers importants, seront
donnés a I’Académie des Sciences : Mme de Bligniéres a bien voulu, en attendant, m’autoriser a examiner
les manuscrits de Galois et a en publier des extraits : je lui exprime ici ma profonde reconnaissance.

Je dois aussi des remerciments a M. Paul Dupuy, dont tous les géometres connaissent la belle Notice
sur la vie d’Evariste Galois, publiée dans les Annales scientifiques de 1’Ecole Normale [2]. M. Dupuy a
bien voulu procéder & un premier classement des manuscrits qui m’avaient été remis et en séparer ceux
qui appartiennent incontestablement a Galois, dont il connait bien ’écriture.

Les lignes qui suivront, les quelques fragments ou notes que je pourrai publier n’ajouteront rien a la
gloire de Galois : elles ne sont qu'un hommage rendu a cette gloire dont I’éclat n’a fait que grandir depuis
la publication de Liouville.

Cette publication a été faite de la fagon la plus judicieuse ; mais, soixante ans plus tard, on est tenu a
moins de réserve. Les mathématiciens s’intéresseront toujours a Galois, & I’homme et a ses écrits : il est
de ceux dont on voudrait tout savoir.

Je m’occuperai tout d’abord des ceuvres posthumes et des papiers qui s’y rapportent. Pour la plupart
de ces papiers, on possede la copie de Chevalier ; d’ailleurs 1’écriture de Galois est, d’ordinaire, parfaitement
lisible et méme assez élégante ; mais elle est parfois abrégée, hative ; les ratures et les surcharges abondent
; jaurai a signaler quelques mots et quelques phrases illisibles.

L’importance de 'ccuvre de Galois sera mon excuse pour la minutie de certains détails, ou j’ai cru
devoir entrer, et qui va jusqu'au relevé de fautes d’impression, dont le lecteur attentif ne peut manquer
de s’apercevoir. Je ne me dissimule pas ce que cette minutie, en elle-méme, a de puéril.

Les ceuvres posthumes occupent les pages 408-444 du Tome XI (1846) du Journal de Mathématiques
pures et appliquées et les pages 25-61 des (Buvres mathématiques d’Evariste Galois publides sous les aus-
pices de la Société mathématique de France [3]. C’est, sauf avis contraire, & ce dernier Ouvrage que se
rapportent tous les renvois.

LETTRE A AUGUSTE CHEVALIER
(pages : 25-32).

Dimensions du papier : 31x20. La lettre, datée deux fois, au commencement et & la fin (29 mai 1832),
contient sept pages : le bas de la septieme, au-dessous de la signature, a été coupé sur une longueur
d’environ 8™.

Le verso de la derniere page contient le brouillon de deux lettres, d’ailleurs biffées, dont I'une porte
une date, biffée aussi ; on lit 14 mai 83 ; il est vraisemblable que Galois a écrit sa lettre a Chevalier sur
la premiere feuille venue, une feuille sur laquelle il avait griffonné une quinzaine de jours auparavant.

Ces brouillons sont disposés d'une fagon assez singuliére : ils comportent des phrases entieres, puis
des lignes, blanches au milieu avec un mot au commencement et un mot a la fin : ces mots sont souvent
illisibles, tant parce qu’il est impossible de leur attribuer un sens que par suite des ratures : celles-ci vont
de haut en bas ; il en est ainsi dans plusieurs des manuscrits de Galois ; ici, elles semblent faites avec une
barbe de plume, ou un bout de bois, qu’il aurait trempé dans I’encre ; le premier brouillon de lettre est a
gauche, le second a droite et se continue dans une autre direction ; Galois a fait tourner son papier d’un
angle droit. Voici ce que j’ai pu lire :



brisons la sur cette affaire je vous prie
Je n’ai pas assez d’esprit pour suivre
une conversation de ce genre

mais je tdcherai d’en avoir assez pour
converser avec vous comme je le faisais

avant que rien soit arrivé. Voila

Mr le (illis.)
en a qui
doit vous qu’a

moi et ne plus penser a des choses
qui ne (dllis.) exister et qui

n’existeront jamais

14 mai 83

J’ai suivi votre conseil et j’ai réfléchi

a qui s’est

passé sous quelque

dénomination que ce puisse [4] étre (illis.) par s’établir
entre nous. Au reste Mr soyez (?)
persuadé qu’il n’en aurait sans doute

jamais été davantage ; vous supposez
mal et vos regrets sont mal fondés.
La vraie amitié n’existe guére

qu’entre des personnes de méme sexe

Surtout des
amis. Sans doute
le vide qu P’absence

de tout sentiment de ce genre....

(illis.) confiance... mais elle a été

trés (illis.) [5) ... vous m’avez

vu triste z demandé

le motif ; je vous ai répondu que
j’avais des peines ; qu’on m’avait fait
éprouver. J’ai pensé que vous prendriez
cela comme toute personne devant
laquelle on laisse tomber une parole
pour (illis.) on n’est

pas

le calme de mes idées me laisse

la liberté de juger avec beaucoup

de réflexion les personnes que je vois
habituellement ; c’est ce qui fait que
j’ai rarement le regret de m’étre
trompé ou laissé influencer a leur égard.

Je ne suis pas de votre avis pour

les (illis.) plus que
les (7) exiger
ni se vous remercie

sincérement de tous ceux ou vous
voudrez bien descendre en ma

faveur.

J’ai collationné le manuscrit avec le texte imprimé : il n’est guere utile de parler de quelques change-
ments de notation, sans aucune importance, qui remontent a Liouville, de dire que Galois a écrit bulletin
ferussac et non Bulletin de Férussac, ou encore de signaler, page 29 des (Euvres, ligne 24, la substitution
du mot “équation” au mot “réduction” que le sens indique suffisamment et qu’on lit dans le manuscrit et



dans le texte de Liouville. Le point le plus intéressant est que le théoréme de Legendre (page 30, ligne
31),

FE' + EF' — FF' = g

est écrit par Galois non sous la forme qui préceéde, mais comme il suit :

m
EF —E'F = 7\/_71
2
MEMOIRE SUR LES CONDITIONS DE RESOLUBILITE PAR RADICAUX
(pages 33-50) [6].

Dans les quelques lignes d’introduction au Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par
radicaux que Galois avait biffées (d’ailleurs trés légérement) et que Chevalier a conservées avec raison,
Galois dit que le Mémoire est extrait d’'un Ouvrage qu’il a présenté & 1’Académie il y a un an. Le manuscrit
de Galois n’est pas un extrait, c’est le texte méme qui a été remis a I’Académie. Qu’il en soit ainsi, c’est
ce que Chevalier avait signalé dans une note (page 33 des (Euvres, note 2) ainsi congue :

J’ai jugé convenable de placer en téte de ce Mémoire la préface qu’on va lire, bien que je l'aie trouvée biffée dans le

manuscrit. Ce manuscrit est précisément celui que 'auteur présenta a I’Académie.

La derniére phrase de cette note, qui figure dans la copie de Chevalier et sur I’épreuve dont j’ai parlé, a
disparu du texte définitif. Liouville a-t-il voulu effacer la 1égere contradiction entre le texte et la note, a-t-il
cru devoir se conformer au désir de Galois, qui semble avoir souhaité qu’on ignorat que ce Mémoire était
celui-1a méme qu’il avait présenté a I’Académie ; a-t-il jugé lui-méme que, pour des raisons de convenance
envers 1’Académie, cette ignorance était préférable ? C’est 14, en vérité, des questions dont la réponse
importe bien peu, non plus que la petite inexactitude du mot extrait. Il importe beaucoup plus que le
texte du Mémoire de Galois ne se soit pas égaré, comme le précédent, et qu’il ait pu étre remis a 'auteur,
qui y a fait plusieurs remaniements : ceux-ci, le plus souvent, peuvent se distinguer par 1’écriture. La
conjecture de Chevalier, a savoir que “Galois a relu son Mémoire pour le corriger avant d’aller sur le
terrain” (note de la page 40), est tout a fait vraisemblable.

La premiére page de la couverture, qui subsiste, est fort sale, tachée d’encre, couverte de gribouillages,
de bouts de calcul, & 'encre ou au crayon, au recto et au verso, dans tous les sens ; quelques-unes des
formules laissent supposer que Galois, en les tragant, pensait a quelque point de la théorie des fonctions
elliptiques ; d’autres se rapportent a une suite récurrente.

En haut et & droite du recto on lit (écriture de Liouville) “Rapport du 4 juillet 1831” ; puis, en titre,

d’une écriture qu’il serait probablement possible d’identifier :

MM. Lacroix
Poisson
commissaires

le 17 j°r 1831

le tout suivi d’un paraphe ; en face du nom de Poisson, il y a le mot vu, d’une grosse écriture, celle de
Poisson sans doute.

Au verso, entre des taches et des calculs, Galois a écrit
Oh ! chérubins.
On peut bien supposer que cette apostrophe s’adresse & MM. Lacroix et Poisson.

Le manuscrit contient onze pages (38 x 25) ; la marge occupe la moitié de chaque page ; elle contient
plusieurs notes et additions, dont les unes remontent peut-étre a la premiere rédaction, dont les autres ont
été sans doute ajoutées par Galois, lorsqu’il a revu son travail pour la derniere fois telle est assurément
celle qu’a signalée Chevalier, le tragique “je n’ai pas le temps”.

En marge de la seconde page, on trouve ces quatre noms :



V. Delaunay,
N. Lebon,
F. Gervais,
A. Chevalier

et une liste de onze noms, soigneusement biffés.

Je dois, en passant, signaler, page 34 des (Buwres, 'omission de deux lignes, qui figurent dans le
manuscrit et dans le texte de Liouville ; elles devraient terminer I’avant-dernier alinéa :

.., en général par quantité rationnelle une quantité qui s’exprime en fonction rationnelle des coeffi-
cients de la proposée.

Dans la marge de la troisitme page du manuscrit, en face du lemme IIT (page 36), se trouve la note an
crayon que Voici :

La démonstration de ce lemme n’est pas suffisante ; mais il est vrai, d’apres le n°100 du Mémoire de
Lagrange, Berlin, 1775.

Au-dessous, Galois a écrit :

Nous avons transcrit textuellement la démonstration que nous avons donnée de ce lemme dans un
Mémoire présenté en 1830. Nous y joignons comme document historique la note suivante qu’a cru devoir
y apposer M. Poisson.

On jugera.
Puis, plus bas :
Note de l'auteur.

Galois voulait évidemment que la note de Poisson [7] et son propre commentaire fussent publiés. Au
surplus, les notes de Poisson et de Galois figurent dans la copie de Chevalier et dans I’épreuve. Liouville
les a supprimées finalement, pour des raisons évidentes.

La note de la page 37 des (Buvres est en face du lemme IV et semble d’une encre différente de celle
du texte; mais il ne me parait nullement certain que ce soit une addition de la derniére heure : je
crois que Galois a dii, a cette derniere heure, remanier et développer hativement la démonstration de ce
lemme IV ; elle ne comportait probablement, dans le texte primitif, que quatre ou cinq lignes ; elle est
maintenant écrite, partie dans la marge, partie dans le blanc qui restait au bas de la page, d’'une écriture
serrée, nerveuse : au reste, un mot injurieux, biffé, et qui est de la méme encre que le “chérubins” de la
couverture ne laisse guére de doute sur 'impatience que ce passage a fait éprouver a 'auteur.

La note de la page 38 des (Fuvres est en marge, en face de la proposition I. A la suite de cette note,
avec l'indication “a reporter dans les définitions”, se trouve ce qui est imprimé pages 35 et 36, a partir de
la ligne 22 (Les substitutions sont ) jusqu’a la ligne 3 (la substitution ST) ; ce passage est en face du texte
imprimé du milieu de la page 38 au milieu de la page 39.

En marge de la page suivante (cinquiéme) du manuscrit, le scholie II [8] (page 40) est immédiatement
précédé de ces indications, qui sont biffées :

Ce qui caractérise un groupe. On peut partir d’une des permutations quelconques du groupe.

Vraisemblablement, c’est aprés avoir écrit et biffé ces lignes que Galois s’est décidé & écrire le passage
“a reporter dans les définitions”. Un peu plus bas est la note “je n’ai pas le temps”, puis cinq lignes biffées,
mais qui sont d’une écriture calme et remontent peut-étre a la premiere rédaction, les voici :

Car si 'on élimine f(V,r) =0 et F(r) =0, F(r) étant du degré premier p, il ne peut arriver que de deux choses 'une :
ou le résultat de I’élimination sera de méme degré en V que f(V,r) ou il sera d’un degré p fois plus grand.

Ce passage biffé doit évidemment étre rapproché des indications données dans le premier alinéa de la
note de la page 40. Ces indications sont de Liouville ; la note de Chevalier était ainsi congue :

Vis-a-vis la démonstration de ce théoréme, dans le manuscrit j’ai trouvé ceci
“Il y a quelque chose. ..”

C’est ainsi qu’elle figure dans I’épreuve. Les six premieres lignes de la note de la page 40 sont donc de
Liouville.

Au reste, Liouville a été visiblement préoccupé de cet endroit (proposition II) du texte de Galois :
il a jugé un moment convenable de reprendre 1'hypothése primitive de Galois (p premier) et d’éclaircir



completement la démonstration dans ce cas, par une note que je crois devoir transcrire, non pas qu’elle
puisse apprendre quelque chose au lecteur, mais parce qu’elle me semble une trace touchante des soins et
des scrupules que Liouville apportait dans sa publication ; le renvoi correspondrait a la ligne 20 de la page
40 des (Buvres :

Ceci mérite d’étre expliqué avec quelque détail.

Désignons par, ¥(V) = 0 I’équation dont I'auteur parle, et soient f(V,7), f1(V,7),..., fic1(V,r) les
facteurs irréductibles dans lesquels, (V) devient décomposable par ’adjonction de r, en sorte que,

(V)= f(Vir) i(Vir) .o fica(Vir).

Comme 7 est racine d’une équation irréductible, on pourra dans le second membre remplacer r par
r'or’ .. rPT L Ainsi ¢p(V)H est le produit des i quantités suivantes

f(V, T‘) f(V, T/) - f(V7 r(/‘*l))
AV AWV (VD)
ficrt(Vir)  fica(Vor) oo fima (Vr(e= 1)

dont chacune, symétrique en r,7/,...,7P~1 et par suite exprimable en fonction rationnelle de V in-
dépendamment de toute adjonction, doit diviser (V) et se réduire en conséquence a une simple puis-
sance du polynome (V) qui cesse de se résoudre en facteurs lorsqu’on n’adjoint pas les auxiliaires
r,r’, etc. Jajoute que le degré de la puissance est le méme pour toutes. En effet, les équations
fV,ry=0, fi(V,r)=0,..., fi—1(V,r) =0 qui dérivent de (V') = 0 et dont les racines sont fonctions
rationnelles les unes des autres ne peuvent manquer d’étre du méme degré. En faisant donc

FOVr) F(Vor') o f(Vr =Dy = (V)
on en conclura p = iu. Mais p est premier et 4 > 1; donc on a i = p, d’out u = ¢, et enfin

(V) = F(Var) f(Vor') . f(Vor®=D),
Ce qu’il fallait démontrer.
J. LIOUVILLE.

Assurément, en rédigeant cette note, Liouville se conformait au précepte d’étre “transcendantalement
clair” qu’il a rappelé dans I'avertissement aux (Euvres mathématiques de Galois. Il s’est apergu ensuite
en réfléchissant davantage, que la proposition II n’impliquait pas que le nombre p fiit premier et il a
soigneusement noté les différences essentielles entre les deux rédactions successives de 'auteur. Qu’il ait
reculé devant les explications nécessaires pour donner a la pensée de Galois toute la clarté qu’il faudrait,
cela, aujourd’hui, n’a aucun inconvénient.

Page 41 des (Buvres, les lettres u, v remplacent les lettres p, n dont s’est servi Galois ; pareil changement
a été fait dans la lettre a Chevalier ; ces petites modifications, destinées a éviter des confusions possibles,
sont de Liouville : les lettres p, n figurent encore dans I’épreuve.

Les lignes 7, 8, 9 de la méme page sont une addition marginale, mais qui ne semble pas de la derniére
heure. Cette addition est suivie de la nouvelle rédaction de la proposition III, datée de 1832, sur laquelle
lattention est appelée dans la note qui est au bas de la page qui nous occupe. Ici encore, Liouville est
intervenu ; la note de Chevalier était ainsi congue.

Dans le manuscrit de Galois I’énoncé du théoreme qu’on vient de lire se trouve en marge et vis-a-vis de la démonstration
qu’il en avait écrite d’abord. Celle-ci est effacée avec soin ; I’énoncé précédent porte la date 1832 et montre par la maniere

dont il est écrit que 'auteur était extrémement pressé : ce qui confirme ’assertion que j’ai avancée dans la note précédente.
C’est donc Liouville qui a déchiffré et intercalé le texte primitif de la proposition III.

La phrase (il suffit ...substitutions), placée entre parenthéses au bas de la page 43 des (Fuvres et en
haut de la page 44, est une note marginale.

Page 46, ligne 24, Galois a simplement écrit “Journal de [ "Ecole, XVII”.

Il y a dans les manuscrits de Galois une feuille (double) qui est une sorte de brouillon de la proposition
V ; ce brouillon a passé en grande partie dans la rédaction du Mémoire [9].



Avant de parler du manuscrit contenant le fragment imprimé dans les derniéres pages des (Buvres, je
dois dire un mot d’une feuille détachée [10] en partie déchirée, qui, par le format du papier, la couleur de
I'encre et la forme de ’écriture, parait avoir appartenu au cahier dont ce manuscrit faisait partie. Elle
contient une rédaction antérieure de la proposition I et de sa démonstration, rédaction qui semble avoir
été écrite au moment méme ou Galois venait de trouver cette démonstration : I’énoncé de la proposition
fondamentale est, presque textuellement, le méme que dans le Mémoire sur des conditions de résolubilité,
puis viennent seize lignes barrées que je reproduis :

Considérons d’abord un cas particulier. Supposons que 1’équation donnée n’ait aucun diviseur rationnel
et que toutes ses racines se déduisent rationnellement de I'une quelconque d’entre elles. La proposition
sera facile a démontrer.

En effet, dans notre hypothese, toute fonction des racines s’exprimera en fonction d’une seule racine
et sera de la forme ¢x, x étant une racine. Soient

T T1=fix To=for.. . Tmo1 = frmo®
les m racines. Ecrivons les m permutations

z fiz fox...fm—o12
1 fixr fex1... fm—1ma
r2 fixa fexa... fm—172

Tm—1 flﬂﬂm—l f2$m—1---fm—1$m—1

Le reste de la démonstration suivait, contenu dans une douzaine de lignes qui sont devenues les lignes
13-26 de la page 39 des (Buvres : on distingue assez bien les x surcharges des V de la rédaction définitive
; ces douze lignes sont d’ailleurs réunies en marge par un trait, avec 'indication : d reporter plus loin.
Galois a changé d’idée ; il trouve maintenant inutile de s’arréter au cas particulier ; mais il semble que
ce cas particulier lui ait été d’abord nécessaire, car les douze lignes que je viens de dire sont suivies de
celles-ci :

Le théoreme est donc démontré dans ’hypothese particuliere que nous avons établie.
Revenons au cas général.

Ces trois lignes sont biffées avec un soin particulier, Galois est en possession de la démonstration
générale, sous la forme simple et définitive ; il est joyeux ; il couvre de hachures les seize lignes puis les
trois lignes dont il n’a plus besoin. Vient ensuite la vraie démonstration, les deux dernieres lignes de la
page 38 des (Buwvres et le commencement de la page 39, jusqu’a : “je dis que ce groupe de permutations
jouit de la propriété énoncée”. Puis I'indication, en marge, a demi déchirée : mettre ici la partie sautée,
et les lignes 24, 25 de la page 39 des (Buwres.

Ne semble-t-il pas qu’on assiste & un moment essentiel dans le développement de la pensée de Galois ?
I’émotion s’accroit encore a la lecture des lignes du bas de la feuille, couvertes de ratures et de surcharges,
et ou le nom propre a disparu dans un trou, produit d’une tache et de I'usure :

Je dois observer que j’avais d’abord démontré le théoréme autrement, sans penser & me servir de cette propriété tres
simple des équations, propriété que je regardais comme une conséquence du théoréme. C’est la lecture d’'un Mémoire

qui m’a suggéré

La fin de la ligne est indéchiffrable : apres suggéré, il y a des mots, I'un au-dessus de l'autre, qui
sont biffés, peut-étre cette surmonté de la pensée, puis, dans la partie la plus usée du papier, assertion ou
analyse, ou autre chose, et enfin, plus bas, je crois lire que je dois. Quant au nom propre, les quelques
traits qui subsistent, & c6té du trou, ne confirment pas la supposition qui vient de suite a I’esprit (page
37, ligne 11), que ce nom est celui d’Abel.

Sur la marge de cette curieuse feuille, se trouvent encore quelques formules, & demi effacées, qui cor-
respondent visiblement aux lemmes II et III.

1. Célestin de Blignieres (1823-1905), ancien Eleéve de I'Ecole Polytechnique, a été 'un des disciples directs d’Auguste
Comte, 'un des plus distingués sans doute et vraiment capable, par 1’étendue de son esprit et de son savoir, de
comprendre pleinement la doctrine du maitre. Mais l'indépendance de son caracteére et 'originalité de son esprit
I'ont empéché de s’enréler dans I'un ou l'autre des partis du Positivisme. Il plaisantait parfois de son isolement et se
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qualifiait de bligniériste : on lui doit une intéressante Exposition de la Philosophie et de la Religion positives (Paris,
Chamerot, 1857).

Pendant neuf ans (1874-1883), un commerce de pensée, trés actif, s’établit entre Liouville et M. de Bligniéres. De ce
commerce, dont 'un et "autre ont beaucoup joui, M. de Blignieres a gardé jusqu’a sa mort un souvenir singulierement
vif et présent.

Tome XIII (1896) de la 3° série. Cette Notice a été reproduite, avec le portrait de Galois, dans les Cahiers de la
quinzaine [2° cahier de la 5° série (1903)].

Paris, Gauthier-Villars, 1897.
La lecture des quatre premiers mots de cette ligne est douteuse.
Il y a une tache d’encre sur le mot ; on distingue nettement les deux derniéres lettres ée.

J’ai eu & ma disposition le manuscrit de Galois, la copie de Chevalier et une épreuve, corrigée de la main de Liouville,
mais ou ne figurent pas toutes les modifications apportées aux notes : j'aurai ’occasion de parler plusieurs fois de
cette épreuve.

Grace a 'obligeance de Mme de Bligni¢res, j’ai pu comparer I’écriture de cette note avec celle de Poisson, dans une
lettre a Liouville; aucun doute ne peut subsister.

8. Les numéros I, II des scholies (p. 39 et 40) ne sont pas dans le manuscrit.

9. Je ne pense pas qu’il y ait intérét & publier ce brouillon.

10.

C’est M. P. Dupuy qui a appelé mon attention sur cette feuille. Quelques autres débris apportent un peu de lueur sur
la suite des idées de Galois : ils seront publiés dans un second article.
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Etant donnée une équation algébrique, a coefficients quelconques, numériques ou littéraux, reconnaitre
si ses racines peuvent s’exprimer en radicaux, telle est la question dont nous offrons une solution compleéte.

Si maintenant vous me donnez une équation que vous aurez choisie & votre gré et que vous désiriez
connaitre si elle est ou non soluble par radicaux, je n’aurai rien a y faire que de vous indiquer le moyen
de répondre a votre question, sans vouloir charger ni moi ni personne de le faire. En un mot les calculs
sont impraticables.

1l paraitrait d’apres cela qu’il n’y a aucun fruit a tirer de la solution que nous proposons.

En effet, il en serait ainsi si la question se présentait ordinairement sous ce point de vue. Mais, la
plupart du temps, dans les applications de 'analyse algébrique, on est conduit a des équations dont on
connait d’avance toutes les propriétés : propriétés au moyen desquelles il sera toujours aisé de répondre a
la question par les régles que nous exposerons. Il existe, en effet, pour ces sortes d’équations, un certain
ordre de considérations métaphysiques qui planent sur tous les calculs, et qui souvent les rendent inutiles.
Je citerai, par exemple, les équations qui donnent la division des fonctions elliptiques et que le célebre
Abel a résolues. Ce n’est certainement pas d’apres leur forme numérique que ce géometre y est parvenu.
Tout ce qui fait la beauté et a la fois la difficulté de cette théorie, c’est qu'on a sans cesse a indiquer
la marche des calculs et a prévoir les résultats sans jamais pouvoir les effectuer. Je citerai encore les
équations modulaires.

| Premiére page.|
DEUX MEMOIRES D’ANALYSE PURE SUIVIS D’UNE DISSERTATION
SUR LA CLASSIFICATION DES PROBLEMES PAR EVARISTE GALOIS.

| Deuxiéme page. |

Table des matiéres.

Mémoire sur les conditions pour qu’une équation soit soluble par radicaux.
Mémoire sur les fonctions de la forme / Xdx, X étant une fonction de x.

Dissertation sur la classification des problemes de Mathématiques et sur la nature des quantités et des
fonctions transcendantes.

| Troisieme page ([1]).|
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Legendre

Poinsot
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Vernier

Richard

Bulletin des Sciences
Ecole normale
Ecole Polytechnique
Institut. [24]



| Quatrieme page. |

Abel parait étre 'auteur qui s’est le plus occupé de cette théorie. On sait qu’apres avoir cru trouver
la résolution des équations (générales) du cinquieme degré ([2]), ce géometre a démontré 'impossibilité de
cette résolution. Mais, dans le mémoire allemand publié & cet effet, 'impossibilité en question n’est prouvée
que par des raisonnements relatifs au degré des équations auxiliaires et a I’époque de cette publication,
il est certain qu’'Abel ignorait les circonstances particulieres de la résolution par radicaux. Je n’ai donc
parlé de ce mémoire qu’afin de déclarer qu’il n’a aucun rapport avec ma théorie.

[Passage biffé : Depuis, une lettre particuliere adressée par Abel & M. Legendre annongait qu’il avait
eu le bonheur de découvrir une régle pour reconnaitre si une équation est [ou était] résoluble par radicaux
; mais la mort anticipée de ce géometre ayant privé la science de ses recherches, promises dans cette
lettre, il n’en était pas moins nécessaire de donner une solution de ce probleme qu’il m’est bien pénible de
posséder, puisque je dois cette possession & une des plus grandes pertes qu'aura (?) faites la science.

Dans tous les cas, il me serait aisé de prouver que j'ignorais méme le nom d’Abel, quand j’ai présenté
a PInstitut mes premieres recherches sur la théorie des équations et que la solution d’Abel n’aurait pu
paraitre avant la mienne.]

DEUX MEMOIRES D’ANALYSE PURE PAR E. GALOIS

Préface.

Cecy est un livre de bonne foy.
Montaigne.

Les calculs algébriques ont d’abord été peu nécessaires au progres des Mathématiques, les théorémes
fort simples gagnaient a peine a étre traduits dans la langue de I’analyse. Ce n’est guere que depuis Euler
que cette langue plus bréve est devenue indispensable a la nouvelle extension que ce grand géometre a
donnée a la Science. Depuis Euler les calculs sont devenus de plus en plus nécessaires et aussi ([3]) de plus
en plus difficiles & mesure qu’ils s’appliquaient & des objets de science plus avancés. Dés le commencement,
de ce siecle, 'algorithme avait atteint un degré de complication tel que tout progres était devenu impossible
par ce moyen, sans 1’élégance que les géometres modernes ont d’imprimer a leurs recherches et au moyen
de laquelle Iesprit saisit promptement et d’un seul coup un grand nombre d’opérations.

Il est évident que ’élégance si vantée et a si juste titre n’a pas d’autre but.

Du fait bien constaté que les efforts des géometres les plus avancés ont pour objet ’élégance on peut
donc conclure avec certitude qu’il devient de plus en plus nécessaire d’embrasser plusieurs opérations a la
fois, parce que 'esprit n’a plus le temps de s’arréter aux détails.

Or je crois que les simplifications produites par 1’élégance des calculs (simplifications intellectuelles,
s’entend ; de matérielles il n’y en a pas) ont leur limite ; je crois que le moment arrivera ou les transfor-
mations algébriques prévues par les spéculations des analystes ne trouveront plus ni le temps ni la place
de se reproduire ; & tel point qu’il faudra se contenter de les avoir prévues : je ne veux pas dire qu’il n’y a
plus rien de nouveau pour I’analyse sans ce secours : mais je crois qu'un jour, sans cela, tout serait épuisé.

Sauter a pieds joints sur les calculs ; grouper les opérations, les classer suivant leurs difficultés et non
suivant leurs formes ; telle est, suivant moi, la mission des géometres futurs ; telle est la voie ou je suis
entré dans cet ouvrage.

Il ne faut pas confondre 'opinion que j’émets ici, avec I’affectation que certaines personnes ont d’éviter
en apparence toute espeéce de calcul, en traduisant par des phrases fort longues ce qui s’exprime tres
brievement par I’algébre, et ajoutant ainsi a la longueur des opérations, les longueurs d’un langage qui
n’est pas fait pour les exprimer. Ces personnes sont en arriere de cent ans.

Ici rien de semblable ([4]) ; ici 'on fait Panalyse de lanalyse : ici les calculs les plus élevés [les
fonctions elliptiques ([5])] exécutés jusqu’a présent sont considérés comme des cas particuliers, qu’il a
été utile, indispensable de traiter, mais qu’il serait funeste de ne pas abandonner pour des recherches
plus larges. Il sera temps d’effectuer des calculs prévus par cette haute analyse et classés suivant leurs
difficultés, mais non spécifiés dans leur forme, quand la spécialité d’une question les réclamera.

La these générale que j’avance ne pourra étre bien comprise que quand on lira attentivement mon
ouvrage qui en est une application, non que le point de vue théorique ait précédé 'application ; mais je



me suis demandé, mon livre terminé, ce qui le rendait si étrange a la plupart des lecteurs, et rentrant en
moi-méme, j’ai cru observer celle tendance de mon esprit a éviter les calculs dans les sujets que je traitais,
et qui plus est, j’ai reconnu une difficulté insurmontable & qui voudrait les effectuer généralement dans les
matiéres que j’ai traitées.

On doit prévoir que, traitant des sujets aussi nouveaux, hasardé dans une voie aussi insolite, bien
souvent des difficultés se sont présentées que je n’ai pu vaincre. Aussi, dans ces deux mémoires et surtout
dans le second qui est le plus récent, trouvera-t-on souvent la formule “je ne sais pas”. La classe des lecteurs
dont j’ai parlé au commencement ([6]), ne manquera pas d’y trouver a rire. C’est que, malheureusement,
on ne se doute pas que le livre le plus précieux du plus savant serait celui ou il dirait tout ce qu’il ne sait
pas, c’est qu’on ne se doute pas qu’un auteur ne nuit ([7]) jamais tant & ses lecteurs que quand il dissimule
une difficulté. Quand la concurrence c’est-a-dire 1’égoisme ne régnera plus dans les sciences, quand on
s’associera pour étudier, au lieu d’envoyer aux académies des paquets cachetés, on s’empressera de publier
les moindres observations, pour peu qu’elles soient nouvelles, et en ajoutant “je ne sais pas le reste”.

De S*¢ Pélagie XPre 1831
Evariste Galois.

SCIENCES MATHEMATIQUES
DISCUSSIONS SUR LES PROGRES DE L’ANALYSE PURE

De toutes les connaissances humaines, on sait que 1’Analyse pure est la plus immatérielle, la plus
éminemment logique, la seule qui n’emprunte rien aux manifestations des sens. Beaucoup en concluent
qu’elle est, dans son ensemble, la plus méthodique et la mieux coordonnée. Mais c’est erreur. Prenez un
livre d’Algebre, soit didactique, soit d’invention, et vous n'y verrez qu’'un amas confus de propositions
dont la régularité contraste bizarrement avec le désordre du tout. Il semble que les idées cotitent déja trop
a l'auteur pour qu’il se donne la peine de les lier et que son esprit épuisé par les conceptions qui sont la
base de son ouvrage, ne puisse enfanter une méme pensée qui préside a leur ensemble.

Que si vous rencontrez une méthode, une liaison, une coordination, tout cela est faux et artificiel. Ce
sont des divisions sans fondement, des rapprochements arbitraires, un arrangement tout de convention.
Ce défaut pire que 'absence de toute méthode arrive surtout dans les ouvrages didactiques, la plupart
composés par des hommes qui n’ont pas l'intelligence de la science qu’ils professent.

Tout cela étonnera fort les gens du monde, qui en général ont pris le mot Mathématique pour synonyme
de régulier.

Toutefois, on sera étonné si I’on réfléchit qu’ici comme ailleurs la science est 'ceuvre de ’esprit humain
([8]), qui est plutot destiné a étudier qu’a connaitre, a chercher qu’a trouver la vérité. En effet on congoit
qu’un esprit qui aurait puissance pour percevoir d'un seul coup l'’ensemble des vérités mathématiques non
pas & nous connues, mais toutes les vérités possibles, pourrait les ([9]) déduire réguliérement et comme
machinalement de quelques principes combinés par des méthodes uniformes ; alors plus d’obstacles, plus
de ces difficultés que le savant rencontre dans ses explorations ([10]). Mais il n’en est pas ainsi ; si ([11])
la tache du savant est plus pénible et partant plus belle, la marche de la science est moins réguliere : la
science progresse par une série de combinaisons ou le hasard ne joue pas le moindre role ; sa vie est brute et
ressemble & celle des minéraux qui croissent par juxtaposition. Cela s’applique non seulement & la science
telle qu’elle résulte des travaux d’une série de savants, mais aussi aux recherches particulieres a chacun
d’eux. En vain les analystes voudraient-ils se le dissimuler ([12]) : ils ne déduisent pas, ils combinent, ils
comparent ([13]) ; quand ils arrivent & la vérité, c’est en heurtant de coté et d’autre qu’ils y sont tombés.

Les ouvrages didactiques doivent partager avec les ouvrages d’invention ce défaut d’une marche sire
toutes les fois que le sujet qu'’ils traitent ([14]) n’est pas autrement soumis & nos lumiéres. Ils ne pourraient
donc prendre une forme vraiment méthodique que sur un bien petit nombre de matieres. Pour la leur
donner, il faudrait une profonde intelligence de I'analyse et l'inutilité de Ientreprise dégoiite ceux qui
pourraient en supporter la difficulté.

Il serait en dehors de la gravité de cet écrit d’entrer dans une pareille lutte avec des sentiments
personnels d’indulgence ou d’animosité a I’égard des savants. L’auteur des articles évitera également ces
deux écueils. Si un passé pénible le garantit du premier, un amour profond de la science, qui la lui fait
respecter dans ceux qui la cultivent, assurera contre le second son impartialité.

Il est pénible dans les sciences de se borner au role de critique : nous ne le ferons que contraint et
forcé. Quand nos forces nous le permettront, apres avoir blamé, nous indiquerons ce qui & nos yeux sera



mieux. Nous aurons souvent ainsi I’occasion d’appeler 'attention du lecteur sur les idées nouvelles qui
nous ont conduit dans I’étude de I’analyse. Nous nous permettrons donc de 'occuper de ces idées, dans
nos premiers articles, afin de n’avoir point a y revenir.

Dans des sujets moins abstraits, dans les objets d’art, il y aurait un profond ridicule & faire précéder
un ouvrage de critique par ses propres ceuvres : ce serait avouer par trop naivement ce qui est presque
toujours vrai au fond, que I’on se prend pour le type auquel on rapporte les objets pour les juger : mais ici,
il ne s’agit pas d’exécution, il s’agit des idées les plus abstraites qu’il soit donné & ’homme de concevoir
; ici critique et discussion deviennent synonymes, et discuter, c’est mettre aux prises ses idées avec celles
des autres.

Nous exposerons donc, dans quelques articles, ce qu’il y a de plus général, de plus philosophique, dans
des recherches que mille circonstances ont empéché de publier plus t6t. Nous les présenterons seules, sans
complications d’exemples et de hors-d’ceuvre, qui chez les analystes noyent d’ordinaire les conceptions
générales. Nous les exposerons surtout avec bonne foi, indiquant sans détour la voie qui nous y a conduit,
et les obstacles qui nous ont arrété. Car nous voulons que le lecteur soit aussi instruit que nous des
matiéres que nous aurons traitées. Quand ce but aura été rempli, nous aurons conscience d’avoir bien
fait, sinon par le profit qu’en retirera directement la science, du moins par ’exemple donné, d’une bonne
loi qu’on n’a pas trouvée jusqu’a ce jour.

Ici comme dans toutes les sciences chaque époque a en quelque sorte ses questions du moment : il
y a des questions vivantes qui fixent a la fois les esprits les plus éclairés comme malgré eux et sans que
[illis.] ait présidé a ce concours. Il semble souvent que les mémes idées apparaissent & plusieurs comme
une révélation. Sil’on en cherche la cause il est aisé de la trouver dans les ouvrages de ceux qui nous ont
précédés ou ces idées sont présentes a 'insu de leurs auteurs.

La science n’a pas tiré, jusqu’a ce jour, grand parti de cette coincidence observée si souvent dans les
recherches des savants. Une concurrence facheuse, une rivalité dégradante en ont été les principaux fruits.
Il n’est pourtant pas difficile de reconnaitre dans ce fait la preuve que les savants ne sont pas plus que
d’autres faits pour l'isolement, qu’eux aussi appartiennent a leur époque et que t6t ou tard ils décupleront
leurs forces par 'association. Alors que de temps épargné pour la science !

Beaucoup de questions d'un genre nouveau occupent maintenant les analystes. C’est a découvrir un
lien entre ces questions que nous nous attacherons ([15]).

Tout voir, tout entendre, ne perdre aucune idée.
29 7P 1831

SCIENCES.
HIERARCHIE. ECOLES

La hiérarchie est un moyen méme pour I'inférieur.

Quiconque n’est pas envieux ou a de I’ambition a besoin d’une hiérarchie factice pour vaincre 'envie
ou les obstacles.

Jusqu'a ce qu'un homme ait dit : la science c’est moi, il doit avoir un nom a opposer a ceux qu'il
combat. Si non, son ambition passera pour de ’envie.

Avant d’étre roi il faut étre aristocrate. Machiavel.

L’intrigue est un jeu. Si 'on mérite ce qu’on brigue, on y gagne tout. Si non, on perd la partie.
On combat les professeurs par l'institut, 'institut par le passé, un passé par un autre passé.
Voici la [illis.] de Victor Hugo. Renaissance, moyen age, enfin, moi.

C’est a ce besoin de combattre un homme par un autre homme, un siecle par un autre siecle, qu’on
doit attribuer les réactions littéraires ou scientifiques, qui ne sont pas de longue durée, Aristote, Ptolémée,
Descartes, Laplace.

[Une ligne illisible.]
Ce jeu use celui qui s’en sert. Un homme qui n’est pas dévoué se fait éclectique.

Un homme qui a une idée peut choisir entre, avoir, sa vie durant, une réputation colossale d’homme
savant, ou bien se faire une école, se taire et laisser un grand nom dans l’avenir. Le premier cas a lieu s’



pratique son idée sans remettre, le second s’il la publie. Il y a un troisieme moyen juste milieu entre les
deux autres. C’est de publier et de pratiquer, alors on est ridicule.

Cette liste se trouve a droite ; & gauche est une autre liste de noms, a peu pres les mémes : tous ces noms sont biffés,
sauf ceux de Sturm, de Richard et un autre que je n’ai pu déchiffrer. Parmi les noms de cette premiere liste, qui ne
figurent pas dans la seconde, je distingue ceux de :

Blanchet, Leroy, Poullet de I'Isle, Franceeur.

. Méme erreur est arrivée en 1828 a l'auteur (il avait seize ans). Ce n’est pas la seule analogie frappante entre le

géometre norvégien mort de faim, et le géometre frangais condamné a vivre ou & mourir, comme on voudra, sous les
verrous d’une prison.
(Note de l’éditeur.)

3. Je suis le texte de Chevalier ; il y a dans le manuscrit de Galois un mot illisible.

Chevalier, dans sa copie, a supprimé cette phrase : “Ici rien de semblable” et a placé cet alinéa avant le précédent.
C’est ainsi qu’il est, en effet, placé dans le texte de Galois ; mais, d’une part, les mots “Ici rien de semblable” ne sont
nullement biffés dans le manuscrit ; ils ont, au contraire, été ajoutés en interligne ; d’autre part, ils sont précédés d’un
astérisque suivi d’un trait (assez peu distinct) dont I'extrémité indique sans doute la place ou l’alinéa doit étre placé
; a cette place, les mots supprimés par Chevalier ont un sens tres clair ; ils n’en ont pas quand on laisse le second
alinéa avant le premier : c’est évidemment la raison pour laquelle Chevalier les a supprimés.

On sait assez que le second Mémoire est perdu : toutefois, il subsiste un morceau (non daté) ou Galois traite de la
division de ’argument dans les fonctions elliptiques et dont le contenu correspond assez bien a 'indication du texte ;
on peut donc supposer que ce morceau pouvait rentrer dans I’ensemble que Galois voulait publier. Il sera publié dans
un second article.

. Voici la phrase a laquelle Galois fait allusion : “Tout ce qui précede, je ’ai dit pour prouver que c’est sciemment que

je m’expose a la risée des sots.”

7. Texte de Chevalier ; on ne distingue que la lettre n ; le reste du mot est un trou.

8. Mot peu lisible, omis par Chevalier.

9. Un mot illisible, je suis le texte de Chevalier.

10.

11.
12.

13.
14.
15.

C’est le texte de Chevalier. Le passage est illisible ; je ne puis lire “rencontre” ; apres “explorations” qui est douteux,
il y a les mots, douteux aussi : “et qui souvent sont imaginaires” et ceux-ci, bien nets : “Mais aussi plus de role au
savant”. Chevalier a supprimé ce qui ne s’accordait pas avec son texte.

Chevalier a écrit : “et la...”.

Je suis le texte de Chevalier ; il y a ici, en interligne, une phrase dont le copiste n’a pas tenu compte, malgré son
intérét ; malheureusement, elle est en partie illisible : j’y distingue & peu prés ce qui suit : “toute immatérielle qu’elle
[illis.] analyse n’est pas plus en notre pouvoir que d’autre [illis.].”

Autre addition, en interligne, supprimée par Chevalier : “il faut 1’épier, la sonder, la solliciter [la vérité]”.
Dans le manuscrit : “qu’il traite”.

Passage biffé.
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ECRITS MATHEMATIQUES INEDITS.

En dehors des quelques fragments que 'on trouvera plus loin, les écrits mathématiques de Galois que
Liouville n’a pas publiés contiennent une cinquantaine de feuilles détachées ([1]) pleines de calculs qui,
pour la plupart, concernent la théorie des fonctions elliptiques et remontent sans doute a un moment ou
Galois étudiait les Mémoires de Jacobi ([2]), quatre pages sur les équations aux dérivées partielles du
premier ordre, quelques calculs, avec un commencement de rédaction, sur les intégrales eulériennes ([3]),
huit lignes, dont plusieurs mots sont déchirés, qui paraissent se rapporter au groupe alterné et n’avoir pas
grand intérét, un cahier dont la plupart des pages sont blanches et dont je dirai tout a I’heure deux mots,
enfin une vingtaine de lignes sur le théoréme d’Abel.

Ces vingt lignes peuvent étre regardées comme un résumé de la célebre “Démonstration d’une propriété
générale d’une certaine classe de fonctions transcendantes” ([4]), qui est datée de 1829 ; elles occupent les
deux tiers de la premiére page d’une feuille double de méme format (30 x 15) que la lettre a Chevalier.
On lit en haut de la page :

Théorie des fonctions de la forme / X dz, X étant une fonction algébrique de x.

Les mots “fonctions de la...”; jusqu’a la fin, sont biffés et Galois a écrit au-dessus
intégrales dont les différentielles est algébrique.

Le premier titre est presque identique & ceux qui ont été signalés précédemment (p. 17 et p. 23). dont
I’'un porte la mention “septembre 1831”. L’énoncé du théoréme d’Abel (qui n’est pas nommé) est précédé
des mots “Lemme fondamental”. Apres la démonstration on lit

Remarque. Dans le cas o

Le reste de la page, les deux pages qui suivent sont en blanc ([5]). Ces quelques lignes sont-elles tout
ce qui reste du troisieme Mémoire qui concerne les intégrales, que Galois résume dans la lettre a Chevalier
? Ce troisieme Mémoire a-t-il été rédigé 7 Je rappelle quelques termes de la lettre

On pourra faire avec tout cela trois Mémoires.

Le premier est écrit, et... je le maintiens... . . . tout ce que j’ai écrit 1a est depuis bientét un an dans
ma téte.

Le premier est écrit semble indiquer que les autres ne sont pas rédigés. On pourra faire avec tout cela
trois Mémoires porte a penser que Galois laissait des notes, dont on ne peut plus espérer aujourd’hui
qu’elles soient retrouvées. Une seule chose est certaine, c’est que, la veille de sa mort, il avait tout cela
dans la téte.

Le cahier est du format 20 x 15 ; on lit sur la couverture : Notes de mathématiques, quatorze pages,
seulement, sont utilisées. On trouve dans ce cahier et, parfois, sur la méme page, deux sortes d’écriture :
pour 'une, il n’y a pas de doute, c’est bien celle de Galois, avec son allure habituelle. L’autre, beaucoup
moins lisible, est droite. Je me suis demandé si Galois ne s’était pas amusé a déformer son écriture ; mais
M. Paul Dupuy, aprés un examen attentif des deux écritures, a constaté qu’elles révélaient des habitudes
tres différentes : elles ne sont pas de la méme personne.

Au reste, ce cahier, par son contenu, n’offre qu'un intérét médiocre. Les pages qui sont de Galois
contiennent quelques remarques sur les asymptotes des courbes algébriques et un court essai sur les
principes de 1’Analyse, dont je citerai quelques lignes ; elles caractérisent un état d’esprit qui résultait
sans doute de I’enseignement que Galois avait re¢u ; on n’oubliera pas qu’il n’était sans doute alors qu'un
écolier, un écolier qui, peut-étre, avait approfondi déja des problémes singulierement difficiles.

Apres avoir expliqué comment il juge la méthode de Lagrange, ou le développement de Taylor tient le
role essentiel, préférable a la méthode qui consiste & partir de la notion de dérivée considérée comme la
limité de 'expression

f(X) - f=)

X—-z '
limite qui ne peut étre constamment nulle ou infinie, et comment le raisonnement de Lagrange ne tient
pas debout, il propose de lui substituer le suivant :



Considérons d’abord une fonction ¢(z) qui devienne nulle pour la valeur 0 de la variable. Je dis que

¢(2)

I’on pourra toujours déterminer un seul nombre positif et fini n de maniére que — = ne soit ni nulle ni
on

¢(2) .

infinie, & moins que ——= ne soit nul quand z = 0, pour toute valeur finie de n.
z

#(2) ¢(2)

n’est pas nul quand z = 0 pour toute valeur finie de n, soit m une valeur telle que =
z

¢(2)

Car si

ne soit pas nul quand z = 0. Si acquiert alors une valeur finie, la proposition est démontrée. Sinon

z
Km) étant infini et ¢(2) nul pour z = 0, en faisant croitre n depuis n = 0 jusqu’'a n = m, les valeurs de
z
o2) - P e e 0)
g pour z = 0 devront étre infinies & partir d’une certaine limite. Soit p cette limite. —p ne sera pas
e . 9(2) . . o P(2) oA
infini pour z = 0 mais " le sera, quelque petite que soit la quantité . Donc —. ne saurait étre nul
z z

pour z = 0. La proposition est donc démontrée.

De cette proposition ainsi “démontrée”, Galois conclut qu’une fonction ¢(s), qui ne devient pas infinie
pour z = 0, peut se mettre sous la forme

p(z) = A+ Bz" +C2™ + ...+ P2P 4+ 2F0(2),

ol les exposants positifs n,m, ..., p, k vont en croissant, ’exposant k& étant aussi grand qu’on veut et
la fonction ¥(z) n’étant ni nulle ni infinie pour z = 0.

De la formule du binéme il déduit ensuite le développement de Taylor.

Quant aux fragments qui suivent, j’ai cru devoir les reproduire tels quels, avec une exactitude minu-
tieuse, en conservant l’orthographe, la ponctuation ou ’absence de ponctuation, sans les quelques correc-
tions qui se présentent naturellement a I’esprit. Cette minutie m’était imposée pour les quelques passages
ou la pensée de Galois n’était pas claire pour moi ; sur cette pensée, les fragments informes que je publie
jetteront peut-étre quelque lueur. Je me suis efforcé de donner au lecteur une photographie sans retouche.

J. T.

[Premiére feuille] ([6]).

Permutations. Nombres de lettres m.
Substitutions. Notation.

Période. Substitutions inverses. Substitutions semblables. Substitutions circulaires. Ordre. Autres
substitutions.

Groupes. Groupes semblables. Notation.
Théoreme 1. Les Permutations communes & deux groupes forment un groupe.

Théoréme II. Si un groupe est contenu dans un autre, celui-ci sera la somme d’un certain nombre de
groupes semblables au premier, qui en sera dit un diviseur.

Théoreme III. Si le nombre des permutations d’un groupe est divisible par p (p étant premier), ce
groupe contiendra une substitution dont la période sera de p termes.

Réduction des groupes, dépendants ou indépendants. Groupes irréductibles.
Des groupes irréductibles en général.

Théoreme. Parmi les permutations d’un groupe, il y en a toujours une ou une lettre donnée occupe
une place donnée, et, si I’on ne considére dans un groupe irréductible que les permutations ot une méme
lettre occupe une méme place et qu’on fasse abstraction de cette lettre, les permutations qu’on obtiendra
ainsi formeront un groupe. Soit n le nombre des permutations de ce dernier mn ([7]).

Nouvelle démonstration du théoreme relatif aux groupes alternes.

Théoreme. Si un groupe contient une substitution complete de 'ordre m et une de 'ordre m — 1, il
sera irréductible.



Discussion des groupes irréductibles. Groupes, primitif et non primitif. Propriété des racines ([8]).
On peut supposer que le groupe ne contienne que des substitutions paires.
Il y aura toujours un systéme conjugué complet de m permutations quand m = 4n et 4n + 1, un

systéme conjugué complet de ) permutations quand m = 4n + 2.

Donc t = m — 2 dans le premier cas, t = (m — 2)/2 dans le second ([9]).
[Deuxieme feuille.]

Application & la théorie des fonctions et des équations algébriques. Fonctions semblables. Combien il peut
y avoir de fonctions semblables entre elles. M" Cauchy. Groupes appartenant aux fonctions. Théoréme
plus général, quand m > 4. Quelles sont les fonctions qui n’ont que m valeurs, ou qui ne contenant que
des substitutions paires, n’ont que 2m valeurs.

Théoréme. Si une fonction de m indéterminées est donnée par une équation de degré inférieur & m
dont tous les coefficients soient des fonctions symétriques permanentes ou alternées de ces indéterminées,
cette fonction sera elle méme symétrique, quand m > 4.

Théoreme. Si une fonction de m indéterminées est donnée par une équation de degré m dont tous les
coefficients, etc. ; cette fonction sera symétrique permanente ou alternée par rapport a toutes les lettres
ou du moins par rapport m — 1 d’entre elles.

Théoreme. Aucune équation algébrique de degré supérieur a 4 ne saurait se résoudre ni s’abaisser.
Du cas ou une fonction des racines de ’équation dont le groupe est G est connue.

Théoreme. Soit H le groupe d’une fonction ¢ des racines, G est

un diviseur de H, ¢ ne dépendra plus que d’une ([10]) équation du n*™¢ degré.

On peut ramener a ce cas celui ou on supposerait plusieurs fonctions connues.

Premier cas. Quand le groupe appartenant a la fonction connue est réductible. Cas ou une seule
permutation lui appartient.

2¢ cas. Quand le groupe appartenant a la fonction est irréductible non primitif.
3¢ cas. Quand le groupe appartenant a la fonction est primitif m étant premier ([11]).
4¢ cas. Quand le groupe appartenant & la fonction est primitif et que m = p2.

5¢ cas. Quand le groupe est primitif m — 1 étant premier ou le carré d’un nombre premier ([12]).

Note sur les équations numériques.

Ce qu’on entend par I’ensemble des permutations d’une équation.

Du cas ou cet ensemble constitue un groupe.

Il n’y a qu’une circonstance ot nous ayons reconnu que cela doit nécessairement avoir lieu. C’est celui
ol toutes les racines sont des fonctions rationnelles d’une quelconque d’entre elles.

Démonstration.

C’est improprement, etc. Du reste, tout ce que nous avons dit est applicable a ce changement pres.
1°. théoreme. Si une équation jouit de la propriété énoncée, toute fonction des racines invariable par les
m — 1 substitutions conjuguées sera connue, et réciproquement. 2° Théoréme découlant de la réciproque
précédente ([13]). Toute équation dont les racines seront des fonctions rationnelles de la premiére ; jouira
de la méme propriété. 3° Corollaire. Si a est une racine imaginaire d’une pareille équation et que fa en
soit la conjuguée, fx sera en gén'ral la conjuguée d’une racine quelconque imaginaire, x.

On peut passer aisément de ce cas a celui ou une racine étant connue, quelques unes en dépendent par
des fonctions rationnelles. Car soient

Z, ¢1l‘, ¢2($)7

Ces racines, si I'on prend, etc.



Il est aisé de voir que la méme méthode de décomposition s’applique au cas ou dans ’ensemble des
permutations d’une équation, n mémes lettres occupent toujours n mémes places (abstraction faite de
Pordre) quand une seule de ces lettres occupe une de ces places, et il n’est pas nécessaire pour cela que
I’ensemble de ces permutations constitue un groupe.

(14])
On appelle groupe un systeme de permutations tel que etc. Nous représenterons cet ensemble par G.

G S est le groupe engendré lorsqu’on opeére sur tout le groupe G la substitution S. Il sera dit semblable

Un groupe peut étre fort différent d’'un autre et avoir les mémes substitutions. Ce groupe en général
ne sera pas GS.

Groupe réductible est un groupe dans les permutations duquel n lettres ne sortent pas de n places
fixes. Tel est le groupe

abcde abdec abecd
bacde badec baecd

Un groupe irréductible, etc.

Un groupe irréductible est tel qu'une lettre donnée occupe une place donnée. Car, supposons qu’une
place ne puisse appartenir qu’'a n lettres. Alors toute place occupée par I'une de ces lettres jouira de la
méme propriété. Donc etc.

Groupe irréductible non-primitif est celui ot 'on a n places et n lettres telles que une des lettres ne
puisse occuper une de ces places, sans que les n lettres n’occupent les n places.

On voit que les lettres se partageront en classes de n lettres telles que les n places en question ne
puissent étre occupées a la fois que par 1'une de ces places ([15]). d’ou

TS =S8TS =T — 15T

Sur l'autre face du méme fragment, on lit :

Si 'on représente les n lettres par n indices
1.23...n
toute permutation pourra étre représentée

#l $2 ¢3...¢n

¢ étant une fonction convenablement choisie la substitution par laquelle on passe de la premiere perm.
a lautre sera (k, ¢k), k désignant un indice quelconque.

Au lieu de représenter les lettres par des nombres on pourrait représenter les places par des nombres.

équations ([16]). Nous nous contenterons donc d’avoir exposé les définitions indispensables pour
Iintelligence de la suite et nous allons montrer la liaison qui existe entre les deux théories.

§ 2. Comment la théorie des Equations dépend de celle des Permutations.

6. Considérons une équation a coefficients quelconques et regardons comme rationnelle toute quantité
qui s’exprime rationnellement au moyen des coefficients de ’équation, et méme au moyen d’un certain
nombre d’autres quantités irrationnelles adjointes que 1’on peut supposer connues a priori.

Lorsqu’une fonction des racines ne change pas de valeur numérique par une certaine substitution opérée
entre les racines, elle est dite invariable par cette substitution. On voit qu’une fonction peut trés bien étre
invariable par telle ou telle substitution entre les racines, sans que sa forme I'indique. Ainsi, si F/(z) = 0 est
P’équation proposée, la fonction @¢[F(a), F(b),...], (¢ étant une fonction quelconque, a,b, c... les racines)
sera une fonction de ces racines invariable par toute substitution entre les racines, sans que sa forme
I'indique généralement.



Or c’est une question dont il ne parait pas qu’on ait encore la solution, de savoir si, étant donnée une
fonction de plusieurs quantités numériques, on peut trouver un groupe qui contienne toutes les substitu-
tions par lesquelles cette fonction est invariable, et qui n’en contienne pas d’autres.

Il est certain que cela a lieu pour des quantités littérales, puisqu’une fonction de plusieurs lettres
invariables par deux substitutions est invariable par leur produit. Mais rien n’annonce que la méme chose
ait toujours lieu quand aux lettres on substitue des nombres.

On ne peut donc point traiter toutes les équations comme les équations littérales. Il faut avoir recours
a des considérations fondées sur les propriétés particulieres de chaque équation numérique. C’est ce que
je vais tacher de faire

Des cas particuliers des équations ([17])

Remarquons que tout ce qu’une équation numérique peut avoir de particulier, doit provenir de certaines
relations entre les racines. Ces relations seront rationnelles dans le sens que nous ’avons entendu, c’est
a dire qu’elles ne contiendront d’irrationnelles que les coefficients de I’équation et les quantités adjointes.
De plus ces relations ne devront pas étre invariables par toute substitution opérée sur les racines, sans
quoi on n’aurait rien de plus que dans les équations littérales.

Ce qu’il importe donc de connaitre, c’est par quelles substitutions peuvent étre invariables des relations
entre les racines, ou ce qui revient au méme, des fonctions des racines dont la valeur numérique est
déterminable rationnellement.

A ce sujet, nous allons démontrer un théoréeme de la derniére importance dans cette matiére et dont
’énoncé suit : “Etant donnée une équation avec un certain nombre de quantités adjointes, il existe toujours
un certain groupe de permutations dont les substitutions sont telles ([18]) que toute fonction des racines
invariable par ces substitutions est rationnellement connue, et telle réciproquement qu’une fonction ne peut
étre rationnellement déterminable, & moins d’étre invariable par ces substitutions que nous nommerons
substitutions de 'équation.” (Dans le cas des équations littérales, ce groupe n’est autre chose que l’ensemble
de toutes les permutations des racines, puisque les fonctions symmétriques sont seules connues).

Pour plus de simplicité, nous supposerons dans la démonstration de notre théoréme, qu’il ait été
reconnu pour toutes les équations de degrés inférieurs ; ce qu'on peut toujours admettre puisqu’il est
évident pour les équations du second degré.

Admettons donc la chose pour tous les degrés inférieurs & m ; pour la démontrer dans le m*®™¢, nous

distinguerons quatre cas :
1°" Cas. L’équation se décomposant en deux ou en un plus grand nombre de facteurs.

Soit U = 0 I'équation, U = VT,V et T étant des fonctions dont les coefficients se déterminent
rationnellement au moyen des coefficients de la proposée et des quantités adjointes.

Je vais faire voir que, dans ’hypothese, on pourra trouver un groupe qui satisfasse a la condition
énoncée.

Remarquons ici que dans ces sortes de questions, comme il ne s’agit que, des substitutions par lesquelles
des fonctions sont invariables, si un groupe satisfait & la condition, tout groupe qui aurait les mémes
substitutions y satisfera aussi. Il convient donc de partir toujours d’une permutation arbitraire, mais fixe,
afin de déterminer les groupes que ’on aura a considérer. De cette maniére, on évitera toute ambiguité.

Cela posé, dans le cas actuel, il est clair que si 'on adjoignait a I’équation U = 0, toutes les racines
de I'équation V = 0, I"équation U = 0 se décomposerait en facteurs dont I'un serait 7' = 0, et les autres
seraient les facteurs simples de V.

Soit H le groupe que ’on obtient en opérant sur une permutation arbitraire A des racines de 1’équation
U = 0, toutes les substitutions qui sont relatives a I’équation 7' = 0 quand on lui adjoint les racines de
V=0.

Soit K le groupe que l'on obtient en opérant sur toutes les substitutions qui sont relatives & V=0
quand on ne lui adjoint que les quantités adjointes primitivement a la proposée.

Combinez en tous sens toutes les substitutions du groupe H avec celles du groupe K. Vous obtiendrez
un groupe réductible que je dis jouir de la condition exigée relativement a la question proposée.

En effet toute fonction invariable par les substitutions du groupe K ([19] [20])



Soit donc ¢(H) une certaine fonction invariable par les substitutions du groupe H et non par celles du
groupe G. On aura donc

la fonction y ne contenant dans son expression que les quantités antérieurement connues.

Eliminons algébriquement r entre les équations

P=A f(r)y==z2

On aura une équation irréductible du p*™¢ degré en z. (Sinon z serait fonction de 7P : ce qui est
contre I’hypothése). Maintenant soit S une des substitutions du groupe G qui ne lui soient pas communes
a H. On voit que ¢p(HS) sera encore racine de I’équation ci-dessus en z, puisque les coefficients de cette
équation sont invariables par la substitution S.

On aura donc
P(HS) = f(ar)
« étant une des racines de 1'unité.
Ces deux équations
o(H) = f(r) ¢(HS)= f(ar)

donneront par I’élimination de r une relation entre

o(H) &(HS) eta

indépendante de r, et la méme relation aura par conséquent lieu entre

1+ ¢(H) et ¢(HS?)

Donc : comme

¢(HS) = f(ar)

on en déduit

G(HS?) = f(a®r)

et ainsi de suite, jusqu’a

P(HSP) = f(r) = ¢(H)

Ainsi la connaissance de la seule quantité r, donne a la fois toutes les fonctions correspondantes aux
groupes
H,HS,HS?, ..

la somme de ces groupes est évidemment G, puisque toute

Etant donnée ([21]) une équation avec tant de quantités adjointes que on voudra, on peut toujours
trouver quelque fonction des racines qui soit numériquement invariable par toutes les substitutions d’un
groupe donné et ne le soit pas par d’autres substitutions.

Si le groupe d’une équation se décompose en n groupes semblables H, HS, HS ([22]), et qu'une fonction
¢(H) soit invariable par toutes les substitutions du groupe H par aucune autre substitution du groupe G,
cette fonction est racine d’une équation irréductible du n**™¢ degré dont les autres racines sont ¢(HS), ...



Note ([23]).

On appelle équations non-primitives les équations qui, étant, par exemple du degré mn se décomposent
en m facteurs du degré n au moyen d’une seule équation du degré m. Ce sont les Equations de M* Gauss.
Les équations primitives sont celles qui ne jouissent pas d’une pareille simplification. Je suis, a ’égard des
Equations primitives, parvenu aux résultats suivants :

1° Pour qu’une équation primitive de degré m soit résoluble par radicaux, il faut que m = p¥, p étant
un nombre premier

2° Si 'on excepte le cas de m = 9 et m = pP, I'équation devra étre telle que deux quelconques de ses
racines étant connues, les autres s’en déduisent rationnellement.

3° Dans le cas de m = pP, deux des racines étant connues, les autres doivent s’en déduire du moins
par un seul radical du degré p.

4° Enfin dans le cas de m = 9, ’équation doit étre du genre de celles qui déterminent la trisection des
fonctions Elliptiques.

La démonstration de ces propositions est fondée sur la théorie des permutations. ([24])
ADDITION AU MEMOIRE SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS.

Lemme I. Soit un groupe G de mt.n permutations, qui se décompose en n groupes semblables a H.
Supposons que le groupe H se décompose en t groupes de m permutations, et semblables a K.

Si, parmi toutes les substitutions du groupe G, celles du groupe H sont les seules qui puissent trans-
former 'une dans lautre quelques substitutions du groupe K, on aura n = 1 (mod m) ou tn =
t (mod m).

Lemme II. Si p est un nombre premier, et p un entier quelconque on aura

(@=p)@=p)(z—p)...(e-p") = x::f <m0d Zt:f)'

Ces deux lemmes permettent de voir dans quel cas un groupe primitif de degré p” (ol p est premier)
peut appartenir & une équation résoluble par radicaux.

v
En effet, appelons G un groupe qui contient toutes les substitutions linéaires possibles par les I; 11
lettres. (Voyez le mémoire cité.) Soit, s’il est possible, L un groupe qui divise G et qui se partage lui-méme
en p groupes semblables & K, K ne comprenant pas deux permutations ou une lettre occupe la méme
place. On peut prouver 1° que s’il y a dans le groupe G et hors du groupe L, quelque substitution S qui
transforme 'une dans 'autre quelques substitutions du groupe K, cette substitution sera de r termes, r
étant un diviseur de p — 1.

D’apres cela, comme le nombre de permutations du groupe G est P

)P’ —p)

d’apres le lemme I, on devra avoir ([25])

P =P @ =" 0" =P —p) =D (mOd Zz)::ll)

D’ott I'on voit que v doit étre un nombre premier ([26]). (Lemme IT)

v —1
przu(modp )
p—1

On en déduit quand v > 2 pr = pu, savoir p = v, puisque p et p sont premiers.

Ainsi, le théoréme que j’avais énoncé dans mon mémoire sera vrai dans tout autre cas que dans celui
ou p serait élevé a la puissance p.



Toujours devra-t-on avoir » = 1, et L = H. Ainsi méme dans le ppiéme degré le groupe de I’équation
P _ p_q
réduite du degré pil = devra étre de pilp permutations. La regle est donc encore fort simple dans
p— p—

ce cas.
. 1o o - . pP—1 .
il faut comme on voit 1° que v =1 ; 2° que le groupe de la réduite soit de 7117 = permutations
p—
(127])

Dans un mémoire sur la théorie des Equations, j’ai fait voir comment on peut résoudre une équation
algébrique de degré premier m, dont les racines sont xg,x1,Za,...,ZTmn_1, quand on suppose connue la
valeur d’une fonction des racines qui ne demeure invariable que par les substitutions de la forme (zp, Zgk4b)-
Or il arrive, par un hasard que nous n’avions pas prévu, que la Méthode proposée dans ce mémoire
s’applique avec succes a la division d’une fonction elliptique de premiere classe en un nombre premier de
parties égales. Nous pourrions, a la rigueur, nous contenter de donner cette division, et le probleme de la
section des fonctions de premiere classe pourrait étre considéré comme résolu.

Mais, afin de rendre cette solution plus générale, nous nous proposerons de diviser une fonction ellip-
tique de premiere classe en m parties égales, m étant = p™ et p premier.

Pour cela nous étendons d’abord la méthode exposée dans le mémoire cité, au cas ou le degré de
I’équation serait une puissance de nombre premier. Nous supposerons toujours que les racines soient
o, T1,T2,...,LTm_1, et que I'on connaisse la valeur d’une fonction de ces racines qui ne demeure invariable
que pour des substitutions de la forme (k, ak + b).

Dans cette expression, k et ak + b signifieront les restes minima de ces quantités par rapport a m.
Parmi les substitutions de cette forme, que, pour abréger, nous appelerons substitutions linéaires, il est
clair que I'on ne peut admettre que celles ol a est premier avec m, sans quoi une méme ak + b remplacerait
a la fois plusieurs k.

Cela posé, passons a la resolution de la classe d’équations indiquée.

§ 1. Résolution de l’équation algébrique de degré p™ en y supposant connue la valeur d’une fonction
qui n’est invariable que par des substitutions linéaires.

La congruence k = ak+b n’étant pas soluble pour plus d’une seule valeur, on voit clairement que la fonc-
tion qu’on suppose connue n’est invariable par aucune substitution dans laquelle deux lettres garderaient
un méme rang.

Si donc, mutatis mutandis, on applique a ce cas les raisonnements employés dans le mémoire cité, on
vérifiera I’énoncé de la proposition qui suit :

“Btant supposée connue la valeur de la fonction en question, une racine s’exprimera toujours au moyen
de deux autres, et ’égalité qu’on obtiendra ainsi sera invariable par les substitutions telles que (k, ak+b).”

Soit donc xo = f(z1,x0) on en déduira en général,

Z2a+46 = f(Tats, Tn),

équation qui, appliquée de toutes manieres, donnera ’expression d’une quelconque des racines de deux
autres quelconques, si I’on a soin d’y substituer successivement les expressions des racines qui entrent dans
cette équation.

Cela posé, prennons une fonction symmétrique @ des racines xq, Tp, Tap, Tap, - - -, T(pn-1_1)p ; il vient
@(!L‘o,xp, T2py - - ) = <I)0

B(x1, Tpy1, Topt1,...) = Py

q)(fm Tp+2, L2p+2;5 - - ) =&,

et supposons qu’en général &, = ®,_; Toute fonction des quantités ®, qui sera invariable par les sub-
stitutions linéaires de ces quantités, sera évidemment une fonction invariable par les substitutions linéaires



de zg, z1,22,...,Tm—_1. Ainsi l'on connaitra a priori toute fonction des quantités, @, @1, ..., P,_1, invari-
able par les substitutions linéaires de ces quantités. On pourra donc 1° former I’équation dont ces quantités
sont racines (puisque toute fonction symmétrique est & plus forte raison invariable par les substitutions)
; 2° résoudre cette équation.

Il suit de la, qu’on pourra toujours, au moyen d’une équation de degré p, algébriquement soluble,
diviser I’équation proposée en facteurs dont les racines seront respectivement

-Tvapvapaxlip: e

L1, Tp+1y L2p+15 L3p41s- -+

Comme dans chaque facteur on aura ’expression d’une racine au moyen de deux autres, par exemple,
dans le premier,

f(xpvxo) = Z2p

et que cette expression sera invariable par toute substitution linéaire, on voit que chaque facteur pourra
se traiter comme 1’équation donnée, et que le probleme, s’abaissant successivement, sera enfin résolu.

On peut en conséquence regarder comme solubles les équations dans lesquelles on connaitrait la valeur
d’une fonction des racines qui ne serait invariable que par des substitutions linéaires, quand le degré de
I’équation est une puissance de nombre premier.

Nous pouvons donc passer & la solution du probleme général de la section des transcendantes de
premiere classe, puisque, toute fraction étant la somme de fractions dont les dénominateurs sont des
puissances de nombres premiers, il suffit d’apprendre a diviser ces transcendantes en p™ parties égales.

§ 2. Division des transcendantes de premiére espéce en m = p" parties égales.

Nous déterminerons chaque transcendante par le sinus de son amplitude. On pourrait de la méme
maniére prendre le cosinus ou la tangente, et il n’y aurait rien a changer a ce que nous allons dire.

Nous désignerons par (z,y) le sinus de la transcendante somme des transcendantes dont les sinus sont
x et y. Si x est le sinus d’'une transcendante, (x)* désignera celui d’une transcendante k fois plus grande.

Il est clair que (x,—y) sera le sinus de la différence des transcendantes qui ont pour sinus, d’apres la
notation indiquée pour les sommes.

Cela posé, nous commencerons par une remarque sur la nature des quantités qui satisfont a I’équation
m o __
()™ =0.

Sil’on désigne par p I'une de ses racines, il est clair que (p)” en sera une autre. L’on aura donc une suite
de racines exprimée par p, (p)2, (p),..., (p)™ . Le nombre des racines étant > m, soit ¢ une des racines
qui ne sont pas comprises dans cette suite, (g)! sera une autre racine différente de ¢ et des premiéres. Car,
si I'on avait (p)¥ = (¢)! on en déduirait ¢ = (¢)?, g étant un nombre entier.

k

Prenant donc les deux suites p, (p)2, ...etq, (q)z, ... on trouvera pour la formule générale des racines
de I’équation (z)™ = 0, cette expression
E (Nl
((n)" (2)")

Cela posé, supposons que I'on donne a résoudre I’équation (z)™ = sin A, m étant impair et toujours
de la forme p™. Si x est une des racines, il est clair que toutes les autres seront

(=, ()", (0)")

Posons donc en général
(z, ()", ()" = Tkl

en faisant x = xgp nous en déduirons généralement

($2a+b,20+d - $a+b,c+d) = ($a+b,c+d - xb,d)

d’ou
(I2a+b,26+d = ((l‘a+b,c+d)27~’[b,d)



Or il est aisé de tirer de cette égalité une expression rationnelle de 2244y 2044 €n fonction de 444 c44 €t
de zp 4. Car si ¢ est arc correspondant & I'un quelconque des sinus qui satisfont & ’équation (z)™ = sin A
pour avoir cos ¢ en fonction de sin ¢, il suffit de chercher le plus grand commun diviseur entre les équations
2?2 +y? =1let f(y) = cos A, f(y) étant le cosinus de la transcendante m fois plus grande que celle dont le
cosinus est y. On trouverait de méme Ay en fonction rationnelle de sin ¢.

Ou pourra donc, par les formules connues, exprimer

ZToa+b2c+d = f(Tatb,ctds Th,d)

en fonction rationnelle de x4y c+q €t de xp 4
Ce principe posé, démontrons la proposition suivante :

“Toute fonction rationnelle de x¢,0, 21,0, Z0,1, - - - invariable par les substitutions de la forme (2 i, Tak+b,ci+d)
immédiatement connue.”

En effet, on pourra d’abord rendre cette fonction fonction de xg ¢, 1,0, 20,1 seuls, par I’élimination des
autres racines. Cette fonction ne changerait pas de valeur si a la place de xg 0, 1,0, %0,1,... on mettait
20,0, 1,0, Tk,1, k n’étant pas nul.

Or, comme toute racine de la forme z; s’exprime en fonction rationnelle de xg g, et xg, il s’ensuit
que toute fonction symmétrique des racines dans lesquelles le premier indice n’est pas nul sera connue en
fonction rationnelle et entiere de zg et de zo;. Donc la fonction que nous considérions tout a I’heure
ne variant pas quand on met pour x; o I'une quelconque des racines dont le premier indice n’est pas nul,
cette fonction sera une fonction de xg, et de z¢,, seuls. On éliminera encore xy; de cette fonction qui
deviendra fonction de zg, et enfin une quantité connue.

Le principe est donc démontré.

Cela posé soit F' une fonction symmétrique de certaines racines de 1’équation proposée. Posons
F(IO,O, Z0,1,%0,2, - - D) =1%o

F(z1,0,21,1,21,2,---) =1

F(x2,0,%2,1,%2,2,...) = Y2

Prenons une fonction de yg, y1,ys - .. invariable par les substitutions linéaires de ces quantités. Il est
clair que cette fonction sera une fonction des racines z invariable par toute substitution telle que ([28])
(@k,1,ak+b,ck+d). Cette fonction sera donc connue. On pourra donc, par la méthode que j’ai indiquée,
trouver les valeurs de yg, y1, %2 . . . et par conséquent décomposer ’équation proposée en facteurs dont 1'un
ait pour racines g0, Zo,1, 20,2, - - -

On trouverait de méme un facteur de la méme équation dont les racines seraient x,21,0,22,0,-- -
On pourra donc en cherchant le plus grand commun diviseur de ces deux facteurs avoir zg o, qui est I'une
des solutions cherchées. Il en serait de méme des autres racines. ([29])

NOTE 1. SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES.

Soit I’équation linéaire & coefficients variables

d"y dnfly dn72y dy
P—— — 4+ S+ Ty=V
dxn + dzn—1 + Qdm"*Q + dx t4y

Pour l'intégrer supposons que nous connaissions n solutions

y=u ,=Uu, ...

s

, = Unp
de cette équation privée de second membre. La solution complete
Y = iUy + QoUug + azus + ... + g

qui convient a ’équation privée de second membre, satisfera encore quand on supposera ce second membre,
si au lieu de regarder aq, s, as, ..., a, comme constantes, on les considere comme déterminées par les
, . . dzr, dza dx,

equations suivantes en ——, —,... —
dr ' dz dx
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d(,n +u d(¥2 +u3d(¥3 4. +U7Lda" =0

dz
du1 dal duz das dus dos du, dan,
dw dx + dac dx + dx _dx +...t+ dx dac =0
d? Uy doq U doq 4> Uz da3 d? Uy doy,
(1) dx? + dmz + dx? +...t dz? dx

an—

dn Tuy doq d" gy doq lug dOtg d?u, do,
dzn—1 + dm" B + dm" B +...+ dzn—1 dx =V

Il importe d’abord de reconnaitre si le dénominateur commun aux valeurs tirées de ces équations peut
ou non étre nul.

Pour cela j'observe que ce dénominateur est le méme que celui des n équations suivantes résolues par
rapport & PQ ... ST

ddllibl + Pddtc_ﬂlull + Q da‘n e ot Sdul +Tu; =0
du 4 pd = & Qd e ..+5% 4 Tuy =0
1 —2
(2) sy pd_tus | df Pug 4 gdus gy — 0

dd;;ln +Pddlnun +lenuﬁ+ +S%+Tun:0

Or ces équations doivent étre parfaitement déterminées, puisque la forme d’une équation différentielle
dépend uniquement de celle de 1’équation intégrale.

Donc le dénominateur en question n’est jamais nul.

Mais on peut de plus le calculer d’avance. Soit D le dénominateur. Il est aisé de voir que 1'on aura

dD
% :Dn"‘anl —I—Dn,Q—ﬁ-Dn,g—‘r...—l—Dl
) . . d™u | d"lu )
D1 étant ce que devient D quand on y substitue partout e a la place de e Dn —1 ce que devient
T T
n—1 m—2
D quand on y met Jam ? au lieu de dT—Z et ainsi de suite enfin D1 ce que devient D par la substitution
x

de d— la place de u
dx

FEt comme toutes les parties sont nulles excepté D,, il reste

dD
~ =D,
dx
Mais on a d’ailleurs
p__Dn
D

Puisque —Dn est le numérateur de 'expression de P tirée de (2).

— [ Pd . , .
Donc D =e f * valeur cherchée du dénominateur.

On pourrait de cette derniére formule déduire celle que nous avons trouvée plus haut, en considérant
une équation linéaire de l'ordre n, comme remplagant n équations simultanées seulement du premier
ordre. Quant a la détermination des numérateurs des quantités inconnues, et a ’examen du cas ou 'on
n’aurait qu'une partie des solutions de la question, nous n’entrerons pas dans ces détails auxquels le lecteur
suppléera au moyen des principes émis plus haut.

RECHERCHE SUR LES SURFACES DU 2¢ DEGRE ([30]).

Probléme ([31]). Etant données dans un parallélépipede les trois arétes m, m’, m”, et les angles 6, ', 6",
que font entre elles respectivement m’ et m”, m et m”, trouver I'expression des angles de la diagonale
avec les arétes.
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Soit m = OM,m' = OM',m” = OM?”. Si I'on cherche 'angle POM que la diagonale OP forme avec
OM, on aura dans le triangle OPM

m?+ OP2 — PM°

s POM =
cos PO 2m.OP

Mais on a par la géométrie
0P =m?+m'? + 2m'm” cos @ + 2mm” cos @' + 2mm’ cos ¢/
PM =m +m"™ + 2m'm” cosf
d’ot 'on tire
m?+ 0P —PM = 2m(m + m” cos§’ + m" cos9")

et enfin .y , , .
m +m' cos@ + m' cosf

POM =
cos PO oP

On trouvera de méme pour les cosinus des angles M'OP et M”OP

m +m' cos@ + mcos 6" ot m'” +m/ cos @ + mcosd’
oP oP

Le probleme est donc résolu.

Probleme. Trouver pour des axes quelconques la condition de perpendicularité d’une droite et d’un
plan.

Prenons & partir de ’origine et suivant certaine direction OP = 1. Appelons m, m’, m” les coordonnées
du point P. Les équations de toute droite parallele & OP, seront de la forme

r—a y—-b z-c

m m/ 1

m

Les quantités m, m’, m” étant liées par la relation

12

1=m2+m?+m" +2m'm" cos0 + 2mm’ cos 6"

Cherchons de méme 1’équation d’un plan perpendiculaire a OP.

Il est évident que si on appelé z,y, z les coordonnées de ce plan, et que I'on projette orthogonalement
sur OP ces coordonnées la somme des projections devra étre constante. Or on connait, par le probleme
précédent, les cosinus des angles de la droite OP avec les axes. L’équation du plan sera donc.

(m +m' cos0” +m" cos)x + (m' +mecosd” +m'” cos )y
+ (m” +mcos® +m'cosf)z+p=0

Et il est remarquable que le premier membre de cette équation exprime aussi la distance a ce plan
d’un point quelconque dont les coordonnées sont x,y, 2. Ce qui est évident puisque ce premier membre
n’est autre chose que la somme des projections des coordonnées d’un point sur la droite OP, augmentée
de la distance du plan a l’origine.

Cela posé, soit I’équation d’une surface du second degré rapportée a des axes obliques

Ax® + Ay + A2 + 2Byz + 2Bz + 2B"xy 4 2Cx + 2C"y +2C"2 + D = é(z,y,2) =0

Lorsqu’on cherche I'équation du plan qui divise également toutes les cordes paralleles a une droite
donnée, on substitue I’équation ¢(z,y, z) = 0 a la place de z,y, z,

z+pm y+pm' z+pm”

et les racines de ’équation en p qu’on obtient ainsi, expriment les distances du point (z,y, z) aux deux

T z
points ou une corde parallele a la droite — = Y _2 menée par le point (z,y, z) coupe la surface du
m

m/ m//

12



second degré. Ces deux distances devant étre égales et de signe contraire, il suffira de faire dans ’équation
en p le second terme nul pour avoir I’équation du plan diamétral.

Or I’équation en p est en faisant
M = ¢(m,m',m")

MP = (Am+ B"m/ + B'm")x +(A'm' +b"m+ Bm')y
+(A"m" + B'm+ Bm/)z + Cm + C'm/ + C"m"

de la forme
PP +2Pp+Q=0

Si 'on cherche I'équation d’un plan principal, il faudra de plus que le plan représenté par P = 0 soit

perpendiculaire a la droite — = — = — et par conséquent que son équation soit de la forme
m m

(m+m'cos8” +m” cos' )z + (m' +m cos8” +m” cosf)y

+ (m" +m cost +m" cos@)z+p=5=0
Il faudra donc que les coefficients de M P et ceux de S soient proportionnels et que 'on ait

—— =const = s

S
La quantité étant telle que l'on ait
(A—s)m+ (B" —scos0”"Ym' + (B’ — s cos 0 )Ym"” =0
(A" —s)m' + (B” — s cos)m + (B — s cos§)m” =
(A" —s)ym”" + (B — s cos§')m + (B — s cos)m” =0

On en déduit ’équation en s,

0=(A—35)(B—scost)?+ (A —s)(B' —scost)?+ (A" —s)(B" — s cos0)?
—(A—5)(A" —8)(A" —5)—2(B—scosf)(B' — s cosd”)
qui est du troisiéme degré parce qu’en effet il existe trois plans principaux.
Mais la quantité s et ’équation qui la détermine jouissent d’une propriété fort remarquable que per-
sonne jusqu’ici ne parait avoir observée.

Supposons que l'on transforme les coordonnées en exprimant les anciennes coordonnées d’un point
en fonction des nouvelles. Si on substitue les valeurs de z,y,z en 2’,y’, 2’ dans la fonction ¢(z,y,z) on
obtient une fonction ¢’(z’,4’, 2’) d’une autre forme, et qui est telle que dans la fonction ¢ on substitue les
anciennes coordonnées d’un point déterminé, et dans la fonction ¢’ les nouvelles, les deux résultats ainsi
obtenus sont égaux.

MP
Cela posé reprenons ’expression de s, s = —— la quantité M étant le résultat de la substitution des

coordonnées du point pris sur une droite fixe & une distance = 1 de 'origine c’est a dire d’un point fixe,
dans I’équation de la surface, ne variera pas quand on transformera les coordonnées.

La quantité P exprimant la demi-somme des distances d’un point (z,y, z) a la surface distances comp-
tées suivant une droite fixe, est aussi invariable par la transformation des coordonnées. Enfin la quantité
S exprimant la distance d’un point & un plan déterminé, ne saurait non plus varier.

La quantité s est donc elle méme invariable pour un méme plan principal, et I’équation qui donne ses
trois valeurs aura des coeflicients invariables. Or en la développant, on a

(1 —cos? 6 — cos® 0’ — cos? 0" + 2 cos b cosf cos0”)s>

— s%[Asin? 0 + A sin® 0 + A" sin? 0" + 2b(cos 0’ cosf” — cos )

+ 2B'(cos 0 cos 0" — cos ') + 2B" (cos 0 cos @' — cosh’))

+s(A'A” + AA" + AA" — 2AB cos 02A'B' cos ' — 2A" B cos 0"

—B*—B” - B" +2B'B" cosf

+2BB" cos§' +2BB’ cos’) + AB? + A'B”? + A"B"? — AA’A” —2BB'B" =0
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Divisant tous les coefficients par le premier ou par le dernier on aura trois fonctions des constantes qui
entrent dans ’équation de la surface, invariables par la transformation des coordonnées. Si ’on suppose
cos 6,cos 6 et cos 67 nuls on aura pour tous les systémes d’axes ou cela peut étre c’est a dire d’axes
rectangulaires,les équations

A+ A+ A” = const
B2+ B?+B"”? - AA" - AA"AA" = const

AB?> 4+ A'B”? + A"B" — AA’A” — 2BB’'B" = const

Egalement si ’on suppose encore dans I’équation en s, B, B’, B” nuls, c’est a dire qu’'on suppose la
surface rapportée a des diametres conjugués, en divisant toute I’équation par le dernier terme, on trouvera
pour tous les systémes semblables

1 —cos? 0 — cos? 0’ — cos? 0" + 2cos B cosb cosd” )
AA A7 = const

sin?0  sin?@  sin%6”

A T A A e
1 1 1 ]
1 + ya + Y const
11 1 . ) L - R
Et comme 1A A expriment dans ce cas les carrés des diametres, on retrouve ici les théoremes
connus.

FIN.

1. Trois de ces feuilles comportent du texte ; une se rapporte a la théorie de la transformation, une autre au théoréme
d’addition pour la fonction sin am, déduit de la formule fondamentale de trigonométrie sphérique, la troisieme au
théoréme d’addition pour la fonction II(u,a).

2. Les papiers que m’a remis Mme de Blignieres contiennent un brouillon, couvert de ratures et de corrections, qui est
de la main de Liouville, et qui porte en téte : Lettre d’Alfred Galois & M. Jacobi, 17 novembre 1847. Voici cette lettre

Monsieur,

J’ai ’honneur de vous envoyer, en vous priant d’en agréer ’hommage, un exemplaire de la premiére Partie des (Euvres
mathématiques de mon frére. Il y a prés d’un an qu’elle a paru dans le Journal de M. Liouville, et, si je ne vous ’ai pas
adressée plus tot, c’est que, sans cesse, j'espérais pouvoir vous faire remettre d’un jour a lautre I’Ouvrage complet,
dont la publication s’est trouvée retardée par diverses circonstances. Au reste, cette premiére Partie renferme ce que
mon pauvre Evariste a laissé de plus important et nous n’avons guére & y ajouter que quelques fragments arrachés
au désordre de ses papiers. Ainsi on n’a rien retrouvé concernant la théorie des fonctions elliptiques et abéliennes
; on voit seulement qu’il s’était livré la plume & la main & une étude approfondie de vos Ouvrages. Quant a la
théorie des équations, M. Liouville et d’autres géometres que j’ai consultés affirment que son Mémoire, si durement
repoussé par M. Poisson, contient les bases d’une doctrine trés féconde et une premieére application importante de cette
doctrine. “Ce travail, me disent-ils, assure pour toujours une place & votre frére dans I’histoire des Mathématiques.”
Malheureusement étranger & ces matiéres, j’écoute avec plaisir de telles paroles : si votre précieux suffrage, qu’Evariste
aurait ambitionné par-dessus tout, venait les confirmer, ce serait pour ma mere et pour moi une bien grande consolation
; il deviendrait pour notre Evariste un gage d’immortalité, et je croirais que mon frére n’est pas entré tout entier dans
la tombe. Etc., etc.

3. En posant

1
[m,n] :/ 1 —=z)™ tem tda,
0

Galois part de la relation [m + 1,n| = L[m, nl ;
m+n

il en déduit, en désignant par p un nombre entier positif quelconque,

b
[m’n]_[p,m—f—n][ +p,n),
puis
[m,n] = lim [, m] x [pn]

p—oo  [p,m+n]
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10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

I'mI'n

1 [P
remplagant [p,n] par I;/ (1- /xp)“_lzr"_l dz, et en passant a la limite, il obtient [m,n] = m
0

11 établit ensuite la relation

1 n—
/ T e~ o) - 9(1),
0 r—1

_ dlogT'(n)

oln) = =25

en partant de ce que 'on a, pour m = 1,
1 - 1
dl log(1 — z)z" ' dx
og[m, ] = fo T = log(1 — z)nz" "' dz,
dm fo 2n—1dx 0

d’oli, en intégrant le dernier membre par parties,

1
¢(1)*¢(n+1):*/
0

(Euvres d’Abel, édition Sylow, t. I, p. 515.

La feuille a été pliée ; sur la moitié de la quatriéme page, on trouve quelques calculs relatifs & I’intégrale
dx
\/:c(xz — 20z +v2) (2?2 — 2Bz +~2)

ou Galois fait la substitution 9

x+l:22
T

. Ce fragment occupe deux feuilles, écrites sur les deux faces, du format 23 x 18.

. Cette phrase elliptique a été ajoutée dans une fin de ligne et dans l'interligne au-dessous.

La premiére page finit ici ; les six lignes qui suivent sont au verso.

. Un peu plus bas, on lit : Discussion des groupes irréductibles ; le texte de la page est couvert de calculs, écrits en

renversant la page de haut en bas.

Les mots mis ici entre crochets sont barrés ; au reste tout ce passage, a partir de “Du cas ou” jusqu’a “plusieurs
fonctions connues” est couvert de ratures et de surcharges ; on lit, par exemple, sous une rature : “Si D est le commun
diviseur a ce groupe et a celui de la fonction supposée” ; tout ce passage est un renvoi placé au bas de la page, de
fagon a étre substitué a trois lignes qui sont barrées, et dont voici le texte :

Du cas ou une fonction des racines est censée connue. Remarque. On peut réduire & ce cas celui ol on supposerait
plusieurs connues.

Au-dessous en interligne :
Jusqu’ici on avait cru

Les deux fragments qui suivent sont sur lautre face de la feuille ; ils sont séparés par un blanc laissé au milieu de
la page ; au-dessus de ’avant-derniere ligne du premier passage et dans le blanc, on trouve les mots suivants dont le
premier est couvert d’une rature et dont les autres sont batonnés ; la lecture du mot Présenté est douteuse.

Mémoire
la théorie des fonctions et sur celle
des équations littérales.
Présenté a I'Institut par
E. Galois.
Octobre 1829.

Mots placés en interligne et presque illisibles ; on pourrait aussi bien lire remarque que réciproque.
Une feuille du format 23 x 17, écrite sur les deux faces.

En renversant la page, on trouve quelques lignes relatives a la décomposition d’un groupe, que ’absence de contexte
rend inintelligibles, puis le commencement d’une question, qu’on retrouve en entier sur un petit fragment de papier,
comme il suit :

Etant donnée une substitution S et deux permutations A et A’ on demande une substitution S’ telle que la lettre
située au ki®™me rang dans A’ prenne le ¢k'®™° rang dans AS, la lettre située au k*®™¢ rang dans A’ prenne le ¢k'*™®
dans A’S’.

Supposons le probléeme résolu. Soit A’ = AT, on aura évidemment
A'S" = AST

Ce fragment comporte trois feuilles du format 20 x 15, du méme papier que le fragment M ; la troisiéme feuille, dont il
est question dans une note ultérieure, est intacte ; les deux autres sont déchirées, a droite, de haut en bas ; il manque
quelques lettres et, parfois, des mots entiers ; d’ou les crochets que 'on trouvera dans le texte imprimé. La déchirure
a pu se faire en détachant les trois feuilles d’un cahier pareil a celui qui porte le titre “Notes de mathématiques” et
dont j’ai parlé plus haut.

Cet essai est sans doute antérieur a la rédaction du Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par
radicaux, et de la feuille relative & la proposition I de ce Mémoire, dont j’ai parlé précédemment (p. 11) ; les deux
rédactions sont interrompues ; pour 'une et Pautre, la fin de la page reste blanche ; ’essai n’a pas été achevé.
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17.
18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.
25.

26.

27.
28.

29.
30.

31.

Ces mots sont mis en marge.

La page se termine au mot “telles”, le reste se continue sur deux feuilles distinctes ; I'une de ces deux feuilles est
écrite sur le recto et le verso, c’est celle dont le texte est imprimé ci-dessus ; autre feuille n’est écrite que sur le
recto, jusqu’au milieu de la page : le verso contient quelques calculs relatifs a la résolution algébrique de ’équation du
troisietme degré. Les deux feuilles contiennent le méme texte jusqu’a la fin de l’alinéa “sont seules connues”. A partir
de ces mots, on lit dans la seconde feuille :

Mais, avant de développer la démonstration compléte de cette proposition, nous ferons voir qu’il suffit de la donner
dans le cas ou ’équation proposée ne se décompose pas en facteurs dont les coefficients se déduisent rationnellement
de ses coefficients et des quantités qui lui sont adjointes, plus briévement, dans le cas ou ’équation n’a pas de diviseurs
rationnels. Admettons en effet que la chose ait été démontrée dans ce cas, et supposons qu’une équation se décompose
en deux facteurs qui n’aient eux-mémes aucun diviseur rationnel.

Un fragment qui semble un morceau déchiré (hauteur, 9") d’une feuille de papier du méme format contient le texte
suivant, d’un c6té : Soit G un groupe correspondant a ’équation ¢ = 0 et A, B, C... les permutations du groupe G.
Pour obtenir un pareil groupe, il faut opérer sur une permutation A toutes les substitutions de I’équation . Nous
supposons que la permutation A contienne toutes les racines de F(z) = 0. Prenons une fonction ®(AX) invariable
par les substitutions X relatives aux racines de ¢,

et de I'autre coté :

qui correspondent aux substitutions indiquées quand aux racines de 1’équation ¢ on substitue leurs expressions en
fonction de celles de 1. Je dis qu’il viendra un groupe de permutations qui relativement a la proposée F(z) = 0
satisfera & la condition exigée. En effet, toute fonction des racines invariable par les substitutions de ce groupe pourra
d’abord s’exprimer en fonction des seules racines de 1’équation 1. De plus, comme cette fonction transformée sera
encore invariable par les substitutions de ’équation 1) on voit que sa valeur numérique

Feuille déchirée (18 x 17), écrite sur les deux faces.

Cet énoncé est écrit sur un morceau de papier (10 x 18) ; ’écriture, parfois malaisée & déchiffrer en raison des ratures
et des surcharges, trahit une certaine nervosité ; au-dessous, Galois a mis son nom, écrit & main posée, avec une
certaine complaisance.

1l n’est guere utile de dire qu’il faut lire HS’ ; ce passage est & demi effacé.

Une seule page de format 20 x 15. Ce fragment et le suivant doivent étre rapprochés de I’Analyse d’un Mémoire sur
la résolution algébrique des équations, qui a été publiée dans le Bulletin de Férussac ((Buvres, p. 11), et dont les
premieres lignes sont identiques a celles du fragment M.

Une feuille (18 x 15), écrite des deux cotés.

Relativement au premier membre de la congruence qui suit, je dois signaler I’énoncé que voici, écrit sur la premiére
page d’une feuille double (22 x 18) : Le produit

" - )@ — )@ —p*)... (0" —p" ™)

Y —1
n’admet point de facteur premier r oo 0 étant le plus grand commun diviseur entre v et p—1, & moins que v = 2.

ap—1)’

Cet énoncé est placé au milieu de calculs dont quelques-uns concernent la transformation des fonctions elliptiques. Sur
U

les autres pages, d’autres formules se rapportent a ’équation T = T aux fonctions trigonométriques, a la résolution
T

des équations binémes, a la décomposition des fonctions trigonométriques en produits ou en fractions simples, etc.

Dans la ligne qui suit et, un peu plus loin, dans ’égalité p = v, la lettre v a été mise en surcharge sur la lettre p ;

ensuite, la correction n’a pas été faite. Au reste, la lecture de ce fragment est, par endroits, assez difficile.

Trois feuilles (20 x 15) écrites sur les deux faces.
Il faut lire sans doute

(Th,1,ak+b,cltd)-
Deux pages et demie d’une feuille double (23 x 18).

Malgré son caractére élémentaire, j’ai cru devoir publier cette note, qui n’est pas sans intérét pour I’histoire de la
Géométrie analytique et de la théorie des invariants. En raison de son contenu, on peut supposer qu’elle remonte au
temps ou Galois était éleve de M. Richard, dans la classe de Mathématiques spéciales, ou au moment ou il sortait
de cette classe pour entrer & 'Ecole Normale. Toutefois, la premiére supposition semble devoir étre écartée : s’il en
avait eu connaissance, M. Richard aurait sans doute fait pénétrer dans son enseignement les idées de son éleve, qui se
seraient diffusées immédiatement. Quoi qu’il en soit, cette note a, comme le morceau précédent, I’aspect d’une copie
d’écolier, avec la signature en haut et a gauche ; elle ressemble tout a fait & quelques-unes des copies de Galois, que
M. Richard avait conservées et données 3 Hermite. M. Emile Picard a retrouvé ces copies de Galois dans les papiers
d’Hermite ; il a bien voulu me les remettre pour qu’elles soient jointes au précieux trésor que Mme de Bligniéres donne
& I’Académie des Sciences. L’une de ces copies contient un petit travail, que Galois a sans doute fait librement et
remis & son maitre, et ol son esprit philosophique se manifeste déja ; j’en extrais cette curieuse réflexion :

Un auteur me dit : “I’arithmétique est la base de toutes les parties des Mathématiques, puisque c’est toujours aux
nombres qu’il faut ramener les résultats des calculs.” D’apres la derni¢re phrase de I'auteur, il serait plus naturel de
croire que I'arithmétique est le terme et le complément de I’Analyse ; et c’est ce qui a lieu.

Toutes ces copies, comme la présente note, sont sur du papier de format 23 x 18.

Il y a une figure en marge, dans le texte de Galois.
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Transcription de la traduction de Laugel en francais de article de Bernhard Riemann (Denise Vella-
Chemla, 24.6.2017)

wikisource Note de Riemann

SUR LE NOMBRE DES NOMBRES PREMIERS
INFERIEURS A UNE GRANDEUR DONNEE

Monatsberichte der Berliner Akademie, novembre 1859.
Ocuvres de Riemann, 2¢™¢ édition, pages 145-155.

Je ne crois pouvoir mieux exprimer mes remerciements & I’ Académie pour la distinction & laquelle elle m’a
fait participer en m’admettant au nombre de ses Correspondants qu’en faisant immédiatement usage du
privilege attaché a ce titre pour lui communiquer une étude sur la fréquence des nombres premiers. C’est
un sujet qui, par l'intérét que Gauss et Dirichlet lui ont voué pendant de longues années, ne me semble
peut-étre pas indigne de faire ’objet d’une telle Communication.

1]

Je prendrai pour point de départ dans cette étude la remarque faite par Euler!! que le produit

1 1
IIi—==>%
K

lorsque p prend pour valeur tous les nombres premiers et n tous les nombres entiers. La fonction de la
variable complexe s, qui sera représentée par ces deux expressions, tant qu’elles convergent, je la désignerai
par ((s). Toutes deux convergent qu’autant que la partie réelle de s est supérieure & 1. Néanmoins il est
facile de trouver pour la fonction une expression qui reste toujours valable.

/OO efnxxsfldm _ f(S — 1)
0

nS

En faisant usage de 1’équation

on obtient d’abord
x5 Ydz

flo-vet = [ 24

prise dans le sens positif de 400 & 400 et autour d’'un domaine de grandeurs qui contient a son intérieur la
valeur 0 mais qui ne contient aucune autre valeur de discontinuité de la fonction sous le signe d’intégration,
on obtient aisément pour la valeur de cette intégrale

© .s—1 7,
(efﬂ's’i _ 67732') T dx
o e*—1

en faisant I’hypothése que dans la fonction multiforme

Si maintenant I’on considére l'intégrale

(_x)s—l — e(s—l)log(—z)

le logarithme de —x est déterminé de telle sorte qu’il soit réel pour z négatif. On aura donc

—r)*ldz

QSinwsf(S—l)C(S):i/ODC( e _

lintégrale étant définie de la maniere indiquée ci-dessus.

Cette équation donne maintenant la valeur de la fonction ¢(s) pour chaque valeur complexe de s et nous
enseigne que cette fonction est uniforme, qu’elle est finie pour toutes les valeurs finies de s, sauf 1, et aussi
qu’elle s’évanouit lorsque s est égal a un entier pair négatif[zl.

Lorsque la partie réelle de s est négative, l'intégrale, au lieu d’étre prise dans le sens positif autour du
domaine de grandeurs assigné, peut étre prise dans le sens négatif autour du domaine de grandeurs qui
contient toutes les grandeurs complexes restantes, car l'intégrale, pour des valeurs dont le module est
infiniment grand est alors infiniment petite. Mais, a l'intérieur de ce domaine, la fonction sous le signe
d’intégration ne devient discontinue que lorsque z est égal & un multiple entier de +-27¢ et I'intégrale, par



conséquent, est égale a la somme des intégrales prises dans le sens négatif autour de ces valeurs. Mais
I'intégrale relative & la valeur n2mi égale (—n2mi)*~1(—27i) ; on obtient donc

2sinws f(s —1){(s) = (2m)* Zns_l[(—i)s_l +457Y

c’est-a-dire une relation entre ((s) et ((s — 1) qui, en vertu de propriétés connues de la fonction f peut
aussi s’exprimer ainsi : la quantité

F(5-1)7 %)

2

reste inaltérée lorsque s est remplacé par 1 — s.

Cette propriété de la fonction m’a engagé a introduire, au lieu de l'intégrale f(s—1), 'intégrale f (; — 1)

1
dans le terme général de la série —, ce qui fournit une expression trés commode de la fonction ((s).
n

igf (f — ].) 7T7% = / einzﬂxngldm;
n' 2 0

On a en effet

et, par conséquent, si I'on pose

on a

ou bien, puisque

on a encore

00 1 1
£(5-1)m e = [veiaes [o(5)eF o [vw (o5 -ai)a
(2 )7r S 1/ x)T x 0/ T x 20/ T (x T ) x
_ 8(51_ ) +/100 () (x%—l +x‘1§5> dx
Je pose maintenant
szé—t—tz
et
7(5) (s =17 5¢(s) = 60)

en sorte que

&) = % — (t2 + %) /loow(x)z_% cos <%t log r) dzx,

&) = 4/;00 MZ‘_%COS (%t log :E) dx

ou encore

dx

Cette fonction est finie pour toutes les valeurs finies de ¢ et peut étre développée suivant les puissances de
2 en une série qui converge trés rapidement. Puisque, pour une valeur s de dont la partie réelle est plus
grande que 1, log ¢(z) = — > log(1 — p~*) reste fini et que ce méme fait a lieu pour les logarithmes des
facteurs restants de £(t), la fonction £(t) peut seulement s’évanouir lorsque la partie imaginaire de t se
trouve comprise entre %z et —%i. Le nombre de racines de £(t) = 0 dont les parties réelles sont comprises

entre 0 et T est environ égal a
T T T

car 'intégrale f d log &(t) prise le long d’un contour décrit dans le sens positif, comprenant a son intérieur
I’ensemble des valeurs de ¢t dont les parties imaginaires sont comprises entre %z et —%z’ et les parties réelles
entre 0 et T est égale (abstraction faite d'une partie fractionnaire de méme ordre de grandeur que la



grandeur =) & (Tlog —T)i; or cette intégrale est égale au nombre de racines de £(t) = 0 situées dans
ce domaine, multiplié par 2mi . On trouve, en effet, entre ces limites un nombre environ égal a celui-ci, de
racines réelles, et il est trés probable que toutes les racines sont réelles

Il serait a désirer, sans doute, que ’on efit une démonstration rigoureuse de cette proposition ; néanmoins
j’ai laissé cette recherche de c6té pour le moment apres quelques rapides essais infructueux, car elle parait
superflue pour le but immédiat de mon étude.

Si I'on désigne par « toute racine de 'équation £(«) = 0, on peut exprimer log £(t) par
t2
Zlog (1 — $> + log £(0)

En effet, puisque la densité des racines de grandeur ¢ augmente seulement avec ¢ comme le fait log ﬁ7
cette expression converge et pour ¢ infini ne devient infinie que comme 'est ¢ log t; elle differe de log £(t)
par conséquent d’une fonction de t? qui, pour ¢ fini, reste finie et continue et qui, divisée par t2, sera
infiniment petite pour ¢ infini.

Cette différence, par suite, est une constante dont la valeur peut étre déterminée en posant ¢t = 0.

A T'aide de ces principes auxiliaires, nous pouvons maintenant déterminer le nombre des nombres premiers
qui sont inférieurs a x.

Soit F(x) ce nombre lorsque x n’est pas exactement égal & un nombre premier, et soit F(x) ce nombre
augmenté de % lorsque z est premier, de telle sorte que, pour une valeur de z, pour laquelle F'(x) varie
par un saut brusque, on ait,
F(x+0)+ F(z —0)

2

F(z) =

Si, maintenant, dans 1’expression
.1 9 1 _
log ¢(s) = =D log(l—p™) =3 p™"+ 3 p7 "+ 3> p™

oo oo
on remplace p~* par s [ @ " ldz,p~* =s [z~ 'dz,..., on obtient
P p?

10g C /f _S_ldx
1

ot on a désigné par f(z) Pexpression F(z) + %F(as%) + %F(xi) +

Cette équation a lieu pour toute valeur complexe a + bi de s, pourvu que a > 1. Mais lorsque, sous ces
hypotheses, 1’équation suivante
oo
= /h(m)xfsd log x
0

a lieu, 'on peut, a I’aide du théoréme de Fourier, exprimer la fonction h par la fonction g. Cette équation,
quand h(z) est réel et que
g(a+bi) = g1(b) +ig2(b)

se décompose en les deux suivantes :

/h ¢ cos(b log z)d log x,
0
iga(b z/h ¢ sin(b log )d log x.
0

Lorsque I'on multiplie les deux équations par

[cos(b log y) + i sin(b log y)] db,



et que 'on integre de —oo a 400, I’on obtient, en vertu du théoréme de Fourier, dans les seconds membres
des deux équations wh(y)y~ %, et, par conséquent, en ajoutant les deux équations et multipliant par iy®,

on a
a+oo1

2mih(y) = / g(s)y’ds,
a—oot
ou lintégration doit étre prise de telle sorte que la partie réelle de reste constantel®).
Cette intégrale représente, pour une valeur de y pour laquelle a lieu une variation par saut brusque de
la fonction, la valeur moyenne des valeurs de la fonction h de chaque c6té du saut. Avec les modes de
détermination exposés ci-dessus, la fonction f(z) posséde cette méme propriété, et 'on a donc, d’une
maniére générale,

a-+001
1 log ¢(s)
e

On peut maintenant substituer & log ¢, Pexpression trouvée précédemment!®!
1

_ 132
%logw—log (s—l)—logf%—l—;log [1—&-(80(722)] + log £(0)

Mais les intégrales de chaque terme de cette expression, prises jusqu’a l'infini, ne convergent pas; il sera
donc convenable de transformer 1’équation précédente a ’aide d’une intégration par parties en

a+o0ot log ¢(s)
1 1 q288\8)
— S sd
f(@) 27i log x / ds vas
a—o0ot

Comme B
s . = s s
—log f§ = lim LEI log (1 + %) - Elog m} ,

pour m = oo, et que, par suite

_d% logf (%) _ i dilog (1+ )

ds - ds

tous les termes de l’expression de f(x), & 'exception de

1 1 a-+o001 1
— — 1 0)z*ds =1 0
rilogs | 7 BSOS =g g(0),
prennent alors la forme
I I ()
— z°ds.
27i log x 4 ds
Mais on a maintenant
d [%log (1 — %)} B 1
dp (B—s)B
et, lorsque la partie réelle de s est plus grande que la partie réelle de £,
a-+o00o1 x
1 x°ds P / 5-1
N — =" = [ 2z,
2mi ) (B—s)pB g

ou bien



selon que la partie réelle de § est négative ou positive. On a donc, dans le premier cas,

_ atooi g [% log (1 - %)} .
27i log x ds vas

a—oot

a+o001

1 1 S
- Zlog (1-2)20a
o /_30g< 5>I s

= / dx + const.,
log x

o0

et, dans le second cas,
x

Pl
= / dx + const.
log z

0
Dans le premier cas, la constante d’intégration peut étre déterminée en faisant tendre la partie réelle de
[ vers l'infini négatif.

Dans le second cas, l'intégrale de 0 & = prend des valeurs qui different de 27i, lorsque 'intégrale relative a
des valeurs complexes est prise dans le sens positif ou dans le sens négatif, et elle sera, prise dans ce dernier
sens, infiniment petite lorsque le coefficient de i dans la valeur de g est égal a I'infiniment grand positif;
mais ce fait aura lieu, dans le premier cas, lorsque le coefficient est égal a l'infiniment grand négatif.

Ceci nous enseigne comment log (1 — %) doit étre déterminé dans le premier membre de maniere a faire
disparaitre la constante d’intégration.

En portant ces valeurs dans 'expression de f(z) on obtient

f() = Li(x) = [Li (w3 7) 4 Li (23 7)

«

< 1 d
+/ - + log £(0),

2 —1zlogx

[7],[8]

o, dans la série Y on donnera & « pour valeurs toutes les racines positives (ou & parties réelles positives)
[e3

de l'équation £(a) = 0 en les rangeant par ordre de grandeur. On peut alors, aprés une discussion plus
approfondie de la fonction £, démontrer aisément que lorsque les termes sont rangés, comme il est prescrit

ci-dessus, dans la série
> [ra (wtrer) i (a2

celle-ci converge vers la méme limite que ’expression

s—1)?
a+bi d%Zlog {14_( ag) }
— z%ds,

271 ds

a—bi

lorsque la grandeur b croit sans limites. Mais, si ’on changeait cet ordre des termes de la série, on pourrait
obtenir pour résultat n’importe quelle valeur réelle.

A Taide de f(x) l'on obtient F'(z) par inversion de la relation

f) =30 R (2F)),
ce qui donne I’équation )
F(e) =Y (-1 —f (27),

ou m doit étre remplacé successivement par tous les nombres qui ne sont divisibles par aucun carré excepté
1 et ot p désigne le nombre des facteurs premiers de m.



Si on limite Y & un nombre fini de termes, la dérivée de l'expression f(z) c’est-a-dire, abstraction faite

«
d’une partie qui décroit tres rapidement lorsque x croit,

)

I 22 cos(alog &) 22
log = log x

fournit une expression approchée pour la densité des entiers premiers + la moitié de la densité des carrés,
+ le tiers de celle des cubes, +... des entiers premiers inférieurs a x.

La formule approchée connue F'(x) = Li(x) n’est, par conséquent, exacte qu’aux grandeurs pres de Pordre
1 . ;. . .

de x7 et fournit une valeur un peu trop grande; car les termes non périodiques!® dans ’expression de

F(z) sont, abstraction faite de grandeurs qui ne croissent pas indéfiniment avec x,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Li(x) 2Ll (m2) 3Lz (mﬁ) 5L2 (wo)+6Lz (xﬁ) 7Lz (3:7)+...
Du reste, la comparaison, entreprise par Gauss et Goldschmidt!'?), de Li(x) avec le nombre de nombres
premiers inférieurs a x et poursuivie jusqu’a x = trois millions a révélé que ce nombre, a partir de la
premicre centaine de mille, est toujours inférieur & Li(z) et que la différence des valeurs, soumises &
maintes oscillations, croit néanmoins toujours avec 1. Mais la fréquence et la réunion plus dense par
endroits des nombres premiers, si ’on peut s’exprimer ainsi, sous 'influence des termes périodiques, avaient
déja attiré I’attention, lors du dénombrement des nombres premiers, sans que 'on elit apergu la possibilité
d’établir une loi a ce sujet.

Il serait intéressant dans un nouveau dénombrement, d’étudier I'influence de chaque terme périodique
contenu dans ’expression donnée pour la totalité des nombres premiers. Une marche plus réguliere que
celle donnée par F'(x) serait obtenue a l’aide de la fonction f(z) qui, cela se reconnait déja trés évidemment
dans la premiére centaine, coincide en moyenne avec Li(x) + log £(0).

Notes

1. Leonhard Euler, Introductio in analysin infinitorum. Bd. 1. Lausanne 1748, p. 221-252, ch. 15 (De
Seriebus ex evolutione Factorum ortis).

2. [Note du trad.] Ce mode d’existence de la fonction ((s) se reconnait en se servant de la seconde forme
de cette fonction
) +oo (—x)S’Q
2¢(s) = mi f(—s) ———dx
—oo €T

et en remarquant, en outre, que

1 . . .
T 1 dans le développement suivant les puissances ascendantes de
T —
x, ne contient que des puissances impaires.

3. Riemann se réfere a Carl Gustav Jacob Jacobi, Fundamenta Nova Theoriae Functionum Ellipticarum.
Konigsberg 1829, p. 184, § 65, Nr. 6. La formule utilisée n’est pas donnée ici explicitement ; Jacobi la déduit
a un autre endroit dans Suite des notices sur les fonctions elliptiques., in Journal de Crelle 3 (1828), p.
303-310.

4. Cette phrase constitue le premier énoncé de “I’hypotheése de Riemann”.

5. Note du trad. L’énoncé de ce théoreme manque de rigueur. Les deux équations traitées séparément
comme il est indiqué, les limites d’intégration 0, co se rapportant a log x, donnent

e o))

et, par conséquent, fournissent en premier lieu par leur somme la formule du texte.

6. Le manuscrit Lien du Clay Mathematical Institute (p. 4) et les Gesammelte Werke (p. 141) introduisent

encore un y . devant 'avant-dernier logarithme. Dans les Monatsberichte le signe somme manque :
«

5 Jog 1 —log (s — 1) — log £2 +1og (14 E=22) 4 1og £(0)
5 log 7 —log (s og f5 +log ” og

7. Note HME 1974, p. 31. Riemann écrit log £(0) & la place de —log 2 , mais puisqu’il utilise £ pour noter
une fonction différente a savoir la fonction &(5 +it), son £(0) dénote &(4) # %. Cette erreur a été détectée



du vivant de Riemann par Angelo Genocchi (1817-1889), Formole per determinare quanti siano i numeri
primi fino ad un dato limite, in Annali di Matematica Pura ed Applicata 3 (1860), p. 52-59.

8. Note du trad. La fonction Li(x) doit étre définie pour les valeurs réelles de x qui sont plus grandes que

1 par 'intégrale
T d
/ ® 4
o logz

ou ’on doit prendre le signe supérieur ou bien le signe inférieur, selon que l'intégration est prise relativement
a des valeurs complexes dans le sens positif ou bien dans le sens négatif. De 1a 'on déduit aisément le
développement donné par Scheibner (Schlomilch’s Zeitschrift, t. V)

. (log x)
Li(x) =loglog x — T’ —I—Z o

qui est valable pour toutes les valeurs de x, et présente une discontinuité pour les valeurs réelles négatives
(comparer la correspondance entre Gauss et Bessel).

Si 'on poursuit le calcul indiqué par Riemann, on trouve dans la formule log % au lieu de log £(0). 11 est
trés possible que ceci ne soit qu'un lapsus calami, ou une faute d’impression, log £(0) au lieu de log ¢(0) ;
en effet, log (0) = 5

9. Note H.M.E. En toute rigueur, les termes Li(a:%“‘o”') ne sont pas périodiques mais oscillatoires.
10. Carl Wolfgang Benjamin Goldschmidt (1807-1851), un éleve de Gauss.
11. Lettre de Carl Friedrich Gauss & Johann Franz Encke (1791-1865) du 24 décembre 1849.



Annexe 1 : Rappel historique

Citons Charles-Ange Laisant dans la note intitulée Sur un procédé expérimental de vérification de la con-
jecture de Goldbach du Bulletin de la SMF n°25 de 1897.

Ce fameuz théoréme empirique : Tout nombre pair est la somme de deuxr mombres premiers,
dont la démonstration semble dépasser les possibilités scientifiques actuelles, a fait l’objet de
nombreuz travaux et de certaines contestations. Lionnet a tenté d’établir que la proposition
devait probablement étre inexacte. M. Georg Cantor l'a vérifiée numériqguement jusqu’d 1000,
en donnant pour chaque nombre pair toutes les décompositions en deux nombres premiers, et
il a remarqué que le nombre de ces décompositions ne cesse de croitre en moyenne, tout en
présentant de grandes irrégularités.

Voici un procédé qui permettrait de faire sans calcul la vérification expérimentale dont il s’agit,
et d’avoir pour chaque nombre pair, a la seule inspection d’une figure, toutes les décomposi-
tions. Supposons que sur une bande formée de carrés accolés, représentant les nombres impairs
successifs, on ait construit le crible d’Erathosténe, en ombrant les nombres composés, jusqu’a
une limite quelconque 2n — 1.

HEEE BN BR B BN

1 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31

FIGURE 1

St Uon a construit deuz réglettes pareilles, et si l’on place la seconde au-dessous de la premiére
en la retournant et en faisant correspondre la case 1 a 2n*, il est évident que si le théoréme
de Goldbach est vrai pour 2n, il y aura quelque part deux cases blanches en correspondance ; et
tous les couples de cases blanches donneront les diverses décompositions. On les aura méme en
lisant la moitié de la figure, a cause de la symétrie par rapport au milieu. Ainsi la vérification
relative au nombre 28 donnera la figure 2 et montrera qu’on a les décompositions 28 = 5423 =
114 17.

FIGURE 2

On comprend que les réglettes étant construites a l'avance, et un simple glissement permettant
de passer d’un nombre a un autre, les vérifications sont trés rapides.

17 13 11 7 5 3

FIGURE 3

*. Ici devrait étre écrit 2n — 1.



Annexe 1 : extrait du texte de Laisant sur la figu-
ration des nombres composés

A ces remarques sur les décompositions des nombres en facteurs, nous
croyons devoir en ajouter une sur un mode de figuration fort simple et qui
n’a cependant pas été signalé jusqu’ici, du moins a notre connaissance. Il
y aurait peut-étre lieu d’en tirer parti pour ’enseignement des premiers
principes élémentaires relatifs a la décomposition des nombres en facteurs
premiers, a la formation du plus grand commun diviseur et & celle du plus
petit commun multiple de deux ou plusieurs nombres.

Voici en quoi consiste cette figuration. Supposons que, un quadrillage indéfini
étant tracé a la droite d’une ligne verticale, nous numérotions les bandes ho-
rizontales successives 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17..., en les affectant aux nombres
premiers successifs. Si un nombre composé contient un facteur premier a
a exposant 4, on comptera i cases, a partir de la droite verticale, dans la
bande qui représente le facteur a. L’ensemble des cases ainsi déterminées, et
que 'on pourra limiter par le tracé du contour extérieur, figurera le nombre
en question. Il est évident que ce tracé peut suivre parfois la ligne verticale
origine, lorsque certains facteurs premiers font défaut, c’est & dire ont I'ex-
posant zéro.

Nous nous bornons a donner comme exemple la figuration des nombres

360 = 23.32.5 et 16500 = 22.3.53.11 (fig. 1 et 2).

Fic. 1 - N = 360

Ce mode de représentation met en relief d'une fagon saisissante la for-
mation des diviseurs, ou, ce qui revient au méme, la décomposition en
deux facteurs, dont nous avons parlé ci-dessus. Le nombre des diviseurs est

12
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Fic. 2 - N = 16500

évidemment égal au nombre des chemins différents qu’on peut suivre pour
aller de la base inférieure & la base supérieure de la figure formée, en suivant
toujours les lignes du quadrillage.

Le plus grand commun diviseur de deux nombres se trouve représenté par
la partie commune des figures qui représentent ces deux nombres; le plus
petit commun multiple, par la figure limitée au contour extérieur dessinée
par l'ensemble des deux figures. Nous donnons comme exemple (fig.3) le
plus grand commun diviseur D des deux nombres N = 1890 = 2.33.5.7 et
N’ = 660 = 22.3.5.11, leur plus grand commun diviseur D = 2.3.5 = 30 et
leur plus petit commun multiple p = 22.32.5.7.11 = 41580, en figurant les
deux nombres au moyen de carrés colorés.

N Ot W N

F1G. 3 — pged et ppem

On comprend qu’en représentant par diverses valeurs plusieurs nombres,
on peut ainsi figurer leurs diviseurs ou leurs multiples, soit d’ensemble, soit
deux a deux. Par exemple, si trois nombres A, B, C sont figurés A en rouge,
B en bleu et C en jaune, les plus grands communs diviseurs seront figurés
celui de A et B par la partie violette, celui de B et C par la partie verte,
celui de A et C par la partie orangée.
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Un assez grand nombre de propriétés connues peuvent avec cette figuration
prendre un caractere intuitif. Il suffit pour cela de remarquer que, lorsqu’un
nombre A est multiple d’'un autre nombre B, le contour de la figuration de
A contient le contour de la figuration de B, et aussi que, lorsque plusieurs
nombres sont premiers entre eux deux & deux, les figurations des deux quel-
conques de ces nombres n’ont aucune partie commune.

Au fond, ce mode de figuration est en quelque sorte un systéme de numérotation
dans lequel I'ordre d’un chiffre, a partir de la gauche par exemple, représenterait
I'exposant. Ainsi, dans les exemples cités plus haut, les divers nombres
s’écriraient comme suit : 360 s’écrirait 321, 16500 s’écrirait 21301, 1890
s’écrirait 1311, 660 s’écrirait 21101, 30 s’écrirait 111, 41580 s’écrirait 23111.
Le produit de deux nombres, dans ce systeme, s’obtiendrait par ’addition
des chiffres de méme rang (et il est bien entendu qu’ici nous désignons par
le mot chiffres des nombres qui peuvent devenir aussi grands qu’on voudra).
La formation du plus petit commun multiple ou du plus grand commun di-
viseur est évidente ; et il apparait non moins clairement, par exemple, que le
produit de deux nombres est également le produit de leur plus petit commun
multiple par leur plus grand commun diviseur.

Tout nombre représenté par I'unité précédée d’un nombre quelconque de
zéros est un nombre premier, et réciproquement.

Tout nombre dont les chiffres sont pairs est un carré.

Nous croyons devoir borner la ces observations, trop simples pour mériter
d’étre plus completement développées.
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Annexe 2 : extrait de la communication de Laisant
“Sur un procédé de vérification expérimentale du
théoréme de Goldbach”

Ce fameux théoreme empirique : Tout nombre pair est la somme de deux
nombres premiers, dont la démonstration semble dépasser les possibilités
scientifiques actuelles, a fait I'objet de nombreux travaux et de certaines
contestations. Lionnet a tenté d'établir que la proposition devait proba-
blement étre inexacte. M. Georg Cantor I'a vérifiée numériquement jusqu’a
1000, en donnant pour chaque nombre pair toutes les décompositions en deux
nombres premiers, et il a remarqué que le nombre de ces décompositions ne
cesse de croitre en moyenne, tout en présentant de grandes irrégularités.

Voici un procédé qui permettrait de faire sans calculs la vérification
expérimentale dont il s’agit, et d’avoir pour chaque nombre pair, a la seule
inspection dune figure, toutes les décompositions.

Supposons que sur une bande formée de carrés accolés, représentant les
nombres impairs successifs, on ait construit le crible d’Erathosténe, en om-
brant les nombres composés, jusqu'a une limite quelconque 2n — 1.

Fig. 1

5 7 11 13 17 19 23 29 31 ar 41 a3 ar 53 59 61 67

Si l'on a construit deux réglettes pareilles, et si I'on place la seconde an
dessous de la premiére en la retournant et en faisant correspondre la case 1
a 2n —1, il est évident que si le théoreme de Goldbach est vrai pour 2n, il y
aura quelque part deux cases blanches en correspondance ; et tous les couples
de cases blanches donneront les diverses décompositions. On les aura méme
en lisant la moitié de la figure, & cause de la symétrie par rapport an milieu.
Ainsi la vérification relative au nombre 28 donnera la figure 2 et montrera
qu'on a les décompositions 28 =5 + 23 = 11 + 17.

Fig. 2

On comprend que les réglettes étant construites a 'avance, et un simple
glissement permettant de passer d'un nombre & un autre, les vérifications
sont tres rapides.
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Monsieur I’Administrateur, mes chers Collegues, Mesdames et Messieurs,
je m’efforcerai, dans I’exposé que je vais faire, d’abord de mettre en évidence
grace a la mécanique statistique quantique, I'interaction qui existe entre phy-
sique théorique et mathématiques pures dans le domaine spécialisé des al-
gebres d’opérateurs. Jessaierai ensuite de montrer le réle en géométrie de ces
mémes algebres d’opérateurs. J’aborderai, enfin, les problemes attachés a la
notion usuelle d’espace géométrique quand on essaie de réconcilier la théorie

quantique et la relativité.

1. Heisenberg et l’algébre non commutative des quantités phy-

siques associées a un systéme microscopique.

La classification des corps simples dans le tableau périodique de Mende-
leiev est sans doute le résultat le plus marquant de la chimie du XIX® siecle.
L’explication théorique de cette classification par 1’équation de Schrodinger
et le principe d’exclusion de Pauli, est un succes équivalent de la physique du
XX¢ siecle et plus précisément de la mécanique quantique. On peut envisager
cette théorie de points de vue tres différents. Avec Planck, elle a pour origine
la thermodynamique et se manifeste par la discrétisation des niveaux d’éner-
gie des oscillateurs. Avec Bohr, c’est la discrétisation du moment angulaire.
Pour de Broglie et Schrodinger, ¢’est 'aspect ondulatoire de la matiere. Ces
divers points de vue sont tous des corollaires de celui de Heisenberg : [’algébre
non commutative des quantité physiques. Mon premier but sera de montrer
combien ce dernier point de vue est proche de la réalité expérimentale.

Vers la fin du XIX¢ siecle, de nombreux travaux expérimentaux ont permis
de déterminer avec précision les raies du spectre d’émission des atomes qui
composent les corps simples. On considere un tube de Geissler rempli d’un
gaz tel que 'hydrogene. La lumiere émise par le tube est analysée a 'aide
d’un spectrometre, le plus simple étant le prisme, et I’on obtient un certain

nombre de raies, indexées par leurs longueurs d’onde. La configuration ainsi



obtenue est la source la plus directe d’information sur la structure atomique.
Elle ne dépend que du corps simple considéré et le caractérise. Il est donc
essentiel de trouver les régularités qui apparaissent dans ces configurations
ou spectres atomiques. C’est '’hydrogene qui, conformément au tableau de

Mendeleiev, a le spectre le plus simple.

6562,8 4861,3 43405 4101,7
I '
iR
|
i !
L’expression numérique de la régularité des raies H,, Hg, H,, ... a été obtenue

par Balmer en 1885 sous la forme :
H,=9/5L,H; =16/12, H, = 25/21L, H; = 36/32L

ot la longueur L vaut approximativement 3645,6 x 1078 01211. Autrement dit,

les longueurs d’onde ci-dessus sont de la forme A = L ou n est un

n2
entier égal a 3, 4, 5 ou 6.

Vers 1890, Rydberg montra que pour des atomes complexes, les raies
du spectre peuvent se classifier en séries, chacune d’elles étant de la forme
1 R
— = — — — avec n et m entiers, m fixe.

A m?  n?

Ici, R = 4/L est la constante de Rydberg. De cette découverte expéri-
mentale on déduira que, d'une part la fréquence v = ¢/ est un parametre
plus naturel que la longueur d’onde A pour indexer les raies du spectre, et
d’autre part que le spectre est un ensemble de différences, c¢’est-a-dire qu’il

existe un ensemble I de fréquences tel que le spectre soit I’ensemble des diffé-



rences v;; = v; — v; entre des couples arbitraires v;, v; d’éléments de I. Cette
propriété montre que l'on peut combiner les fréquences v;; et v;, pour en
obtenir une troisieme v;; + v;, = V. Ce corollaire important est le principe
de composition de Ritz Rydberg, le spectre est doté naturellement d’une loi
de composition partiellement définie, la somme de certaines fréquences du

spectre est encore une fréquence du spectre.
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Or ces résultats expérimentaux ne pouvaient s’expliquer dans le cadre de
la physique théorique du XIX® siécle, basée sur la mécanique de Newton
et I’électromagnétisme de Maxwell. En effet si 'on applique la conception
classique de la mécanique au niveau microscopique, un atome est alors décrit
mathématiquement par 'espace des phases et I’'Hamiltonien. L’espace des
phases X est une variété symplectique dont les points sont les «états» du
systeme. L’Hamiltonien H est une fonction sur X qui intervient pour spécifier
I’évolution de toute quantité physique observable, i. e. de toute fonction f

sur X, par I’équation
d
—f={H
SF =4, f}

ou { } désigne le crochet de Poisson.

Dans les bons cas, comme par exemple pour le modele planétaire de



I’'atome d’hydrogene, le systeme dynamique obtenu est totalement intégrable.
Cela signifie qu’il a suffisamment de «constantes du mouvement» pour qu’en
les spécifiant on réduise le systéme & un mouvement presque périodique. La
description d’un tel systeme se fait tres simplement, en effet, d’une part I’al-
gebre des quantités observables est 'algebre commutative des séries presque

périodiques :

ou les n; sont des entiers, les v; des nombres récl positifs appelés fréquences
fondamentales et (n,v) = Z n; v;. D’autre part, I’évolution dans le temps

est donnée par la translation de la variable t.

L’interaction entre un atome classique et le champ électromagnétique est
décrite par la théorie de Maxwell. Un tel atome émet une onde électroma-
gnétique dont la partie radiative se calcule en superposant des ondes planes
Wo,n = (ni,...,ng) de fréquences (n,v) =Y n; v;, et dont Pamplitude et
la polarisation se calculent simplement & partir de ’observable fondamentale

qui est le moment dipolaire.

Le moment dipolaire @ a trois composantes @), Q, et (). qui sont chacune

des quantités observables :
Qs (t) = ¢y exp 2mi (n, v)t

et qui donnent I'intensité de la radiation émise de fréquence (n, v) par I’égalité

dE 2

= "33 2 (n, ) * (|qonl® + laynl® + 1@znl®)

ou c¢ désigne la vitesse de la lumiere.

Il en résulte en particulier que ’ensemble des fréquences des radiations
émises est un sous-groupe additif I' C R des nombres réels. Ainsi a chaque

fréquence émise correspondent tous ses multiples entiers ou harmoniques.



En fait, la spectroscopie et ses nombreux résultats expérimentaux montre
que ce dernier résultat théorique est contredit par l'expérience, I’ensemble
des fréquences émises par un atome ne forme pas un groupe, il est faux que
l’addition de deux fréquences arbitraires en soit encore une. Ce que dicte
Pexpérience c’est le principe de composition de Ritz Rydberg qui permet
d’indexer les raies spectrales par 'ensemble A de tous les couples (7, j) d’élé-
ments d’'un méme ensemble / d’indices. La théorie de Bohr en discrétisant
artificiellement le moment angulaire de I’électron parvenait a prédire les fré-
quences des radiations émises par 'atome d’hydrogene mais était incapable
d’en prédire l'intensité et la polarisation. C’est par une remise en cause fon-
damentale de la mécanique classique qu’Heisenberg est parvenu a ce but, et
a aller bien au-dela de ce qu’avaient fait ses prédécesseurs. Cette remise en
cause de la mécanique classique est & peu pres la suivante : dans le modeéle
classique, I'algébre des quantités physiques observables se lit directement a
partir du groupe I' des fréquences émises, c’est 'algebre de convolution de ce
groupe de fréquences. Comme I' est un groupe commutatif, cette algebre est
commutative. Or dans la réalité on n’a pas affaire a un groupe de fréquences,
mais a cause de la regle de composition de Ritz Rydberg, on a affaire au grou-
poide A = {(i,7);i,j € I} avec la régle de composition (i,7).(7, k) = (i, k).
L’algebre de convolution garde encore un sens quand on passe d’un groupe
a un groupoide, et 1'algebre de convolution du groupoide A n’est autre que

l'algébre des matrices, le produit de convolution s’écrit en effet
(a-D)ky = D_ aijbip)
j
ce qui est identique a la regle de composition des matrices.

En remplacant 'algebre commutative de convolution du groupe I' par
I’algeébre non commutative de convolution du groupoide A dicté par I'expé-

rience, Heisenberg a remplacé la mécanique classique dans laquelle des quan-



tités observables commutent deux a deux par la mécanique des matrices, dans
laquelle des quantités observables aussi importantes que la position et le mo-
ment ne commutent plus. Dans la mécanique des matrices de Heisenberg, une
quantité physique observable est donnée par ses coefficients q(; j) indexés par
le groupoide A et ’évolution dans le temps d’une observable est donnée par
I'homomorphisme (¢,j) € A = v;; € R de A dans R, qui associe & chaque

raie spectrale sa fréquence, on a :
(%) q6i.5)(t) = qiig) exp 2mi(vi;) t
Cette formule est I'analogue de la formule classique

Any,....nk (t) = Qn,,....n;, €XP 27Ti<7l, V> t

Pour obtenir 'analogue de la loi d’évolution de Hamilton,

d

Za=1H
i {H,q}

on définit une quantité physique particuliere, H, qui joue le réle de ’énergie

classique et est donnée par ses coefficients H; ;), avec :
H(iﬂ') =0siz ?é j, H(z,z) = hVi ou Vi —V; = VijVi7j el

ol h est la constante de Planck qui permet de convertir fréquences en énergies.
On voit que H est définie uniquement a addition pres d’un multiple de la
matrice identité et de plus la formule (*) ci-dessus est équivalente a
d 2wy
ok —q=—((Hq—qH).
(%) 4=~ (Ha—qH)
Cette équation est semblable a celle de Hamilton qui utilisait les crochets

de Poisson. Elle est en fait encore plus simple puisqu’elle n’utilise que le



produit des observables, et plus spécifiquement le commutateur, [A, B] =
AB — BA qui joue le role que jouait le crochet de Poisson en mécanique
Hamiltonienne. Par analogie avec la mécanique classique, on impose aux
observables ¢ de position et p de moment de vérifier [p,q] = ih ou h = 2};
La forme algébrique simple de I’énergie classique comme fonction de p et ¢

donne alors I’équation de Schrodinger pour déterminer I'ensemble {v;,i € I}

ou spectre de H.

I1. Etat statistique d’un systéme macroscopique et mécanique sta-

tistique quantique.

Un centimetre cube d’eau contient un nombre considérable, de 'ordre de
N = 10%, de molécules d’eaun agitées d'un mouvement incessant. La descrip-
tion détaillée du mouvement de chaque molécule, de méme que la connais-
sance précise de 'état microscopique du systeme, n’est pas nécessaire pour
déterminer les résultats des observations macroscopiques. En mécanique sta-
tistique classique, un état microscopique du systeme est représenté par un
point de ’espace des phases qui est de dimension 6 N pour N molécules ponc-
tuelles. Un état statistique est décrit non par un point de I'espace des phases

mais par une mesure p sur cet espace qui a chaque obervable f associe sa

/fdu

Pour un systéme maintenu & température fixe en le plongeant dans un

valeur moyenne

thermostat, la mesure i est appelée ensemble canonique de Gibbs et est
donnée par une formule qui invoque I’Hamiltomien H du systeme et la mesure
de Liouville qui provient de la structure symplectique de ’espace des phases.
On pose

1
du = Ee_ﬁH X Mesure de Liouville

ou f = 1/kT, T étant la température absolue et k la constante de Boltzmann



qui vaut environ 1,38 x 10723 joules par degré Kelvin.

Les grandeurs thermodynamiques telles que ’entropie ou ’énergie libre
se calculent en fonction de 8 et d’'un petit nombre de parametres macro-
scopiques introduits dans la formule qui donne I’Hamiltomien H. Pour un
systéme fini I’énergie libre est une fonction analytique de ces parameétres.
Pour un systéme infini des discontinuités apparaissent, ce qui correspond au
phénomene de transition de phase. La démonstration rigoureuse, a partir de
la formule mathématique qui spécifie H, de I’absence ou de ’existence de ces

discontinuités est une branche difficile de I'analyse mathématique.

Mais, comme nous 'avons vu, la description microscopique de la matiere
ne peut se faire sans la mécanique quantique. Considérons, pour fixer le idées,
un solide ayant un atome en chaque maille d’un réseau cristallin Z3. L’algébre
des grandeurs physiques observables associées & chaque atome x = (x1, 22, x3)
est une algebre de matrices @), et si 'on suppose pour simplifier que ces
atomes sont de méme nature et ne peuvent occuper quun nombre fini n
d’états quantiques, on a alors @, = M, (C) pour tout z. Soit alors A une
partie finie du réseau, I'algeébre (4 des grandeurs physiques observables pour
le systeme formé par les atomes contenus dans A, est donnée par le produit

tensoriel

QA:®Qz

TzEA
L’Hamiltonien H, de ce systeme fini est une matrice autoadjointe Hy € Q

@, qui est typiquement de la forme :

HA = Z H:v + )\Hint
€A
ou le premier terme correspond & l'absence d’interactions entre atomes dis-
tincts et ou A est une constante de couplage qui gouverne l'intensité de 1'in-
teraction. Un état statistique du systeme fini A est donné par une forme

linéaire ® qui associe a toute observable A € Q5 sa valeur moyenne ®(A) et
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qui a les mémes propriétés de positivité et de normalisation qu'une mesure
de probabilité p, a savoir

«) Positivité : P(A*A) >0 VA€ Qy

B) Normalisation : (1) =1

Si 'on maintient le systeme a température fixe égale a T', I’état d’équilibre

est donné par I'analogue quantique de la formule ci-dessus
1 _BH
D) (A) = Ztraee(e rA) VA € Qg

ou 'unique trace sur I'algebre Q5 remplace la mesure de Liouville. Comme en
mécanique statistique classique, les phénomenes intéressants se manifestent
quand on passe a la limite thermodynamique, c¢’est-a-dire quand A — Z3. Un
état du systeme infini est donné par la famille (®,) de ses restrictions aux
systémes finis indexés par A, on obtient ainsi toutes les familles (®,) telles

que :

a) Pour tout A, &, est un état sur Qx

b) Pour A; C Ay, la restriction de &y, & Q, est égale a Py, .

En général la famille ®, définie ci-dessus a partir de exp(—FH)y) ne vérifie
pas la condition b) et il est nécessaire de mieux comprendre la notion d’état
d’un systeme infini. C’est ici que les C* algebres font leur apparition : En
effet, si 'on prend la limite inductive () des C* algebres de dimension finie
@ on obtient une C* algebre qui a la propriété suivante :

Un état arbitraire ® sur ) est donné par une famille (®,) vérifiant les
conditions a) et b). Ainsi les familles (®,) vérifiant a) et b), c’est-a-dire les
états du systeme infini sont en correspondance bijective naturelle avec les
états de la C* algebre Q). De plus, la famille H, détermine de maniére unique
un groupe a un parametre (o) d’automorphismes de la C* algebre ) par
I’égalité :

d ) 271
%Oét(A) = leAHZBT[HA’A} AecU QA
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Ce groupe a un parametre donne I'évolution dans le temps des obser-
vables du systéme infini données par les éléments A de @), et est calculé par
passage a la limite a partir de la formule de Heisenberg. Pour un systeme
fini, maintenu a température 7', la formule donne I’état d’équilibre de ma-
niere unique en fonction de H,, mais a la limite thermodynamique on ne
peut avoir de correspondance trop simple entre I’Hamiltonien du systéme,
ou si 'on préfere le groupe d’évolution dans le temps, et I’état d’équilibre
de ce systeme. En effet, lors des transitions de phases, des états distincts
peuvent coexister, ce qui exclut I'unicité de I’état d’équilibre en fonction du
groupe (ay). Il est impossible de donner une formule simple qui définirait de
maniere univoque 'état d’équilibre en fonction du groupe a un parametre
(ay). Il existe par contre une relation entre un état ® sur @ et le groupe
a un parametre (oy) qui ne spécifie pas toujours uniquement ® connaissant
() mais qui est I'analogue de la formule. Cette relation est la condition
de Kubo-Martin-Schwinger : étant donné T', un état ® sur @) et le groupe a
un parametre («;) d’automorphismes de @ vérifient la condition KMS si et
seulement si pour tout couple A, B d’éléments de @ il existe une fonction

1
F(z) holomorphe dans la bande {z € C ;Im z € [0,25]} ou 8 = T

tell
T,ee

que
F(t) = ®(A au(B)) VteR
F(t + i hB) = d(ay(B)A) VteR

ih3

F(t+ihp)

it}
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Ici t est un parametre de temps, de méme que Af qui pour T' = 1000° Kelvin
vaut environ 10~® secondes.

Cette condition permet de formuler mathématiquement en mécanique sta-
tistique quantique le probléme de la coexistence de phases distinctes a tem-
pérature T donnée, c’est-a-dire le probleme de l'unicité de ®, étant donné
(ay) et . Cette méme condition a joué un role essentiel dans la théorie mo-
dulaire des algebres d’opérateurs et est ainsi devenue un point d’interaction

indiscutable entre physique théorique et mathématiques pures.

II1. Théorie de Tomita et classification des facteurs hyperfinis.

Entre 1957 et 1967, un mathématicien japonais Minoru Tomita, motivé
en particulier par 'analyse harmonique des groupes localement compacts
non unimodulaires a démontré un théoreme d’une importance considérable
pour la théorie des algebres de von Neumann. Une telle algébre est une sous-
algebre involutive de ’algeébre des opérateurs dans un espace de Hilbert A,
qui a la propriété d’étre le commutant de son commutant (M')" = M.
Théoréeme de Tomita. Soient M une algebre de von Neumann dans l’espace
de Hilbert h et & € h un vecteur tel que ME et M'E soient denses dans h.
Soit S Uopérateur x& — x*¢ VYo € M alors,

1) S est fermable et S™' = S.

2) La phase J de S vérifie JMJ = M'.

3) Le module A de S vérifie A* M A~ = M VteR.

Ainsi & tout état ¢ sur M on associe un groupe a un parametre of d’au-
tomorphismes de M, le groupe d’automorphismes modulaires de ¢. C’est
exactement en ce point que se produit 'interaction entre physique théorique
et mathématiques pures, en effet, M. Takesaki et M. Winnink ont montré
simultanément que le lien entre 1'état ¢ et le groupe a un parametre o, du
théoreme de Tomita est exactement la condition KMS pour A8 = 1.

Le théoréeme de Tomita s’est montré d’une importance considérable pour
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démarrer la classification des facteurs, ainsi que les travaux de R. Powers,
d’Araki et Woods sur les facteurs produits tensoriels infinis, i. e. ceux qui

proviennent de systémes statistiques quantiques sans interaction.

Une algebre de von Neumann M est loin d’avoir un seul état ¢, ce qui fait
que seules les propriétés de of qui ne dépendent pas du choix de ¢ ont une
véritable signification pour M. Le second résultat important est le suivant
Théoréeme. N, états sur M. Il existe un 1-cocycle canonique t — Uy € M
avec

ol (z) = Uof (z) U VteR.

d
De plus, | —U; coincide :
dt "),

1) Dans le cas commutatif avec la dérivée de Radon Nikodym log di)/dp.
2) Dans le cas de la mécanique statistique avec la différence des Hamil-

toniens correspondants a deux états d’équilibre.
Corollaire.

a) Etant donnée une algébre de von Neumann M il existe un homomor-
phisme § canonique de R dans Out M = Aut M /Int M

b) Ker § =T(M) est un invariant de M.

c) Spd=S(M)=nSpA,.
Ainsi les algebres de von Neumann sont des objets dynamiques, une telle al-
gebre a automatiquement un groupe de classe d’automorphismes, paramétré
par R, et qui est trivial si et seulement si l'algebre n’est pas de type III.
Dix-sept ans apres le théoréme de Tomita, nous disposons d’une classifica-
tion compleéte de toutes les algebres de von Neumann hyperfinies. Au lieu de

donner une définition de cette classe notons simplement que

1) Si G est un groupe de Lie connexe et m € Rep G une représentation
unitaire de G alors m(G)’ est hyperfinie.

2) Si I' est un groupe discret moyennable, et m € Rep I" alors 7(I")" est
hyperfinie.
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3) Si A est une C* algebre limite inductive d’algebres de dimension finie

et m € Rep A alors m(A)” est hyperfinie.
De plus, toute algebre de von Neumann hyperfinie apparait déja dans
chacune des listes 1) 2) et 3). La classification des algebres de von Neumann

hyperfinies est d’abord ramenée en écrivant M = / M,dyu(t) a celle des fac-
&

teurs, i.e. Centre M = C. Elle est alors la suivante,

I, M=M,C)

lo M =L(h)

II, R = Cliff(E), E espace Euclidien

I, Roi=R®Is

I Ry = @3, (Ma(C), py)

I, Rew=Ry ®Ry, YA, M/ d&Q
I, RwW flot ergodique

Le cas III; était le seul qué restait a élucider. U. Haagerup a montré

récemment que tous les facteurs hyperfinis de type III; sont isomorphes.

IV. Role des algébres d’opérateurs en géométrie.

Quand on spécialise la théorie des algeébres de von Neumann au cas tres
simple des algébres commutatives on obtient la théorie de la mesure au sens
de Lebesgue. Plus précisément, toute algebre de von Neumann commutative
M dans l'espace de Hilbert (séparable) h est engendrée par un opérateur

autoadjoint H et M est le bicommutant de H.

M ={H}Y ={T € L(h),UTU"' =T VU,U € L(h)}
UU =UU*=1,UHU ' = H

De plus, pour toute fonction borélienne bornée f sur X = Sp H C R,

l'opérateur f(H) a un sens, comme limite faible de polynémes P(H), et
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s’annule si et seulement si f est nulle presque partout pour la mesure spectrale
de H. On obtient de cette maniére un isomorphisme entre M et 1'algebre des
fonctions mesurables essentiellement bornées sur le spectre de H. La théorie
générale des algebres de von Neumann apparait ainsi comme un analogue
non commutatif de la théorie de Lebesgue. L’importance mathématique de la
théorie générale des algebres de von Neumann résulte de 'existence d’espaces
naturels pour lesquels la théorie de Lebesgue est inadaptée, et conduit a
considérer de tels espaces comme pathologiques. La théorie des algebres de
von Neumann permet par contre de traiter la théorie de la mesure de ces
espaces de maniére tres satisfaisante. Le prototype d’un tel espace est ’espace
X des solutions d'une équation différentielle ou feuilles d’un feuilletage. Pour
fixer les idées, considérons un exemple, le feuilletage de Kronecker dy = 6dx
sur le tore T?. Si I'on essaye d’analyser cet espace, du point de vue de la
théorie de la mesure, comme un espace ordinaire, on obtient un résultat
pathologique : toute fonction mesurable f de X dans R ou C est presque
partout égale & une constante. Ainsi L>(X, u) ou LP(X, p) sont réduits a C
et ne distinguent en rien I’espace X d’un point. En fait, a X correspond une
algebre de von Neumann non triviale dont le centre est réduit a C. Alors qu’il
n’est pas possible de construire une fonction f : X — C qui soit mesurable et
non presque partout constante, il est tres facile de construire une application
g qui & chaque x € X associe un opérateur ¢, das l'espace L? de la feuille
indexée par x et qui soit :
a) Mesurable.

b) Non presque partout constante.

On obtient une algebre de von Neumann en utilisant les regles algébriques
évidentes,
(P9)s = P2tz Vr €X
(P)e=p;, VeeX

et la norme : ||p|| = Sup essentiel .y ||p.|. Dans 'exemple indiqué, I’algebre
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de von Neumann est le facteur hyperfini Ry; quand 6 ¢ Q. Le facteur Ry
de type III; apparait dans I'exemple du feuilletage d’Anosov associé a une
surface de Riemann de genre > 1. La théorie de la dimension de Murray et von
Neumann permet de mesurer (dans le cas ou l'algébre de von Neumann est
de type II) par un nombre réel positif, la dimension de 1’espace des solutions
L? d’une équation aux dérivées partielles elliptique le long des feuilles du
feuilletage. Des entiers tels le nombre de poles moins le nombre de zéros pour
des fonctions méromorphes sur des variétés compactes sont alors remplacés
par des densités, qui sont des nombres réels. En particulier, la dimension
continue de Murray et von Neumann acquiert sa vraie signification de densité

de dimension, tres éloignée par exemple des dimensions de Hausdorff.

Mais des espaces tels que 'espace des feuilles d’'un feuilletage ci-dessus
ont en fait une structure beaucoup plus riche et rigide que celle qui leur est
donnée par la théorie de la mesure, Dans la hiérarchie des moyens qui sont a
notre disposition pour analyser un espace classique, la théorie de la mesure
occupe en effet la place la plus primitive. Un espace ordinaire n’acquiert de
connexité, de linéarité infinitésimale, et de géométrie que grace aux théories
suivantes :

@ Topologie algébrique.

@ Variétés différentiables.

@ Géométrie Riemannienne.

Pour pouvoir adapter valablement ces trois outils aux espaces qui nous in-
téressent, il était nécessaire de disposer d’exemples a la fois simples, non
triviaux et suffisamment généraux, possédant manifestement ’analogue de
@ @ et @ Outre les espaces de feuilles de feuilletages de tels exemples
proviennent de :

a) Groupes discrets.

b) Action d’un groupe de Lie (compact ou non) sur une variété.

Il n’est raisonnable de parler de ’espace, au sens classique, ensembliste, du



17

terme, des représentations irréductibles d'un groupe (discret) I' que quand
ce groupe est de type 1. Or, cela n’arrive, en supposant que I est de type fini,
que si I' contient un sous-groupe normal commutatif d’indice fini. Quand le
groupe I' est commutatif, 'espace X dual de I' est un espace compact dont
la topologie est entierement décrite grace au théoreme de Gel’fand par la C*
algebre C(X) des fonctions continues a valeur complexes sur X. Or, cette
C* algebre est égale a la C* algebre de convolution C*(I'). Quand I n’est
pas de type I, I'espace X est pathologique si on lui applique les concepts

classiques de la topologie, mais il est facile de voir pour le produit semi-

1
direct I' = Z% X, Z, o0 = que 'on a bien une algebre associée a un
1 2

feuilletage. Le role de la K-théoric de la C* algebre C*(T") dans la théorie de
I’homotopie des variétés non simplement connexes a été mis en évidence par
les mathématiciens russes Miscenko et Kasparov. La signature I'-équivariante
est ainsi un élément de Ko(C*(T')) qui est un invariant d’homotopie (I' =
m1(M)). Ils ont aussi réussi & démontrer, quand I" est un sous-groupe discret
d’un groupe de Lie, la conjecture de Novikov : si M est un espace K(I',1) et

Y 4 M une application continue, la signature
o = Signature f~*(N)

pour tout cycle N C M est inchangée si 'on remplace (Y, f) par un couple
(Y, f) homotope.

La K-théorie de la C* algebre associée a un feuilletage permet par exemple
de distinguer entre eux les feuilletages de Kronecker pour différentes valeurs
de 6 (modulo PSL(2,Z) et joue un role crucial dans le théoreme de l'in-
dice pour les opérateurs elliptiques le long des feuilles'. Dans des exemples
simples, elle rend tres bien compte de la structure topologique du feuilletage,

on dispose d’une fleche p de la K-homologie du quotient d’homotopie vers la

1. Résultat obtenu en collaboration avec G. Skandalis.
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K-théorie de la C* algebre, et ¢’est un isomorphisme dans tous les exemples
calculés jusqu’a présent. Ainsi, dans 2) c’est la K-théorie qui joue le role
central, et en fait la K-théorie bivariante de Kasparov. En ce qui concerne
3), nous possédons maintenant ’analogue non commutatif des notions de
courants de de Rham et d’homologie, grace a la cohomologie cyclique. Cette
notion permet en particulier de définir le cycle fondamental de I'espace des
feuilles d’un feuilletage transversalement orienté. Les classes caractéristiques
secondaires, tel que 'invariant de Godbillon-Vey, font alors leur apparition
dans la cohomologie cyclique de I’algebre du feuilletage : le cycle fondamental
C de I'espace des feuilles n’est pas en général invariant par le groupe d’auto-
morphismes modulaires (o;) de l'algebre, mais en codimension 1 sa dérivée

seconde est nulle

2

d d
%( Cycle fondamental) # 0, ) C=0.

L’invariant de Godbillon-Vey apparait alors comme le cycle

d
GV =i,— C.
Cdt
obtenu par contraction de la dérivée premiere a C par le générateur X du

groupe d’automorphismes modulaires.

Comme application, on obtient immédiatement que si GV # 0, 'algébre
de von Neumann associée a une composante non-triviale de type III, résultat
tres technique de S. Hurder. De plus, I'aspect linéarisation infinitésimale qui
était la caractéristique de 3) le reste encore mais a un autre niveau, en effet,
les résultats de Loday et Quillen montrent que la cohomologie cyclique est la
partie indécomposable de la cohomologie de [’algébre de Lie du groupe GL de
Palgebre en question. Si 'on veut mieux que la partie linéarisée du caractere

de Chern d’un élément de K-homologie, on doit alors invoquer la K-théorie
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algébrique. On obtient ainsi, pour tout module de Fredholm (H, F') € (*(A)
une fleche de K2'%,(A) vers C*. Dans le cas trés simple ot A = C*(S) et
(H, F) est 'extension de Toeplitz, on obient 'extension centrale du groupe
de lacets qui apparait, par exemple, dans les travaux de G. Segal et G. Wil-
son. Quand on cherche a expliciter cette fleche pour le module de Fredholm
associé a I'opérateur de Dirac, on tombe exactement sur la deuxieme quan-
tification du champ des spineurs; mais la dificulté de manipulation de la
K-théorie algébrique au-dela de K3 limite encore notre compréhension aux
dimensions 1 et 2. C’est 'apparition de la théorie des champs dans ce pro-
bléme et en particulier I’égalité entre le groupe de jauge : C*(X,Uy) et le
groupe unitaire U(My(C*(X)) qui conduisent & un certain nombre de ré-
flexions sur la nature de l'algebre A des fonctions de classe C* sur 'espace
X quand on aborde le probléeme de l'interaction entre la relativité générale

et la mécanique quantique.

Je terminerai donc sur deux remarques simples :

1) L’espace X n’intervient que a) pour définir I'espace linéaire des données
de Cauchy pour Les champs classiques en ¢t = 0 et b) pour définir le groupe
de jauge U. Cela n’utilise en rien la commutativité de A.

2) La relativité, la gravitation et la mécanique quantique spécifient une
grandeur, de I'ordre de 10732 cm, au-dela de laquelle la notion de point de
I’espace devient illusoire. Quel modele plus simple peut-on donner de ce phé-
nomene que celui de supposer que l'algebre A n’est pas strictement com-
mutative, comme 'algebre Ay. Or, il existe une généralisation naturelle de
la géométrie Riemannienne pour laquelle 1'algebre des fonctions n’est plus
commutative. C’est en particulier cette généralisation et ses rapports avec la

physique que j’ai I'intention d’explorer dans un avenir proche.



Une nouvelle preuve du théoréme de Morley
Alain Connes

Cela fait maintenant 22 ans que 'THES m’a offert 'hospitalité. J’ai appris ici la plupart des mathé-
matiques que je connais, principalement grace a des conversations impromptues au déjeuner avec des
visiteurs ou des membres permanents.

Quand je suis arrivé, j’étais obnubilé par mon propre travail et j’ai éprouvé un sentiment d’humilité en
réalisant a quel point je comprenais peu ce dont il était alors question dans les discussions habituelles.
Dennis Sullivan prit soin de moi, et me donna un cours rapide en géométrie qui a influencé ma maniere
de penser pour le reste de ma vie.

C’est aussi a Bures, grace aux physiciens, que j’ai compris la véracité d’une phrase de J. Hadamard sur
la profondeur des concepts mathématiques venant de la physique :

“Non cette nouveauté a la vie courte qui trop souvent ne peut influencer que le mathématicien rivé
a ses propres préoccupations, mais cette nouveauté infiniment féconde qui jaillit de la nature des choses.”

Pour donner un peu Pesprit de Patmosphére de compétition conviviale caractéristique de P'THES, j’ai

choisi I’exemple spécifique d’une conversation que nous avons eue lors d’un déjeuner au printemps der-
nier et qui m’a amené a un nouveau résultat amusant.

A a < c

Vers 1899, F. Morley prouva un théoréme remarquable sur la géométrie élémentaire des triangles Eu-
clidiens :

“Etant donné un triangle A, B, C, les intersections 2 & 2, «, 3,~ des trissectrices sont les sommets d’un
triangle équilatéral” (cf. Fig. 1).

L’'un de nous mentionna ce résultat pendant le déjeuner et l'attribua (par erreur) a Napoléon. Bona-
parte avait effectivement étudié les mathématiques dans son jeune 4ge et, en plus d’apprendre I'anglais,
il enseignait les mathématiques au fils de Las Cases pendant son exil de Sainte Hélene a Longwood.

C’était la premiere fois que j’entendais parler du résultat de Morley et quand je suis rentré chez moi,
suivant 'un des conseils de Littlewood, j’ai commencé & chercher une preuve, non pas dans les livres
mais dans ma téte. Ma seule motivation en plus de la curiosité était le challenge évident “c’est 'un des
rares exploits de Bonaparte auquel je devrais pouvoir m’attaquer”. Aprés quelques tentatives infruc-
tueuses, j’ai vite réalisé que les intersections de trissectrices consécutives sont les points fixes de produits

1. Ce texte provient de I'ouvrage fétant les 40 ans de I'THES intitulé Les relations entre les mathématiques et la
physique théorique, IHES, 1998, p. 43-46
2. Collége de France, Paris, et IHES, 91440 Bures-sur-Yvette, France.



de 2 rotations g; autour des sommets du triangle (rotations d’angles égaux a deux tiers des angles cor-
respondant du triangle). Il était alors naturel de chercher la symétrie g du triangle équilatéral comme
un élément du groupe I' engendré par les trois rotations g;. Maintenant, il était facile de construire un
exemple (en géométrie sphérique) qui montre que le théoréme de Morley ne peut s’appliquer en géomé-
trie non-euclidienne, de telle fagon que la preuve devait utiliser des propriétés euclidiennes particulieres
du groupe des isométries.

Du coup, je passais quelque temps a essayer de trouver une formule de g en fonction des g;, en utilisant
la construction simple (toute isométrie d’angle 27 /n,n > 2 est automatiquement d’ordre n), de plein
d’éléments d’ordre 3 dans le groupe I', comme g1 g2g3. Apres beaucoup d’efforts, je réalisais que c’était
en vain (cf. Rem. 2 ci-dessous) et que le groupe qui intervient est le groupe affine de la droite, plutét
que le groupe d’isométrie du plan.

Le but de cette courte note est de donner une preuve conceptuelle du théoreme de Morley comme
propriété théorique du groupe de l'action du groupe affine sur la droite. Il sera valide pour tout corps
(commutatif) k (de caractéristique arbitraire, méme si en caractéristique 3, ’hypotheése du théoréme ne
peut étre remplie). Ainsi soit k& un tel corps et G le groupe affine sur k, en d’autres termes, le groupe

des matrices 2 X 2 g = [g ﬂ ouac€k,a#0,bek. Pour g € G, posons

(1) 5(g) = a € k.

Par construction, § est un morphisme de G dans le groupe multiplicatif £* des éléments non nuls de k,
et le sous-groupe T' = Ker § est le groupe des translations, i.e. le groupe additif de k. Chaque g € G
dans G définit une transformation,

(2) g(z) =ax+b Vzeck,
et si a # 1, elle admet un et un seul point fixe,
3) fir(g) =
1x(g) = .
g l1—a

Prouvons le simple fait suivant :

Théoréme. Soient g1, 92,93 € G tels que g192, 9293, 9391 €t g1g29s ne sont pas des translations et
posons j = §(g19293). Les conditions suivantes sont équivalentes,
19595 = 1.

a) 919

b) 3 =1let a+jB+j%y=0o0ua= fix(gigs), B = fix(g293),7 = fix(gsg1)-

a;
0
la partie translationnelle de g3g3g3. La premiére condition est exactement j* = 1. Notons que j # 1
par hypothese. Alors on a

Preuve. Posons g; = [ bf] L’égalité g3g3g3 = 1 est équivalente a 6(gig393) = 1, et b =0, ot b est

(4) b= (a% +a;+1)b + al (a% +as+1) by + (aras)? (a§ + az + 1) bs.
Un calcul évident, en utilisant le fait que ajasasz = j donne,

(5) b= —jatas(ar — j)(az — j)(as — j)(a + jB + j*7),

ou, «, 3,7 sont les points fixes de

_ a1b2 + bl _ a2b3 + b2 = a3b1 + bg

(6)

1—a1a2’ 1—0,20,37 1—0,3(11'



Maintenant, a, — j # 0 puisque par hypothese, les produits deux a deux des g; ne sont pas des trans-
lations. Ainsi, et quelque soit la caractéristique de k, nous obtenons que a) < b).

Corollaire. Théoreme de Morley.

Démonstration. Prenons k = C et définissons g; comme la rotation de centre A et d’angle 2a, ou 3a
est 'angle BAC et de mani¢re similaire pour ga et gz. On a g3g3g3 = 1 puisque chaque g3 peut étre
exprimé comme le produit des symétries le long des cotés consécutifs. De plus, pour une raison similaire
a = fix(g192), 8 = fiz(gags),y = fir(gsg1) sont les intersections des trissectrices. Ainsi, de a) = b),
on obtient a + 73 + 72y = 0 qui est une caractérisation classique des triangles équilatéraux.

Remarque 1. Sans altérer les cubes gi)’, gg’, gg’, on peut multiplier chaque g; par une racine cubique de
1, on obtient de cette maniere les 18 triangles équilatéraux non-dégénérés des variantes du théoreme
de Morley.

Remarque 2. Nous montrerons maintenant qu’en général, la rotation g qui permute cycliquement
les points «, 8, n’appartient pas au sous-groupe I' de G engendré par g1, g2, g3. Sous ’hypothese du
théoréme, on peut supposer que le corps k contient une racine cubique de 'unité non triviale, j # 1, et
que de ce fait, sa caractéristique n’est pas égale & 3. La rotation qui permute cycliquement les points
«, B, est ainsi I’élément de G donné par,

™) o=l 3 m=0-pars.

Maintenant, pour tout élément g = b] du groupe I' engendré par g1, g2, g3, on a les polynémes de

a
0 1
Laurent P; en les variables a; tels que,

(8) b="5b1P + by Py + b3 Ps.

Ainsi, en exprimant, avec les notations ci-dessus b; en termes de «, 3,7,

by=(1+5)""(az" (a3 —ja— (a1 —j)B+ar  (az—j)7)
9) by=(1+j)" (a2 (as—ja+a" (a1 —j)B— (az — j)v)
bi=Q0+/)" (= (as—jatas (a1 —5)B+as’ (az—j)v)

nous obtenons les polynémes de Laurent Q); tel que,
(10) b= (a3 —j)aQi + (a1 — j)BQ2 + (a2 — j)V1Qs.

On peut alors supposer qu’on a trouvé des polynomes de Laurent Q; tel que pour tout aq,aq,as € k*,
avec ajasaz = j, et tout o, 8,7 € k avec o + jB + j2y = 0, Iidentité suivante est vérifiée,

(11) (1 =)+ B+7) =3((az —j)Q1 + (a1 — j)BQ2 + (a2 — j)¥Q3)-

Nous choisissons alors a; = j,ag = j,a3 = j2,a = 0,8 = —j,v = 1 et obtenons une contradiction. En
passant au corps des fonctions sur k, cela suffit & démontrer que, en général, g ¢ T'.
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Noncommutatine geometry, par Alain Connes, Academic Press, Paris, 1994, xiii+661 pp.,
ISBN 0-12-185860-X ; publié d’abord en francais par les éditions InterEditions, Paris (Géo-
métrie Non Commutative, 1990).

L’analyse abstraite est une des branches les plus jeunes des mathématiques, mais elle est main-
tenant assez envahissante. Pourtant, il n’y a pas si longtemps elle était considérée comme
plutot étrange. L’attitude générale des mathématiciens avant la seconde guerre mondiale peut
étre brievement évoquée en racontant 1’histoire suivante racontée par feu Norman Levinson.
Pendant 'année post-doctorale de Levinson a Cambridge, alors qu'’il étudiait avec Hardy,
von Neumann est venu 1a donner une conférence. Hardy (représentant alors la quintessence
de lanalyste classique) fit cette remarque aprés la conférence : “Bien siir, ce jeune est trés
intelligent. Mais étaient-ce des mathématiques?”

L’analyse abstraite est née dans les années 20 du défi que constituait la mécanique quantique
et de la réponse apportée a ce défi par von Neumann et M. H. Stone. Le théoréme de Stone-
von Neumann (e.g., [1]), qui a spécifié la structure de la représentation unitaire générique
des relations de Weyl, a établi I’équivalence des formalismes de la mécanique quantique de
Heisenberg et de Schrodinger (il est intéressant que ces deux derniers ne l'aient jamais com-
pris. La morale pourrait étre que les physiciens rigoureux mathématiquement n’attendaient
pas Papprobation des physiciens pratiques, aussi fondamental que soit leur travail). C’était
le premier théoréme non trivial de structure pour une représentation unitaire en dimension
infinie d’un groupe non-commutatif et du coup, un prototype important de la théorie de la
représentation des groupes de Lie en dimension infinie. Les écrits de Von Neumann montrent
clairement qu’il avait compris 'importance de sa théorie pour la mécanique quantique, et il
encouragea grandement son ami Wigner a développer la théorie dans le cas aisé du groupe de
Poincaré. L’article de Wigner qui présente cela [2] vint apres les travaux les plus référencés
du vingtieme siecle !

Von Neumann lui-méme releva le défi plus grand encore de formaliser les mathématiques
de la phénoménologie quantique. Avec Stone, il établit le théoréme spectral dans un espace
complexe de Hilbert et la théorie de I’extension des opérateurs hermitiens, qui fut largement
un point culminant de la théorie des opérateurs hermitiens, et le fait qu’il ait eu la pré-science
avec une vingtaine d’années d’avance, d’utiliser le terme “spectre”, reste remarquable.

Peu de temps aprés, von Neumann prouva le théoréme du double commutant [3], qui était a
ce moment-1a un probléme frappant dans le contexte non-commutatif, et plus spécifiquement
dans le champ de la mécanique quantique. L’article était hautement suggestif d’une théorie
de dimension infinie comparable au théoréme de structure de Wedderburn. Rétrospective-
ment, il marque le début de I’analyse abstraite et il a amené a la série classique des articles
sur les Anneaux d’opérateurs, peut-étre le travail majeur le plus original des mathématiques
du vingtieme siecle.

1. Une collection des travaux les plus référencés a été publiée par Springer des années apres. Il est in-
téressant, et représentatif des relations entre les mathématiques et la physique, que l'article de Wigner ait
été originellement soumis au journal de physique Springer. Il a été rejeté, et Wigner cherchait un journal de
physique qui I'accepterait lorsque von Neumann lui dit de ne pas s’inquiéter, il réussit a le faire passer dans
les Annales de mathématiques. Wigner fut content de cette offre (information verbale de Wigner).



Il y avait trois motivations principales pour la série des articles sur les “anneaux”, comme von
Neumann les a appelés. La premiére était, c’est siir, le défi posé par la mécanique quantique.
En particulier, le caractére divergent de la théorie quantique des champs, bizarrement en
contraste avec sa base intuitive simple, et von Neumann espérait réconcilier ces deux carac-
téristiques contrastées en trouvant le formalisme adéquat. Une seconde application potentielle
d’importance était de structurer les représentations infini-dimensionnelles des groupes non
abéliens, probleme qu’il avait déja résolu dans le cas du groupe de Heisenberg. Une troisieme
motivation était la généralisation des théoremes de structure de Wedderburn.

Aujourd’hui, les divergences en théorie quantique des champs apparaissent comme des consé-
quences probables d'une géométrie tres simple de 1'espace-temps. Dans I'univers d’Einstein
R! x S3, qui n’est pas un modele moins raisonnable que l’espace de Minkowski et qui 1’ap-
proxime bien localement, les divergences sont absentes dans le cas crucial de 1’électrody-
namique quantique [4] et dans toutes les probabilités de la théorie électro-faible aussi. Les
extensions et les applications du lemme de Poincaré au cas en dimension infinie servent a éta-
blir des intégrales relativement invariantes des champs quantiques d’opérateurs auto-adjoints
dans l'espace de Hilbert [5, 6, 7].

La théorie de l'intégration non-commutative, dans laquelle on intégre des opérateurs plutot
que des fonctions, relativement & des mesures additives calculables sur des projections plutot
que sur des ensembles [8], avec la théorie de l'intégrale directe de von Neumann (i.e., dé-
composition d’algebres), comble adéquatement le besoin d’une base abstraite de théorie des
groupes, e.g., ’établissement du théoreme de Plancherel pour les groupes localement com-
pacts [9]. La théorie de la structure de Wedderburn a été étendue aux anneaux arbitraires de
“type I'”; i.e. les types que 'on trouve le plus communément en pratique. Les autres types
sont & peine moins rebutants qu’ils n’en ont 'air aprés complétion de leur théorie globale il
y a quelques dizaines d’années. La théorie locale dépendant de la classification des anneaux
simples centraux, ou des “facteurs”, a été étudiée attentivement avec énergie et ingéniosité,
mais elle reste insaisissable et apparait beaucoup plus réalisable qu'une classification compléte
des groupes discrets infinis, il n’y a d’ailleurs pas de besoin apparent d’une telle classification
dans les autres parties de la science mathématique.

Ainsi, le programme de base de von Neumann a en grande partie été effectivement réalisé.
Mais les algebres d’opérateurs non-commutatifs constituent un paradigme naturel pour un
certain nombre d’applications secondaires, de la théorie quantique a la topologie, 1’algebre,
et la géométrie différentielle. Il y a un petit doute de 'auteur de ce livre merveilleux, et tres
bien imprimé, que ces applications puissent étre surmontées par les analystes abstraits de sa
génération. Le sujet de la “géométrie non-commutative” a son origine dans le programme de
von Neumann pour les anneaux d’opérateurs ainsi que dans la théorie de la représentation
pour les algebres de Banach de Stone, Gelfand, et autres. Ce dernier travail a fourni une
interprétation géométrique pour les algébres commutatives sous la forme d’un idéal maximal
ou d