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1 Introduction

Dans une note toute récente, on a montré comment calculer la somme des diviseurs des nombres successifs
en effectuant un simple calcul matriciel. Selon une méthode similaire, on calcule l’indicateur d’Euler en
utilisant une matrice contenant des pgcd.

2 Matrices et indicateur d’Euler

L’indicateur d’Euler fournit pour un nombre donné x le nombre ϕ(x) de nombres qui lui sont inférieurs
et qui sont premiers à lui.

Voici la table des indicateurs d’Euler des entiers de 1 à 100.

ϕ(1) = 1 ϕ(21) = 12 ϕ(41) = 40 ϕ(61) = 60 ϕ(81) = 54
ϕ(2) = 1 ϕ(22) = 10 ϕ(42) = 12 ϕ(62) = 30 ϕ(82) = 40
ϕ(3) = 2 ϕ(23) = 22 ϕ(43) = 42 ϕ(63) = 36 ϕ(83) = 82
ϕ(4) = 2 ϕ(24) = 8 ϕ(44) = 20 ϕ(64) = 32 ϕ(84) = 24
ϕ(5) = 4 ϕ(25) = 20 ϕ(45) = 24 ϕ(65) = 48 ϕ(85) = 64
ϕ(6) = 2 ϕ(26) = 12 ϕ(46) = 22 ϕ(66) = 20 ϕ(86) = 42
ϕ(7) = 6 ϕ(27) = 18 ϕ(47) = 46 ϕ(67) = 66 ϕ(87) = 56
ϕ(8) = 4 ϕ(28) = 12 ϕ(48) = 16 ϕ(68) = 32 ϕ(88) = 40
ϕ(9) = 6 ϕ(29) = 28 ϕ(49) = 42 ϕ(69) = 44 ϕ(89) = 88
ϕ(10) = 4 ϕ(30) = 8 ϕ(50) = 20 ϕ(70) = 24 ϕ(90) = 24
ϕ(11) = 10 ϕ(31) = 30 ϕ(51) = 32 ϕ(71) = 70 ϕ(91) = 72
ϕ(12) = 4 ϕ(32) = 16 ϕ(52) = 24 ϕ(72) = 24 ϕ(92) = 44
ϕ(13) = 12 ϕ(33) = 20 ϕ(53) = 52 ϕ(73) = 72 ϕ(93) = 60
ϕ(14) = 6 ϕ(34) = 16 ϕ(54) = 18 ϕ(74) = 36 ϕ(94) = 46
ϕ(15) = 8 ϕ(35) = 24 ϕ(55) = 40 ϕ(75) = 40 ϕ(95) = 72
ϕ(16) = 8 ϕ(36) = 12 ϕ(56) = 24 ϕ(76) = 36 ϕ(96) = 32
ϕ(17) = 16 ϕ(37) = 36 ϕ(57) = 36 ϕ(77) = 60 ϕ(97) = 96
ϕ(18) = 6 ϕ(38) = 18 ϕ(58) = 28 ϕ(78) = 24 ϕ(98) = 42
ϕ(19) = 18 ϕ(39) = 24 ϕ(59) = 58 ϕ(79) = 78 ϕ(99) = 60
ϕ(20) = 8 ϕ(40) = 16 ϕ(60) = 16 ϕ(80) = 32 ϕ(100) = 40

Pour p un nombre premier, ϕ(p) = p− 1.

On propose de calculer l’indicateur d’Euler par multiplication matricielle.

Appelons M = (mnd) la matrice carrée de booléens de taille n × n qui contient les éléments mnd =
(pgcd(d, n + 1) = 1) si d 6 n et mnd = 0 sinon.
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Voici M pour n = 6.

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1



Le 1 encadré est le booléen correspondant à pgcd(4, 3) = 1. En annexe est fournie la matrice pour
n = 23 de façon à ce que soit notée les périodicités booléennes “rigolotes” (une manière de dire qu’on
ne risque pas d’y trouver une quelconque périodicité) dans les colonnes correspondant aux nombres 6 et 10.

Multiplions M par la matrice U “pleine de 1”.

U =



1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1



S = MU =


1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 2 2
6 6 6 6 6 6


La matrice S présente l’intérêt d’avoir sur sa diagonale pour un entier i son indicateur d’Euler Si,i =
ϕ(i + 1).

Annexe

Noter les périodicités des colonnes n = 6 et n = 10 marquées d’une croix.
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× ×
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
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