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1 Fondations

Dans cette section, nous commencons par définir une fonction récursive binaire
sur les entiers f qui compte certains caracteres de divisibilité, puis nous four-
nissons une fonction binaire majorant qui majore f, et nous étudions la crois-
sance de la fonction majorant.

Soit la fonction récursive f(i, k) définie de la fagon suivante pour ¢ et k variant
de 1 a l'infini.

Définition 1.1 (Définition de la fonction binaire f)
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Théoréme 1.1 (Calcul du nombre de divisibles par 2k + 1)
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2x étant fixé, pour tout ¢ compris entre 1 et |\/z], la valeur de f(2z,7) est
majorable.

Théoréme 1.2 (Majoration du nombre de divisibles par 2k + 1)
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Définition 1.2 (Définition de la fonction binaire majorant)
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Selon i, la fonction majorant est une fonction croissante de 2.

Théoréme 1.3 (Croissance de la fonction binaire majorant)
Vo > 12,Vy > 12,1 < i < [z,

2z > 2y = majorant(2x,i) > majorant(2y,1i)

2 Ordre lexicographique sur les numérateurs des
rationnels associés a 2x

(N, <) est un ensemble ordonné.
On pose Nuplets = U;ozo N¥, la réunion de tous les produits cartésiens finis
construit sur N (Np contient uniquement le singleton vide).

On définit 'ordre lexicographique sur Nuplets de la fagon suivante.

Soient a = (a1, ...,ap) et b= (b1,...,by) deux éléments quelconques de Nuplets,
et soit m le plus petit des deux entiers p et q.

a < b si et seulement si
(a1, ..., am) < (b1,...,by) (pour ordre lexicographique sur Nuplets,,)
ou  (a1,...,am) = (b1,...,bp) et m < ¢ (c’est-a-dire p < q).
Définition 2.1 (Définition du n-uplet des numérateurs associé a 2x)
Numérateurs(2z) = (ny,...,ng) avecl < k< || et n; = majorant(2x,i).

Théoréme 2.1 (Ordre lexicographique sur les n-uplets des numérateurs)

Ve > 12, Vy > 12, 2z > 2y = Numérateurs(2z) > Numérateurs(2y)

Définition 2.2 (Définition de I’ensemble de probabilités majorantes associé a 2x)
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On a Card(ProbasMajorées(2z)) = |/x].

Et, de fait, Card(ProbasMajorées(2x+2)) = Card(ProbasMajorées(2x)) +
lorsque 22+ 2 est le double d’un carré, sinon Card(ProbasMajorées(2x+2)) =
Card(ProbasMajorées(2x)).



Définition 2.3 (Définition de la fonction poincaré)
poincaré(2x) = crible(ProbasMajorées(2x))
Définition 2.4 (Définition récursive de la formule du crible de Poincaré)
crible(f) = 0.
o p P, P
cmble({q} UE) = P + crible(E) — g.cmble(E).

On obtient une majoration du résultat de I’application de la formule du crible &
Pensemble ProbasMajorées(2x), et ce pas a pas de 2x & 2x+2 selon la formule
de récurrence :

Théoréme 2.2 (Majoration de la formule du crible : formule de récurrence)
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On en déduit une majoration pour tout 2z du résultat de 'application de la
formule du crible de Poincaré a I’ensemble des probabilités majorées.

Théoréme 2.3 (Majoration globale de la formule du crible)
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Définissons moitie = VCZJ .

Théoréme 2.4 (minoration du nombre de décomposants de Goldbach)

Y 2x > 24, nombre_de_décomposants_de_Goldbach(2x) > (1—poincare(2x))moitie

Théoréme 2.5 (Conclusion)

V 2z > 68, nombre_de_décomposants_de_Goldbach(2x) > 1.

Annexe : nouvelle caractérisation des nombres
premiers
On n’a pas utilisé les nombres exacts de divisibles pour étudier la conjecture

de Goldbach mais on va les utiliser maintenant pour obtenir une nouvelle car-
actérisation des nombres premiers.



Définition 2.5 (Définition de ’ensemble des nombres exacts de divisibles associé a 2z)

Exact(2z) = {f(2ac, k),1<k< {x;lJ}

Définissons la fonction booléenne double qui renvoie vrai si 'un des n-uplets est
“un peu” le double de 'autre

Définition 2.6 (Définition de la fonction double)
Exact(2z) = (a1,-..,a0m),

double(2x,2y) +— Ezxact(2y) = (b1,...,bn),
V1 <i< min(m,n), a; = b;oua; = 2.b;.

Premier(z) <= 3k > 6,(x=2k+1)A(double(Ezxact(2z), Exact(2x—2))).



