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1 Rappels

La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres
premiers. On rappelle qu'un nombre premier impair p est un décomposant de Goldbach de n un nombre
pair supérieur ou égal & 6 si p est incongru* & n selon tout module premier impair p’ inférieur & y/n. En
effet, dans le cas contraire, le complémentaire & n de p est composé.

Ezemple : 19 est un décomposant de Goldbach de 98 car 19 est incongru a 98 selon 3, 5 et 7. Par contre,
3 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 3 = 98 (mod 5) (ce qui correspond au fait que 5 divise
98 — 3). 5 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 5 = 98 (mod 3). 7 n’est pas un décomposant
de Goldbach de 98 car 7 = 98 (mod 7) (ce qui correspond au fait que 7 divise 98 — 7, 7 est diviseur de 98).
11 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 11 = 98 (mod 3). 13 n’est pas un décomposant de
Goldbach de 98 car 13 = 98 (mod 5). 17 n’est pas un décomposant de Goldbach de 98 car 17 = 98 (mod 3).

2 Modéliser la recherche des décomposants de Goldbach par des
équations algébriques

Chercher un décomposant de Goldbach p d’un nombre pair n revient donc simplement a chercher un
nombre qui vérifie les conditions suivantes : d’une part, il est premier et d’autre part, son complémentaire
a n est premier.

Lors de ces recherches autour de la conjecture de Goldbach, comme il s’agit de trouver les solutions entieres
d’équations, on a longuement buté sur un extrait de Galois qui écrit : “Ensuite, pour avoir les solutions
entiéres, il suffira, ainsi que M. Libri parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun & Fr = 0 et @ 2P~1 = 1”. Récemment, on a pu trouver sur la toile la référence [2] dans
laquelle Libri explique sa méthode simple pour trouver les solutions entiéres d’une équation polynomiale
et qui est fournie en annexe.

On réalise a ces lectures que les nombres premiers 3, 5, 7 et 11, par exemple, sont tous racines de
I’équation polynomiale

(x=3)(z—=5)(z—7)(xz—11) =0.

En développant le produit, on obtient ’équation polynomiale suivante :
xt — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 = 0.
Les coefficients s’obtiennent ainsi :

26=3+5+7+11

236 =3.54+3.7+3.11+5.7+5.11 + 7.11.
886 = 3.5.7+3.5.11 + 3.7.11 + 5.7.11.
1155 = 3.5.7.11.

*On utilise le terme proposé par Gauss dans les Recherches Arithmétiques.



Plus généralement, pour exprimer que z, le nombre a chercher, est premier, on utilise une équation poly-
nomiale de la forme suivante :

x‘n’(n72)71 . O_l.xﬂ'(n72)72 + 0-2.1'71-(’”(72)73 7 O_S'x‘n'(n72)71 =0

La plus grande puissance de x est m(n — 2) — 1 parce que la décomposition 1 + (n — 1) n’est jamais
considérée comme une décomposition de Goldbacht, le —1 servant & éliminer le nombre premier 2. Les
nombres ¢; désignent respectivement les sommes de produits de ¢ nombres premiers pris parmi tous
les nombres premiers impairs considérés. Par exemple, 01 = p1 + p2s +p3s + ps... = 3+ 5+ 7+ 11..,
09 = p1P2 + P1pP3 + ... + P2ps + p2ps + ... et le dernier sigma est le produit de tous les nombres premiers
impairs inférieurs a n — 2.

Pour exprimer que n — x, le complémentaire du nombre a chercher doit étre 'un des nombres premiers
3, 5, 7ou 11, on utilise la méme équation polynomiale en remplacant x par n — x ; si 'on considere les 4
premiers nombres premiers impairs seulement, I’équation polynomiale devient :

((n—2) =3)((n —2) =5)((n —2) = 7)((n - z) - 11) = 0.
En développant le produit, on obtient I’équation polynomiale suivante :
(n —x)* — 26(n — x)® + 236(n — ) — 886(n — ) + 1155 = 0.

L’élévation aux différentes puissances du monoéme n — x donne les résultats ci-dessous :

(n —z)* = 2* — 4na® + 6n%2? — 4nz + nt.

(n — )3 = —2® + 3nz? — 3n2x + nd.

(n—x)%2 =n? - 2nx + 22
On reconnait les coefficients du binéme C? dans I'élévation de n — x & la puissance 4.

Si on développe et qu’on regroupe ensemble les coefficients concernant une méme puissance de x, on ob-
tient :

2 (—4n—+26)x3 4 (6n2 —78n+236) 22+ (—4n3 +78n> —472n+886) x+ (n* — 261> +236n2 —886n+1155) = 0

On reconnait dans la derniere parenthese le polynome initial dans lequel x a été remplacé par n. Puis pour
les coefficients des puissances supérieures de x, on voit qu’on dérive successivement le polyndéme initial
puis les polynémes obtenus, qu’on prend 'opposé du résultat a chaque fois et qu’on divise successivement
les résultats intermédiaires par 2, 3, etc.

Pour le degré 4, le polynome initial est :
n* — 26n° + 236n” — 886n + 1155
On le dérive et on en prend 'opposé :
—4n® + 78n” — 472n + 886
On dérive ce dernier, on en prend 'opposé et on divise le résultat par 2 :
6n® — 78n + 236
On dérive ce dernier, on en prend l'opposé et on divise le résultat par 3 :
—4n + 26

(_1)7LP(n) (QC)
n!

Les coefficients d’expression sont appelés coefficients du développement de Taylor.

Tméme si Cantor la comptait comme telle.



On est donc systématiquement ramené au systeme d’équations a deux équations de degré 4 suivant, dont
il faudrait réussir a prouver qu’il admet systématiquement au moins une solution :

I
o

P(z) : 2™ =271 g g™ (=272 4 gy g (n=2)=3 gy gr(n=2)=1
i (n—2)—1 (—1)¢ p® .
Zi;o(" 2)-1 (1) 5 (n)xz =0
Les résultats de la théorie de Galois sur la résolubilité des équations polynomiales ne pourraient-ils pas
étre utilisés ici pour montrer que notre systeme de deux équations admet toujours une solution en = au
moins ?...}

3 Exemples

Traitons les exemples n = 8 et n = 10. Il n’y a que trois nombres premiers impairs inférieurs a n, 3, 5 et 7.
L’équation polynomiale (x — 3)(x — 5)(x — 7) = 0 se développe en z3 — 1522 + 71z — 105 = 0.
L’équation polynomiale portant sur n — x se développe quant a elle en :

—23 + (3n — 15)2? + (=3n2 4+ 30n — 71)x + (n3 — 15n? + 71n — 105) = 0.

Si on remplace n par 8, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + 71z — 105 =0
—23 4922 —23x+15=0

3 et 5 sont les seules solutions de ce systeme. Ce sont les décomposants de Goldbach de 8.

Si on remplace n par 10, on aboutit au systeme :

23 — 1522 + Tlz — 105 =0
—23 4+ 152% — 7Tlx + 105 =0

Les deux équations sont équivalentes, 3 et 5 et 7 sont solutions de ce systéme, et sont décomposants de
Goldbach de 10.

4 Passer d’un degré au degré supérieur

Considérons d’abord les deux premiéres équations des deux systéemes pour les degrés 4 et 5. On passe de
I’équation :

4 3 2
TT — 014" + 024% —0'374$+0'474=O

a I’équation :
5 4 3 2 =0
T — 01,52 + 025 — 035T + 045 — 055 =

Les coefficients de ’équation de degré 5 ont été obtenus ainsi a partir de ceux de ’équation de degré 4.

015 =014 TP5
025 =024 +014.D5
035 =034 +024.D5
045 =044 +034.D5
055 = 04,4-D5
ieme

Plus généralement, si p; désigne le p nombre premier impair,

014 =01,i—1 +pi
09, =021 +01,i—1-Pi
03 = 03,i—1 +02,;—1-D;

Oi—1; = 0i-1,i—1 +0i—2,i-1.Di
i = +0i—1,i—1-Pi

)

tEn annexe, on fournit les équations polynomiales de degré 5 qui permettent laborieusement de trouver les décomposants
de Goldbach des nombres 14 et 16 qui ont comme nombres premiers impairs inférieurs & eux les nombres premiers 3,5,7,11
et 13 ().



Il faudrait trouver également comment on passe de la deuxieme équation du systeme a deux équations
d’un certain degré a la deuxieme équation du systeme de degré immédiatement supérieur.

Peut-étre est-ce a cause de ce mécanisme de passage d’un degré au degré immédiatement supérieur que
les équations sont toujours résolubles 7...

5 Pgcd des polynomes

Dans la mesure ou 'on cherche une racine r qui vérifie et la premiere et la deuxieéme équation, le fait que
les deux polynomes en question aient un pged différent de 1 assurerait I’existence d’une telle racine.

Avec loutil Sage, on expérimente cette idée a la recherche des décomposants de Goldbach du nombre pair
14.

Sage : decompld = var('z’)

Sage : eql = 25 — 39 % 2* + 574 x 2% — 3954 * 2 + 12673 * x — 15015
Sage : eq2 = —x° + 31 x x* — 350 % 23 + 1730 * 22 — 3489 *  + 2079
Sage : eql.gcd(eq2)

Sage : 23 —21 %22 + 131 x 2 — 231

Sage :eqd =23 —21 %22 + 131 %2 — 231 == 0

Sage : solve([eq4], )

Sage : [z =="T,x == 11,2 == 3]

6 Somme des polynomes

Dans la mesure ou les deux courbes algébriques sont symétriques 'une de ’autre par rapport a une droite
d’ordonnée n/2 (puisque x = n/2 = n — n/2), on peut voir apparaitre directement les décomposants de
Goldbach comme racine du polynéme qui est la somme des deux polynémes. On découvre les décomposants
de Goldbach sur les visualisations ci-dessous, concernant les nombres pairs 12 et 18. La somme en question
est systématiquement une fonction polynomiale paire.



f=plot(x™d-Z2=x"3+164* 0" 2-458*0+315, (%, 1,11}, rgbcolor=(0, 0,13}
geplot (x4 - Z6=x" 3+ 23602 - 886~ n+ 1155, (x, 1, 11) , rgbcolor=C1. 68 8} )
Show ([ T+03)
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w=var( deconpls )
f=plot(d™6-56%4"5+123T*x"d - 137 12*x "3+ TOBO1*x "2 - 230456% 4+ 255255, (%, 2,16), rabealor=(0,8,1))
geplot(x B-52=x 510574 - 10552 =0 3+5 2801 "2 - 118420+ 75075, (x, 2, 16) . rabcolor=(1,8,8))
show(T+g)
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h=plob(2*x"6- - 108*a™ 3 2204%x"d - P4PE4* a3 132 TEZ*x™2 J4E6TE* 2+ 330330, (x, 2, 16) . robcolor=(8,1.8))

show(h)
ol i s ] 6 8 w7 1z | 14 14
SNGN
10000
15000
Bibliographie

[1], Evariste Galois, Sur la théorie des nombres, Bulletin des Sciences mathématiques de M. Férussac,
tome XIII, page 428, juin 1830. Note de J. Liouville : ce mémoire fait partie des recherches de M. Galois

sur la théorie des permutations et des équations algébriques.
[2], Guillaume Libri, Mémoire sur la théorie des nombres, in Mémoires de mathématiques, extraits du
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, publié par A.L. Crelle, Berlin, 1835, p.44.

Annexe : exemples de degrés 4 et 5

Si on résoud les équations dont on a calculé les coefficients en remplagant n successivement par les valeurs
12 (équations de degré 4 car il y a 4 nombres premiers impairs inférieurs & 12 qui sont 3,5,7 et 11) puis
par les valeurs 14 et 16 pour n (équations polynomiales de degré 5 car on a rajouté le nombre premier
impair 13) avec un outil tel que loutil libre Sage qui permet la résolution d’équations polynomiales, on

arrive a résoudre les systemes ci-dessous.

Pour n = 12, il faut résoudre le systeme :

ot — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 = 0
2%+ (26 — 4n)z3 + (6n? — 78n + 236)22 + (—4n3 + 78n% — 472n + 886)x + (n* — 26n> + 236n% — 886n + 1155) = 0



qui se rameéne au systeme :

xt — 2223 + 1642% — 458z + 315 =0
Les seules valeurs de = qui conviennent sont bien 5 et 7 qui sont bien les décomposants de Goldbach
de 12.

{ 2t — 2623 + 23622 — 8862 + 1155 = 0

La visualisation des deux polynémes par 'outil Sage est fournie ci-dessous :

feplotix®d- 22" 3+ 16252 -258*x+315, ix, 1, 11) . rapcalar=14,4, 1]
g=plot(x™d- 2658~3+236%x"2-836% 341155, {x,1,11], rqacalar={1,8,8]1]

shiond | F2q )

Calculons les équations pour le degré 5 (nombres premiers impairs 3, 5, 7, 11 et 13).

x® — 392% + 5742% — 395422 + 126732 — 10725 = 0

avec

3+54+7T+11+13 =239
35+3.7+311+313+5.7+5.11+5.13+7.11+7.13+11.13 =574
3.5.74+35.114+35.134+3.7.11+3.7.13+ 3.11.13 + 5.7.11 + 5.7.13 + 5.11.13 4+ 7.11.13 = 3954

3.5.7.11 4+ 3.5.7.13 4+ 3.5.11.13 + 3.7.11.13 4+ 5.7.11.13 = 12673
3.5.7.11.13 = 15015.

En remplagant x par n—x, on obtient le polyndéme suivant dont on cherche quelles valeurs de x I’annulent.
5

—T

+(5n -39) 2

+(=10n?  +156n  —574) a3

+(10n3  —234n?  +1722n —3954) 22

+(=5nt  +156n3 —1722n%  +7908n —12673) 2!
+(n®  —39n* +574n®  —3954n% +12673n —15015)

Pour n = 14 ou n = 16, il faut résoudre le systeme :

x® — 39z* + 57423 — 395422 + 126732 — 15015 = 0
—2°% + (5n — 39)z* + (=10n% + 156n — 574)z3 + (10n3 — 234n? + 1722n — 3954)x2+
(—5n* + 156n% — 172202 + 79080 — 12673) + (n® — 39n* + 574n® — 3954n° + 12673n — 15015) = 0

qui se ramene dans le cas de n = 14 au systeme :

x5 — 3924 + 5742% — 395422 + 12673z — 15015 = 0
—z° + 312* — 35023 + 173022 — 3489z + 2079 = 0

Les seules valeurs de x qui conviennent sont 3,7 et 11, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 14.

La visualisation des deux polyndmes par 'outil Sage est fournie ci-dessous :



f=plot(x™5-39*x"d+5T4=* "3 -3054* 0~ 2+ 12673 - 15015, (%, 1,13}, rgbcalor=(0,.0,13)
geploti-n*5+31 04 - 350" 317302 - 34890+ 2079 (x, 1,13) , rgbgolor=(1,68 85
Show i T+g)
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Pour n = 16, le systéme final a résoudre est :

{

2% — 3924 + 57423 — 395422 + 126737 — 15015 = 0
—z° + 412* — 63823 + 465422 + 15681z — 19305 = 0

ennent sont 3,5,11 et 13, qui sont bien les décomposants de Goldbach de 16.

Le pged de ces deux polynémes est x# — 3223 + 35022 — 15042 + 2145. Les seules valeurs de = qui convi-

La visualisation des deux polynémes par 'outil Sage est fournie ci-dessous :

show [ T+3)
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T=plot(x™5-30=x"4+574*x "3 -3054 %02+ 126735 -15015, (€, 2,14}, rghcolar=(0,0,1))
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de Goldbach des nombres pairs 8, 10 et 18.

Fournissons enfin les visualisations par 1’outil Sage des polynomes permettant de trouver les décomposants
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T=plot {(x"3-15*K"2+F1*%-1B5, (%, 2, B}, rgheplor=(0,0,1) )
g=plot(-x" 315%™ 2-T1% 04105, (2, 2, B}, rpbeelor=(1,8,8) )
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