
La conjecture de Goldbach∗ stipule que tout nombre pair supérieur ou égal à 6 est la somme de deux
nombres premiers impairs.
Cela équivaut à: ∀ n ≥ 6, ∃ p ≤ n/2, p premier impair, ∀ q ≤

√
n, q premier impair, p 6≡ n (mod q)

Par exemple, 98 a pour plus petit décomposant de Goldbach 19 parce que 3, 5, 7, 11, 13 et 17, les plus
petits nombres premiers impairs, sont tous congrus à 98 selon un module premier impair inférieur à

√
98

tandis que 19 n’est congru à 98 selon aucun d’entre eux.

98 ≡ 3 (mod 5).
98 ≡ 5 (mod 3).
98 ≡ 7 (mod 7).
98 ≡ 11 (mod 3).
98 ≡ 13 (mod 5).
98 ≡ 17 (mod 3).

98 6≡ 19 (mod 3).
98 6≡ 19 (mod 5).
98 6≡ 19 (mod 7).

On choisit de démontrer plutôt :

(∃ n ≥ 6, ∀ p ≤ n/2, ∃ q ≤
√
n, p et q premiers impairs, n ≡ p (mod q)) =⇒ false.

Notons p1, p2, . . . , pk les nombres premiers impairs inférieurs ou égaux à n/2 et q1, q2, . . . , qk, les nombres
premiers impairs inférieurs ou égaux à

√
n. Les qi sont les modules selon lesquels n est congru aux différents

pi. Cherchons à établir d’où provient la contradiction. On a† :

n ≡ p1 (mod q1)
n ≡ p2 (mod q2)
. . .
n ≡ pk (mod qk)

D’après le théorème des restes chinois, les qi étant soit égaux soit premiers entre eux 2 à 2, le système de
congruences

n ≡ p1 (mod q1)
n ≡ p2 (mod q2)
. . .
n ≡ pk (mod qk)

aboutit à une contradiction de deux façons possibles.

Premier cas : Soit la contradiction provient du fait que le système contient des congruences contradictoires,
telles que n ≡ pi (mod q), n ≡ pj (mod q) avec pi 6≡ pj (mod q).

Second cas : Soit la contradiction provient du principe de “descente infinie” de Fermat : on ne conserve
du système de congruences qu’un sous-ensemble de celui-ci, contenant des congruences selon des modules
tous différents (les congruences omises étant non-contradictoires avec les congruences conservées sinon on
se situerait dans le premier cas). Ce nouveau système S admet une solution unique n modulo M , le plus
petit commun multiple des qi. Le plus petit nombre vérifiant cette congruence unique ne satisfait pas la
conjecture de Goldbach. Mais si l’on prend maintenant un sous-ensemble S′ de congruences du nouveau
système S, il admettra une solution unique également et le plus petit nombre n′ vérifiant cette congruence

∗ ∀ n ≥ 6, ∃ p ≤ n/2, ∃ q ≥ n/2, p et q premiers impairs, n = p + q,
†Le problème consiste à “agréger” les différentes congruences concernant n : on ne peut pas par exemple déduire des

différentes congruences sur n la congruence suivante :

nk ≡
∏pk

p1
pi (mod

∏qk
q1

qi)

Illustrons cette impossibilité sur un exemple :

n ≡ 2 (mod 3) a pour solutions entières 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, ...
n ≡ 3 (mod 5) a pour solutions entières 3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, ...

Mais les solutions du système constitué des 2 congruences sont 8, 23, 38, ..., i.e. les solutions de la congruence n ≡ 8 (mod 15)
qui ne s’obtient pas par une simple “multiplication terme à terme” des deux congruences initiales, mais par l’application
complexe du théorème des restes chinois.
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unique sera plus petit que n et ne vérifiera pas la conjecture de Goldbach non plus. On aboutit donc à
une contradiction dans tous les cas‡.

(Denise Chemla, 26/4/2012)

‡Illustrons l’inclusion d’ensembles de nombres en terme d’inclusion inverse des systèmes de congruences : le système de
congruences

n ≡ 3 (mod 5)
n ≡ 5 (mod 7)

est inclu dans le système de congruence

n ≡ 1 (mod 3)
n ≡ 3 (mod 5)
n ≡ 5 (mod 7)

5× 7 = 35, 3× 7 = 21, 3× 5 = 15, 3× 5× 7 = 105.
2× 35 ≡ 1 (mod 3), 21 ≡ 1 (mod 5), 15 ≡ 1 (mod 7).
Le deuxième système a pour solution unique les nombres congrus à 1×70+3×21+5×15 = 70+63+75 = 208 = 103 (mod 105)
qui sont les nombres de la suite 103, 208, 313, . . .
Le premier système a quant à lui pour solution unique les nombres congrus à 3× 21 + 5× 15 = 63 + 75 = 138 = 33 (mod 35)
qui sont les nombres de la suite 33, 68, 103, 138, 173, 208, 243, 278, 313, . . .
Comme prévu, les nombres vérifiant le deuxième système de congruences (plus contraint, une congruence supplémentaire)
vérifient également le premier système (moins contraint).
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Annexe : articles 33 à 36 (théorème des restes chinois) des Recherches Arithmétiques
de Gauss
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