La conjecture de Goldbach* stipule que tout nombre pair supérieur ou égal a 6 est la somme de deux
nombres premiers impairs.
Celaéquivaut a: Vn > 6, Ap < n/2, ppremier impair, ¥V q < +/n, q premier impair, p Z n (mod q)

Par exemple, 98 a pour plus petit décomposant de Goldbach 19 parce que 3, 5, 7, 11, 13 et 17, les plus
petits nombres premiers impairs, sont tous congrus a 98 selon un module premier impair inférieur a /98
tandis que 19 n’est congru a 98 selon aucun d’entre eux.

98 £ 19 (mod 3).
98 # 19 (mod 5).
98 # 19 (mod 7).

On choisit de démontrer plutot :
(Fn > 6,Vp <n/2, 3q <+/n, pet qpremiersimpairs, n = p (mod q)) = false.

Notons p1,pa, ..., pr les nombres premiers impairs inférieurs ou égaux a n/2 et ¢1, g, . . ., G, les nombres
premiers impairs inférieurs ou égaux & \/n. Les ¢; sont les modules selon lesquels n est congru aux différents
pi. Cherchons & établir d’ott provient la contradiction. On al :

n=p; (mod q1)
n = py (mod g2)

n = pg (mod qx)

D’apres le théoréeme des restes chinois, les ¢; étant soit égaux soit premiers entre eux 2 a 2, le systeme de
congruences

n = p; (mod q1)

n = py (mod g2)

n = pi (mod qx,)
aboutit & une contradiction de deux fagons possibles.

Premier cas : Soit la contradiction provient du fait que le systéme contient des congruences contradictoires,
telles que n = p; (mod q),n = p; (mod q) avec p; Z p; (mod q).

Second cas : Soit la contradiction provient du principe de “descente infinie” de Fermat : on ne conserve
du systeme de congruences qu’'un sous-ensemble de celui-ci, contenant des congruences selon des modules
tous différents (les congruences omises étant non-contradictoires avec les congruences conservées sinon on
se situerait dans le premier cas). Ce nouveau systéme .S admet une solution unique n modulo M, le plus
petit commun multiple des g;. Le plus petit nombre vérifiant cette congruence unique ne satisfait pas la
conjecture de Goldbach. Mais si 'on prend maintenant un sous-ensemble S’ de congruences du nouveau
systeme S, il admettra une solution unique également et le plus petit nombre n’ vérifiant cette congruence

*Vn >6,3p <n/2, 3q >n/2, petqpremiers impairs, n = p+gq,

TLe probleme consiste & “agréger” les différentes congruences concernant n : on ne peut pas par exemple déduire des
différentes congruences sur n la congruence suivante :

n® = [10% pi (mod TII ¢:)

Illustrons cette impossibilité sur un exemple :

n = 2 (mod 3) a pour solutions entieres 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, ...
n = 3 (mod 5) a pour solutions entieres 3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, ...

Mais les solutions du systéme constitué des 2 congruences sont 8,23, 38, ..., i.e. les solutions de la congruence n = 8 (mod 15)
qui ne s’obtient pas par une simple “multiplication terme & terme” des deux congruences initiales, mais par ’application
complexe du théoréeme des restes chinois.



unique sera plus petit que n et ne vérifiera pas la conjecture de Goldbach non plus. On aboutit donc &
une contradiction dans tous les cas?.

(Denise Chemla, 26/4/2012)

H1lustrons l'inclusion d’ensembles de nombres en terme d’inclusion inverse des systémes de congruences : le systéme de
congruences

n = 3 (mod 5)

n=>5 (modT)
est inclu dans le systéeme de congruence

n =1 (mod 3)

n = 3 (mod 5)

n =5 (mod 7)

5x7=2353x7=21,3x5=15,3x5x7=105.

2 x 35 =1 (mod 3), 21 =1 (mod 5), 15 =1 (mod 7).

Le deuxiéme systeéme a pour solution unique les nombres congrus & 1x70+3x214+5x 15 = 70463475 = 208 = 103 (mod 105)
qui sont les nombres de la suite 103,208, 313, ...

Le premier systéme a quant & lui pour solution unique les nombres congrus & 3 x 21 +5 x 15 = 63+ 75 = 138 = 33 (mod 35)
qui sont les nombres de la suite 33, 68,103, 138,173, 208,243,278,313,...

Comme prévu, les nombres vérifiant le deuxiéme systéme de congruences (plus contraint, une congruence supplémentaire)
vérifient également le premier systéme (moins contraint).



Annexe : articles 33 4 36 (théoréme des restes chinois) des Recherches Arithmétiques
de Gauss

. ARITHMETIQUES. 1y
-85, Quand tons led nombres 4, B, C, etc. sont premiers entre
e, lenr produit est le plus petit nombre divisible par chacund’eux;
et dans-ce mﬂeuéﬁduntque toutes les corigruences 2=2a (mod. A),
z=b (mod. B), etc. se ram¥neront & une seule z=r (mod. R) qui
leur équivandra , R étant le jproduit des mombres A, B, C, etc.:
iFsmt de ] réciproquement qu'nne seule condifion z=r (mod. R)
peut étre décomposée en plusienrs z=r (mod. o), z=r (mod. B);
z=r (mbd. C), etc. si 4, B, C, etc. sont les différens facteurs
premiers entr'eux qui composent R, Cette observation nousdonne
non - seulément le moyen de découvrir I'impossibilité lorsqu'elle
existe , mais encore une méthode plus commode et plus élégante
pour déterminer les racines.

3445, Soient comme ci-dessus les conditions z=ua(med. 4),
z2=) (mod. B), z=ic (mod. C), etc. On résoudra tous léesmodulesen
facteurs premiers entr'ens; £ en .4'4". A" etc. ; B en B'B"B" etc. ;
de manitre que les nombres .4’, A", etc., B, B*, elc. soient pre-
miers' ou puissardces de ndinbites premierss i l'nn des nombres
A, 'B, C, etc. était premier ‘lui-méme ou puissance d’'un nombre
premier, il n'y aurait, pour lui, aucune décomposition'd'faire. Alors
Ce qui précdde fait voirque T'on'pent , aux conditions données ,
substituer les suivantes z==2 ( mod. .1’ ), z=a(mbd, £'), z=a
(mod. A7), etex; =5 (‘mod. B’ ), s=D (ted. B'), etc., elc.;
Or, & moins yiie tous fes'horibres 4, B, C, etc. ne fussént prémiers
entr'enx ; ‘par exemple, si f n'eit pas premieravec B, il est évi-
dent gue tongles diviseus premiers e peuveiif dtre d.l]!'éténsdan:A
etdans B, mm-qh’ﬂdoitymir qualqu"uu dés diviseurs A", A" etc.,
qui trouve son égel, ¥on I:m:llhple » ou' 36n ‘soiimultiple parmi les
diviseuss B, B", eto. Soit'd'abérd 4 =B, 1és éonditions 1=ag
(mod. A" ), s=5 (mod. B ), doivent &tre identiques , et'lI'on
doit dvoir a=x b ("mod. A" ou'mod. B.); atéi 1Nine ou’l'zutre
decos deax cbnditivhs peut dtre réjetés; mais si 1'on n’s pas a=5
{ mdd. A’ ), le problémie st inypossible. Soit ensuite B’ un mul-
tiple do A", la condition 'z ==a (mod. -£") doit tre confenne dans
- cellerci, 2=2b (mpd~B’), oubien celleci, z=5 ( mod. £ ),
qui se dé&mi de la defnitre, doit tre équivalente & la premibre ;
dob il vyt gue’ ftmﬂiﬂm ¢==a (mod. A7), peut btre rejetée,
"si 611 e comtarie pas Vauire , iﬁqﬂlﬂthmﬂhn serait im-
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possible. Quand toutes les conditions superflues sont ains} rejetdes,
il est évident que tous les modules qui restent sont premiers
- entr'eux ; on est sir alors de la possibilité du probléme , et on
peut procéder d’aprés la maniére enseignée plus haut.

35. Si nous supposons comme aun*32 z= 17 (mod. 504) , =—4

( mod. 35 ), =33.( mod. 16 ); ces conditions peuvent se décom-
poser en celles qui suivent : z=17 (mod. 8), =17 (mod.g),
=17(mod. 7); =~ 4 (mod. 5), =— 4 (mod. 7 );2=353(mod. 16).
De ces conditions on peut rejeter z=17(mod.8) et =17 (mod. 7),
car la premitre est renfermée dans la condition z==83 (mod. 16),
et la seconde est équivalente & z=— 4 ( mod. 7) : il reste ainsi

17 (mod. g)
2= :: Eﬁ :'; d’oli I'on tire z==5041 (mod. 5040 ).

53 (mod. 16 )

Auresto il est clair qu'il sera souvent plus commode de ramener
& une geule les conditions qui restent et qui proviennent de la
méme, co qui se fera sans peine. Par exemple, quand on a rejeté
quelques-unes des conditions z==a(mod. '), z==a (mod. A'), ete.
celle qui se composera des conditions restantes sera z==a, suivant
le module formé par le produit de tous les modules qui resient.
Ainsi dans notre exemple des conditions z==-— 4 (mod, 5),
z==-—4 (mod. 7); on tire sur-lechamp la condition z=—§
(mod. 35), d’odt elles dérivent; il s'ensuit qu'il n’est pas indifférent,
quant dlabriéveté ducaleul, de rejeter 1'une oul'antre des conditions
équivalentes ; mais il n'entre pas dans notre plan de parler de ces
détails ni d’antres artifices pratiques que 1'usage apprend mioux que
les préceptes.

56. Quand tous les modules 4, B, C, etc. sont premiers-entr’enx,
il est préférable le plus souvent d'employer la méthode suiyante.
On déterminera un 'nombre « congru & Fuité suivant A, et & @
suivant le produit des autres modules; c’est-A-dire, que « sera une

valeur quélconque de I'expression FETI)"E ( mod. 4 ), multipliée

par BCD etc. (n°32); mais il vaut mieux premdre la pius petits
de ces valeurs, Soit de méme B==1 (mpod. B). et=s0(mod. ACDete.);
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y=1 (mod. C), et=o (mod. ABD etc.), Alors si I'on cherche
un nombre z qui soit congru aux nombres a, b, ¢, ete. suivant les
modules 4, B, C, etc. respectivement, on pourra poser........
z=aa- B b4y cetc. (mod. ABCD elc.); en effet ona évi-
demment aae=a ( mod. .4 ), et les autres termes sont = o (mod. .4);
donc z=a ( mod. A ). La démonstration est la méme les
autres modules. Cette solution est préférable & la premikre ; quand
on a & résoudre plusieurs problémes du méme genre, pour lesquels
les valeurs de A, B, C, etc. sontlesmémes; car alors on trouve pour
a, B, etc. des valeurs constantes. Ceci l_‘l.ppliqhe au probléme de
chronologie dans lequeél on cherchele quantitme de |'année poor la-
quelle I'indiction, le nombred’or etle cycle solaire sont donnés. Ici
Ax=15, B=19, C=28; ainsi comme la valear de l'expression
l—;;—;(mod. :5),@_&;(@. 15 ) est 13, on aura a=6916; on
trouvera de méme 8=4a00, 9==4845. Donc le nombre cherché
sera le résidn minimum du nombre 6916 a —j= 4200 54845 ¢, a re-
présentant l'indiction, 5 le nombre d'or, et cle cycle solaire.

37. Nons n’en dirons pas davantage sur les congruences du pre-
mier degré, qui ne renfurmentqu 'une seule inconnue; il nous reste &
parler des congruences qui renferment plusieurs inmnnuu, mais,
comme il fandrait donner trop d’extension & ce chapitre, si nous
voulions exposer chaqun chose en toute rigueur, et notre projet

n'étant pas d’épuiser ici la matitre , mais senlemeént de présenter
ce qui est leplus digne d’attention ; nous bornerons notre recherche i

un petitnombre d'ubsernunnl, ré:eﬂl.nt I'exposition complite pour
une aotre occasion.

1°. De méme que dans les équations , on voit qu'il fant avoir
autant de congruences qu’il y a d"inconnues & déterminer.

2%, Soient donc proposées les congruences
ax4by+cz....=f(mod.m)...(A)
Axfe Yy 2. S ereerennne. (L)
A2 Vydedte...=f"cvivine.. (A)
ete.
en méme nombre que les inconnues .:,y,-.:, etc.



