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Résumé

Nous introduisons un produit matriciel entrelacé bi-orienté sur les matrices 2 x 2 a co-
efficients dans une algebre unifére, éventuellement non associative, étendant un moyen mné-
motechnique matriciel pour le doublement de Cayley-Dickson. Les orientations opposées o
et oy, coincident précisément lorsque ’algebre sous-jacente est commutative. Pour les opéra-
teurs canoniques de position et d’impulsion Q, P sur L?(R), une matrice D et sa compagne D
satisfont, sur le domaine de Schwartz commun,

= ~ 1
DorD=DorD=2H1,, H:§(P2+Q2).

Nous étudions les équations aux valeurs propres entrelacées associées pour des colonnes a
valeurs opératorielles. Les combinaisons ® = A+ iB et ¥ = A — iB découplent les équations
en équations de Sylvester bilatérales. Nous construisons des opérateurs propres généralisés
explicites de rang un a partir des états propres de position et d’impulsion. Leurs noyaux dis-
tributionnels appartiennent & I’espace de Hilbert doublé truqué S(R?) c L2(R?) c S'(R?);
les opérateurs de position et d’impulsion correspondants agissent sur des facteurs tensoriels
différents et commutent donc.

Les familles de rang un n’épuisent pas les solutions distributionnelles : des solutions géné-
ralisées d’ordre supérieur sont également exhibées. Nous distinguons les identités algébriques
sur le coeur de Schwartz des questions concernant les réalisations d’opérateurs fermés.

1. Introduction

Cette note est offerte comme une contribution a la collection thématique en mémoire de Franciszek
Hugon Szafraniec. L’auteur a eu le privilege d’écrire deux articles avec lui, sur les états cohérents
construits a partir de polynémes d’Hermite holomorphes et sur le plan non commutatif [1], et sur
l'opérateur d’angle quantique associé a un opérateur de nombre [2]. Dans les deux, l'insistance de
Szafraniec sur des fondements précis en théorie des opérateurs - domaines, fermabilité, fait d’étre
auto-adjoint - a fagonné le résultat final au moins autant que la motivation physique ; voir en par-
ticulier ses propres modeles analytiques rigoureux pour 'oscillateur harmonique quantique [3]. La
présente note est écrite dans cet esprit : son objet central est & nouveau ’hamiltonien de 1’oscil-
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lateur harmonique H = 3 (P%+Q?), abordé ici par un nouveau dispositif de factorisation algébrique.



Les octonions et, plus généralement, la tour de Cayley-Dickson peuvent étre écrits en termes de
matrices blocs 2 x 2 a coefficients dans l'algebre précédente de la tour. Dans ce cadre, la multi-
plication peut étre encodée par une regle dans laquelle certains produits sont pris dans leur ordre
habituel tandis que d’autres sont inversés [4] ; voir [5, 6, 7, 8] pour un arriere-plan sur les octonions
et les algebres non associatives.

Le but de la présente note est que cette regle doit étre considérée comme un objet algébrique a
part entiére, indépendamment des octonions. Elle admet deux orientations naturelles, og et o (la
premiére était notée par o dans [4]), a étudier comme une paire (Section 2.), et elle s’applique aux
matrices a coefficients dans n’importe quelle algebre unifere, en particulier aux matrices d’opérateurs
sur un espace de Hilbert. En prenant les coefficients comme les opérateurs de position et d’impulsion,
on obtient les principaux nouveaux résultats de cette note :

- une factorisation entrelacée D op D = D or D = 2H 15, de 'hamiltonien de l'oscillateur
harmonique (Section 4., Proposition 4);

- des solutions généralisées explicites du probleme aux valeurs propres entrelacé D or V = AV
pour des vecteurs colonnes a valeurs opératorielles V', incluant des opérateurs de rang un
construits a partir des états propres généralisés de position et d’impulsion d’un espace de
Hilbert truqué (Section 6., Proposition 6), l'orientation opposée ¢ produisant la famille
image miroir (ket<»bra échangés) pour les mémes valeurs propres; nous montrons que ce
n’est pas un accident, mais la trace d’un probleme aux valeurs propres a deux modes caché a
I'intérieur de 1’équation d’apparence unilatérale Do, V = AV,

La Section 2. établit le cadre algébrique; la Section 3. enregistre quelques faits structurels néces-
saires plus loin ; les Sections 4.-6. contiennent le coeur opératoriel de la note ; la Section 7. se termine
par une perspective.

Bien que la plupart des résultats soient élémentaires, nous avons choisi de fournir des preuves ex-
plicites pour des raisons de complétude et de clarté.

2. Les deux produits entrelacés orientés

Soit A une algebre unifere, non supposée commutative et pas nécessairement associative. Pour
A B E F

a coefficients dans A, définissons le produit entrelacé orienté a droite

Xopy — (AE+GB FA+BH>_

EC+DG CF+HD

En lisant chaque coefficient comme une paire (premier terme, second terme), le motif des ordres est

(1,1) : (X1)(Y1.) + (Y2.)(X2) = naturel puis inversé,



et de méme pour les autres coefficients. En étiquetant I'ordre naturel comme R (le facteur droit de
X contracte en premier) et 'ordre inversé comme L, le motif en blocs est

RL LR

IR RIL ou de maniere équivalente RLLR/LRRL |

Le produit opposé, ou produit entrelacé orienté a gauche, est

Xop Y — <EA+BG AF+HB>.

CE+GD FC+ DH

Son motif d’orientation est

LR RL

RL LR ou de maniere équivalente LRRL/RLLR |

Remarque 1 (Relation entre o et ©1). Une inspection directe des définitions montre que
X oL Y=X OR Y

est vraie si et seulement si A est commutative. En général, les deux produits sont distincts. La rela-
tion qui est vraie inconditionnellement est purement formelle, et ne nécessite aucun €élargissement
du cadre algébrique pour étre énoncée : si, dans chaque coefficient de la formule définissant X oY,
on inverse l'ordre de chaque produit individuel (pq — qp, en utilisant la multiplication de A), on
obtient exactement la formule définissant X oY - avec X etY jouant les mémes roles tout du long,
aucune matrice n’étant échangée ou autrement transformée. C’est une symétrie directe, coefficient
par coefficient, entre les deux définitions encadrées ci-dessus, et on peut la vérifier terme a terme.

Définition 2. Le triplet
3(A) = (Ma(A), or, 1)

sera appelé 'algebre matricielle entrelacée bi-orientée sur A. Le terme “algébre” est utilisé de ma-
niére large : en général ni or ni or, n'est associatif.

La matrice identité 1, est une unité bilatére pour les deux produits entrelacés :
12<>R,LX:X<>R,L 12:X, XEMQ(A)

Ceci découle immédiatement des formules de définition.

3. Autres propriétés structurelles

Les deux produits ne sont pas indépendants; ils représentent des orientations opposées du méme
principe d’entrelacement, formellement échangées par une involution O avec 0% = 1, O(og) = o,
O(op) = og. Par la Remarque 1, O agit coefficient par coefficient, en inversant 'ordre de chaque
produit individuel apparaissant dans la formule de définition. L’objet naturel est donc la paire
(or,¢r), et non un produit unique.



Pour des coefficients opératoriels, les deux orientations interagissent avec l’adjoint exactement
comme la multiplication matricielle ordinaire, a condition que ’adjoint d’une matrice d’opéra-
teurs blocs 2 x 2 soit pris correctement : non pas simplement en conjuguant chaque coefficient sur
place, mais en échangeant aussi les positions des blocs hors diagonale, comme il se doit pour tout
opérateur sur H & H.

Proposition 3 (Echange d’adjoint). Soit H un espace de Hilbert et X = <él, g) Y = <g IZ’) €

My(B(H)), considérés comme opérateurs sur H & H [9]. Ecrivons

. (A C
(i o)

pour ’adjoint hilbertien de X - coefficients conjugués et positions hors diagonale échangées, exac-
tement comme pour toute matrice d’opérateurs blocs - et de méme pour Y*. Alors, pour l'une ou
Uautre orientation o € {R, L},

(Xos V) =Y 0, X™.

En particulier, si X et'Y sont auto-adjoints en tant qu’opérateurs blocs (ce qui requiert A* = A,
D* =D, et C = B* - et non simplement B = C'), alors

(X0, Y)" =Y o, X.

Démonstration. Nous donnons le cas 0 = R; le cas 0 = L se prouve de la méme maniere. En
conjuguant chaque coefficient de X ¢z Y et en échangeant les positions des blocs hors diagonale,
on obtient
. E*A*+ B*G* C*E*+ G*D*
, . e e Cus (BTG . [AT CF
D’autre part, en appliquant la formule de définition de o a Y* = A et X* = B D*>
- noter les coefficients hors diagonale échangés dans chacune - donne, coefficient par coefficient,

Vo yr _ [EA+BG CE 4 GD

ce qui coincide avec (X og Y)* terme a terme. Le cas particulier s’ensuit puisque X* = X, Y* =Y
sous les hypotheses qu’ils soient auto-adjoints énoncées. O]
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Par conséquent, pour X,Y auto-adjoints, le produit symétrisé X o, Y = §(X 0 Y +Y 05 X) est

lui-méme auto-adjoint :

(Xoc,y)*:;[(XOOY)*HY%X)*] :;{YOUX—FXOUY} = Xo,Y,

une propriété authentique de type algebre de Jordan, dans I'esprit du produit opératoriel symétrisé
de [10, 11] ; une comparaison plus compléte avec les algebres de Jordan est laissée pour des travaux
futurs.



Au-dela de I'adjoint, la structure bi-orientée supporte des translations & gauche et a droite LE(Y) =
XorY, RE(Y) =Y or X (et de méme pour o), et, corrélativement, quatre notions d’inverse uni-
latéral et de structure de type boucle [12]. De méme, puisque deux produits coexistent, les défauts
d’associativité se déclinent en quatre saveurs A, (X,Y,Z7) = (X o, Y) o, Z — X o, (Y o, Z),
o,7 € {R, L}; déja pour o = T et A associative, Agg et AL ne s’annulent pas identiquement, de
sorte que les produits entrelacés restent non associatifs méme sur une algebre de base associative.
Nous enregistrons un seul probleme représentatif et laissons autrement cette ligne d’investigation
pour une étude purement algébrique séparée.

Classer les sous-espaces de Ms(.A) sur lesquels un ou plusieurs des quatre associateurs
ARRJ ARL7 ALRJ ALL

s’annulent, et identifier 'analogue entrelacé des identités alternatives [z, z,y] = 0, [y, z, ] = 0.

4. Une factorisation entrelacée de P? + ()?

Soient @ et P les opérateurs usuels de position et d’impulsion sur L*(R),

(@N)(@) =2f(x),  (Plz) =i fl2),

définis initialement, et essentiellement auto-adjoints, sur I'espace de Schwartz S(R) [13], sur lequel
ils agissent de maniere invariante et satisfont la relation de commutation canonique [@, P] = ily.

Définissons 0 0
-P ~ P
DZ(P @)’ DZ(—P @)'

Proposition 4 (Carrés entrelacés). Sur S(R) & S(R),

_ (@ =P —2PQ _(@*—P —2QP
DORD—< 2QP Q2—P2>’ DOLD—< QPQ QZ_P2>.

Les produits miztes, en revanche, sont indépendants de l’orientation :
ﬁORD :ﬁOLD: (Q2—|—P2) 12.

Démonstration. Les calculs de D og 1, D sont des applications directes des définitions. Nous dé-
taillons seulement le produit mixte D or D, avec D = (f?P g) jouant le role de X = ( 4 g) et D le

réledeY:(55),desortequeA:D:Q,B:P,C’:—P,E:H:Q,F:—P,G:P.

Le coefficient (1,1) est AE + GB = Q* + P?; le coefficient (1,2) est FA+ BH = —PQ + PQ = 0;
le coefficient (2,1) est EC + DG = —QP + QP = 0; le coefficient (2,2) est CF + HD = P% + Q*.
Le calcul pour D ¢; D donne le méme résultat, les roles de QP et PQ dans les coefficients hors
diagonale étant échangés mais leur somme s’annulant toujours. O
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En posant H = §(P2 + Q%) pour I'hamiltonien de 'oscillateur harmonique,

DorD=Do;D=2H 1,.

C’est I'analogue entrelacé de la factorisation classique (z — iy)(x + iy) = 2% + y?, avec le produit
scalaire ordinaire remplacé par le produit matriciel entrelacé bi-orienté; ici il est indépendant de
I'orientation bien que Dogr D # D or, D. En conséquence, D peut étre considéré comme une racine
carrée entrelacée de 2H 14, et, en ce sens précis, comme un opérateur de type Dirac entrelacé pour
Ioscillateur harmonique.

Remarque 5 (Sur la rigueur). Comme Q) et P sont non bornés, la Proposition j est, a proprement
parler, une identité d’opérateurs restreinte a S(R) @ S(R), le ceeur invariant commun naturel sur
lequel D et D agissent et sur lequel Q, P sont essentiellement auto-adjoints [13]. La promouvoir
en une identité entre opérateurs fermés sur L*(R) @ L*(R), et régler le fait d’étre auto-adjoint
ou la normalité de D lui-méme par rapport a une structure d’espace de Hilbert appropriée, est
exactement le type de question qu’un traitement pleinement rigoureux doit aborder; c’est dans
Uesprit des propres modéles opératoriels de Szafraniec pour l'oscillateur harmonique [3] et de nos
constructions conjointes d’opérateurs d’états cohérents et d’angle rigoureusement définis associés a
H [1, 2]. Nous enregistrons les deux questions naturelles comme problémes ouverts.

D est-il essentiellement auto-adjoint, anti-auto-adjoint, ou normal par rapport a une structure d’es-
pace de Hilbert naturelle sur L*(R) & L*(R)?

L’identité entrelacée Do D = 2H 1, peut-elle étre promue d’une identité formelle sur S(R) & S(R)
A une identité entre opérateurs fermés sur L?(R) @ L%(R)?

5. Opérateurs de création et d’annihilation

Introduisons les opérateurs standard de création et d’annihilation

_ Q+iP T_Q—iP
vz YT e

a

1
satisfaisant [a,al] = 1y et H = afa + 517{. En termes de a et af,
1 a+a  i(a—al) ~ 1 a+a’  —i(a—al)
V2 \—ila—a') a+a ila—a")  a+a
L’identité entrelacée D op D = 2H1, devient alors, aprés substitution,
2503 D= (2CLT6L + ]-'H) 12,

ce qui exhibe D comme la “racine carrée” de la matrice de 'opérateur de nombre N1, (ott N = a'a)
au sens entrelacé bi-orienté, en analogie avec la racine carrée de Dirac de I'opérateur de Klein-
Gordon [14]. Une représentation systématique de 'algebre de Weyl-Heisenberg via op  reste a
développer.



6. Le probleme aux valeurs propres opératoriel pour D

Nous étudions maintenant 1’équation aux valeurs propres entrelacée pour la matrice D, ou les
“vecteurs propres” sont eux-mémes des matrices colonnes 2 x 1 d’opérateurs. Les deux orientations
se réduisent a des équations de type Sylvester, résolues par des opérateurs de rang un construits
a partir des états propres (généralisés) de position et d’impulsion d'un espace de Hilbert truqué;
c’est le second résultat principal de la contribution.

Extension de ¢p; aux vecteurs colonnes

Pour une colonne 2 x 1V = (g) a coefficients opératoriels A, B, nous étendons ¢ et ¢y, en posant

la seconde colonne du facteur droit a zéro dans les formules 2 x 2. Une lecture directe des définitions
donne

_ (QA-BP _ (AQ - PB
DORV_(APJrQB)’ DOLV‘(PA+BQ>'

La différence entre les deux orientations est maintenant claire et uniforme : sous ¢g, ) multiplie
par la gauche et P multiplie par la droite, quel que soit celui de A, B sur lequel il agit (QA, —BP,
AP, @B); sous ¢, les deux roles sont échangés, P toujours par la gauche et () toujours par la
droite (AQ, —PB, PA, BQ). Ceci affine, pour le cas vectoriel, la méme asymétrie gauche/droite
qui sous-tend les motifs RLLR et LRRL de la Section 2..

Les deux systemes aux valeurs propres

Les équations aux valeurs propres entrelacées Dog V= AV et Doy V = AV, pour A € C, donnent
les systemes opératoriels :

QA — BP = \A, AQ — PB = \A,
(or) : {AP (o) : {
+ QB = \B, PA+ BQ = \B.

Complexification

Posons ® = A+iB, ¥V = A—iB,donc A= (®+V)/2, B=(®—¥)/(2i). En combinant la ligne 1
et i-ligne 2 de chaque systéeme (pour @), et la ligne 1 moins i-ligne 2 (pour V), on obtient apres un

calcul direct
(or): QP +idP = \D, QU —iVP =\,

(01): ®Q+iP® =)D, WQ—iPV=\U.
De maniére équivalente, en termes des opérateurs d’échelle a = (Q +iP)/v/2, a' = (Q —iP)/V/2,

(er): H({®.a} = [@,a7]) =20,  L({¥,al} [V d]) = AV, (1)
(or):  H({®a}+[@a) =20,  L({T,al}+[¥,d]) =2V, (2)

Dans les deux orientations ® et W sont découplés ['un de l’autre - chaque équation n’implique qu’'un
seul des deux - mais aucune ne se réduit a une équation aux valeurs propres unilatérale du type

7



familier a® = pu® : chacune est une véritable équation de Sylvester, avec I'un de @), P agissant sur
® (ou V) par la gauche et 'autre par la droite. Les deux orientations sont des images miroir ['une
de l'autre sous 1’échange gauche/droite : o a () & gauche et P a droite; o a les roles inversés.

Solution via ’espace de Hilbert truqué

Pour les états propres généralisés de position et d’impulsion, nous utilisons le triplet de Gelfand a
une particule

S(R) c H = L*(R) C S'(R),
avec ses kets propres généralisés de position et d’impulsion |g), |p) € S'(R), q,p € R, satisfaisant
Qlqg) = qlq) et (p|P = p(p| au sens distributionnel [15, 16, 17, 18].

Pour le cadre d’analyse fonctionnelle des espaces de Hilbert truqués et le traitement algébrique
des opérateurs non bornés, nous renvoyons aux monographies d’Antoine, Trapani et collaborateurs
[17, 18].

Le théoreme du noyau de Schwartz fournit le cadre naturel pour le probléeme aux valeurs propres a
valeurs opératorielles considéré ici [19] : toute application linéaire continue 7' : S(R) — S'(R) est
uniquement représentée par une distribution tempérée K7 € S'(R?) via

(Tp, ) = (Kr,v®@¢),  »,¢eSR).

Par conséquent, le probléeme aux valeurs propres a valeurs opératorielles peut étre formulé comme
une équation différentielle distributionnelle sur R? : en écrivant ®(z,y) pour le noyau d’un opéra-
teur @ : S(R) — S'(R), QP agit sur lui comme la multiplication par z et ®P comme i0,,.

Cette correspondance conduit naturellement a l’espace de Hilbert truqué doublé
S(R?*) c L*(R*) c S'(R?),

olt L?(IR?) est identifi¢ & I'espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L?(RR). Les opé-
rateurs propres généralisés considérés ci-dessous appartiennent a ’extension distributionnelle de cet
espace de Hilbert et ne sont pas nécessairement des opérateurs de Hilbert-Schmidt : précisément, les
solutions de rang un ci-dessous sont des noyaux généralisés et non de Hilbert-Schmidt, puisque les
opérateurs de multiplication correspondants sur L?(R?) n’ont aucune fonction propre non nulle de
carré intégrable. Nous ne prétendons rien ici sur toutes les solutions opératorielles bornées possibles
sans hypotheses de domaine supplémentaires.

Proposition 6 (Opérateurs propres truqués du systéme og). Ecrivons A =q+1ip € C, ¢,p € R.
Les opérateurs de rang un

o =g)pl, ¥ =lg){-pl
résolvent QP +iPP = \® et QU — iVP = AV respectivement, pour tous q,p € R.

Démonstration. Puisque Q|q) = q|q) et (p|P = p(p|,
QP +i®PP = q® + ip® = (¢ + ip)P = \;
de méme (—p|P = —p(—p| donne Q¥ — VP = q¥ —i(—p)¥ = (¢ + ip)¥ = \V. O
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Remarque 7 (Unicité, et une mise en garde sur la chaine de Jordan). Sous forme de noyau,
QP +i®P = A se lit 0,P(x,y) = (x — N\)®(x,y). Pour x fizé, la solution générale de cette EDO
en y est C(x) e MY, qui est tempérée en y seulement si Re(x — \) = 0, c’est-d-dire v = q ; par
conséquent ®(x,-) s’annule pour x # q, et ® est une distribution en x supportée au point unique
q. Les distributions les plus simples de ce type sont des multiples de §(x — q), donnant exactement
O = clq)(p| comme ci-dessus. Une distribution supportée en un point n’est pas nécessairement un
pur delta, cependant : en utilisant x §'(x — q) = q&'(x — q) — 0(x — q), on vérifie directement que

d=c0(x—q) e —crydlx —q)e P +cyd(x —q)e Y

résout aussi I’équation pour tous cy, c; € C, et cette chaine de Jordan s’étend d tout ordre §*) (x—q),
kE > 0. Donc ® = |q)(p| est la plus simple, mais pas la seule, solution pour un X\ donné; une
classification compléte est laissée pour des travauz futurs (Probléme 6.).

Récupération de A et B

En prenant les solutions de rang un de la Proposition 6, ® = «/|g)(p| et ¥ = [ |q)(—p| pour des
a, € C arbitraires, et en inversant A = (®+WV)/2, B = (® — ¥)/(2i), on obtient le vecteur propre

OR

B alp| + B{—p|
Van(a, 8) = 5 la) (—i(a(P| — B(-pl)

9 q
Les opérateurs ® et WU ne portent aucune condition de normalisabilité bornée/Hilbert-Schmidt a
imposer a I'un ’autre - aucun des deux n’est normalisable pour commencer - donc les deux survivent
indépendamment : la famille de rang un exhibée pour chaque A = ¢ + ip engendre un sous-espace
de dimension complexe deux lorsque p # 0, engendré par («, 5) = (1,0) et (0, 1), mais elle n’épuise
pas 'espace des solutions distributionnelles, comme le montre la remarque précédente. Pour p = 0
les deux opérateurs de rang un exhibés coincident et ce sous-espace est de dimension un.

>, A=q+1ip, ¢peR, o,peC. (3)

Le cas ¢;, et comparaison

Le méme argument, avec les roles de ket et bra échangés (puisque ¢, place @, P du coté opposé de
&, U par rapport a og), donne

d=alp)q, ¥=28|-p)q

comme solutions de rang un ¢;, pour le méme A\ = g+ip. Les deux orientations sont donc d’honnétes
images miroir I'une de 'autre - ¢ fixe ’étiquette de position sur le ket et porte la partie imaginaire
de la valeur propre sur I'étiquette d’impulsion du bra, ¢y fait 'inverse - plutét que I'asymétrie
“découple/ne découple pas” initialement conjecturée.



OR o,
Systeme QP +idP = )9, OQ +iPdP = \D,
QY —iVP = )\V¥ UQ —iPV = \VU
®, U couplés? Non (chaque équation n’en implique qu'un) | Non
Type Sylvester (bilatéral) Sylvester (bilatéral)
Solution de rang un | ¢ = |g)(p|, ¥ = [g){-p| ® = [p){q|, ¥ =1|-p){q|

Interprétation physique : une reformulation 4 deux modes

Pourquoi @) agissant d'un coté de ® et P de l'autre, sans terme croisé, produirait-il des états
propres simultanés nets, alors que 1’équation unilatérale naive (mais incorrecte) a® = u® d’une
premiere tentative forcerait plutot ® a étre un véritable état cohérent, flou a la fois en () et P de
la quantité de Heisenberg ? L’équation bilatérale est secretement un probleme a deux modes déguisé.

Identifions un opérateur de Hilbert-Schmidt avec son noyau dans L?(R?) ~ H @ H ; étendons la
correspondance aux noyaux distributionnels tempérés lorsque les opérations sont définies. Le vecteur
généralisé |®@)) est donc dans S'(R?), pas généralement dans H ® H. La multiplication & gauche par
@ agit comme QQ® 14 ; la multiplication a droite par P agit, apres cette identification, comme —(13®
P), le signe venant de P = —P (la transposée de P = —id/dx dans la représentation position,
reflétant son caractére impair sous renversement du temps; ceci et les identités de vectorisation
sous-jacentes sont élémentaires a vérifier directement). L’équation o pour ® devient exactement

(@M —iP®) |2)) = A|®)),

un véritable probléme aux valeurs propres a deux modes, Q") agissant sur la premiére copie de H et
P®@ sur la seconde. Puisque Q™) et P vivent sur des facteurs tensoriels différents, ils commutent
exactement, [QM), P®] = 0, en contraste marqué avec [Q, P] = il dans une seule copie. Il n’y a
donc pas d’obstruction de Heisenberg entre eux, et ils admettent une famille propre conjointe gé-
néralisée |¢) ® |—p) pour tous ¢,p € R - ce qui est exactement ¢ = |g)(p| relu comme un opérateur.
L’équation pour W est 1'énoncé conjugué, (QW) +iP@)|W)) = A|¥)), avec base propre |¢) ® |p),
c'est-a-dire ¥ = |q)(—p|.

C’est le sens précis dans lequel le présent résultat differe de, tout en partageant la méme valeur
propre A = ¢ +ip que, le cas de 1’état cohérent : a = (Q +iP)/v/2 est un opérateur véritablement d
un seul mode, soumis a la relation d’incertitude complete, donc une équation a® = P ne peut étre
satisfaite que par le meilleur compromis disponible, I’état cohérent |u) ; tandis que Do, V = AV,
une fois correctement dérivée, est une équation a deuzr modes dont les deux moitiés n’interagissent
jamais, et peut donc étre satisfaite exactement, par le point de ’espace des phases classique lui-
meéme. Echanger oR <> o échange quel facteur tensoriel porte @ et lequel porte P, correspondant
a I’échange ket<»bra déja noté ci-dessus. Dans ce langage les solutions distributionnelles d’ordre
supérieur de la remarque précédente sont des vecteurs propres généralisés de l'opérateur combiné
QW —iP® | pas nécessairement des vecteurs propres simultanés de QM) et P séparément - un
phénomene déja familier de la théorie spectrale des espaces de Hilbert truqués, et le cadre naturel
dans lequel poursuivre le Probleme 6..
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Une transformée de Fourier unidimensionnelle le rend explicite

L’image a deux modes ci-dessus peut étre rendue complétement concrete - et la preuve de la
Proposition 6 correspondamment élémentaire - par une transformée de Fourier unidimensionnelle
ordinaire dans la seconde variable du noyau seule. Pour ® : S(R) — S’(R) de noyau ®(x,y), posons

~

O (z, k) :/q)(x,y) e M dy.
R

Puisque 0, — ik sous cette transformée, I'équation de noyau 9,® = (z — \)® établie dans la preuve
de la Proposition 6 devient simplement

(x — ik) D(z, k) = AD(x, k),

une équation aux valeurs propres ordinaire pour un opérateur de multiplication sur L?(R?). Sa so-
lution est immeédiate : ¢ doit étre supporté au point unique ou x — ik = A, c’est-a-dire, en écrivant
A=q+ip, en (z,k) = (q,—p) - retrouvant ® = |¢)(p| sans résoudre aucune équation différentielle.

En identifiant R?Lk) a Cvia z =z + ik, I’ opérateur Q® + i® P devient, apres cette unique trans-
formée, la multiplication par z; les opérateurs propres de rang un sont des masses ponctuelles
6@ (2 — 5\), et @, P sont littéralement devenus les deux composantes de 'opérateur de position
ordinaire sur L?(R?). En ce sens précis, le probléeme aux valeurs propres entrelacé est une méca-
nique quantique construite directement sur le plan de phase classique (g, p) lui-méme, dans Uesprit
du formalisme de la fonction d’onde dans I'espace des phases de Torres-Vega et Frederick [20], de
I'approche de 'espace de Liouville commun d’Ali et Prugovecki [21], et du programme plus large
des états cohérents, des observables covariantes de I’espace des phases et des mesures conjointes de
position-impulsion développé par Ali, Beneduci et leurs collaborateurs [22, 23].

Ceci affine aussi la remarque sur la chaine de Jordan ci-dessus : en transformant la solution k£ = 1
de la méme maniere, on obtient

. _ — 1
D, x ¢ 5(2)(2 AN +a 825(2)(2 —A), 0, = 5(&7 —1i0),

une dérivée dans la direction holomorphe seulement, et non la grille générique a deux parametres
de dérivées 9, 0, quune distribution supportée en un point dans R? permettrait en général - parce
que l'opérateur en question est la multiplication par z spécifiquement, et non par x ou k séparé-
ment. Ceci identifie le Probleme 6. avec le “probleme de division” classique pour la tour holomorphe
916®) (2 — %), j > 0, une voie prometteuse vers une réponse compléte.

Classer complétement 1'espace des solutions de Q® +i®P = \® dans S'(R?) : est-ce exactement la
tour de chaines de Jordan engendrée par 6%)(z — ¢) e ™Y, k > 0, ou y a-t-il d’autres solutions qui
ne sont pas de cette forme ?

Généraliser le probléme aux valeurs propres a D og D og V = A2V en utilisant la Proposition 4

et ’équation (1), et interpréter le résultat en termes des états propres du nombre de 'oscillateur
harmonique.
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7. Perspectives

Cinq directions futures semblent valoir la peine d’étre brievement enregistrées. Premierement, la
non-associativité notée dans la Section 3. souléve la question naturelle d’'une enveloppe associative
universelle engendrée par les translations a gauche et a droite de ¢og, ¢ ; pour des coefficients opé-
ratoriels, une telle enveloppe se situerait vraisemblablement dans B(H), mais rendre ceci précis est
laissé ouvert. Deuxiemement, 'interpolation a deux parametres X oY = cosf X orY +sinf Xop Y
entre les deux orientations (Appendice A) suggere une déformation a un parametre de la factori-
sation de la Section 4., et, plus spéculativement, une connexion avec le programme plus large de
la géométrie non commutative [24]. Troisiémement, 'interprétation a deux modes de la Section 6.,
fondée sur la vectorisation des opérateurs, émerge naturellement des équations de Sylvester bilaté-
rales obtenues dans le probleme aux valeurs propres entrelacé.

Alors que la matrice d’opérateurs entrelacée agit naturellement sur H@®H, son probleme aux valeurs
propres a valeurs opératorielles conduit a une représentation en produit tensoriel par les actions
indépendantes a gauche et a droite de () et P.

Il serait intéressant de déterminer si cette structure de produit tensoriel peut étre dérivée intrinse-
quement de la construction algébrique entrelacée, indépendamment de la formulation ultérieure du
probleme aux valeurs propres.

Une telle compréhension intrinseque pourrait aussi éclairer le probléeme des puissances supérieures
discuté dans la Section 6. et la classification des opérateurs propres généralisés soulevée dans le
Probleme 6..

Quatriemement, le mécanisme derriere cette commutativité est complétement général : pour n’im-
porte quels Q, P quels qu’ils soient, la multiplication a gauche L¢ et la multiplication a droite Rp
sur l'espace des opérateurs commutent, puisque (QX)P = Q(XP), indépendamment de [Q, P].
C’est le méme mouvement structurel qui sous-tend le théoreme de dilatation de Naimark [25] :
une POVM construite a partir d’effets non commutants est toujours la compression d’une véritable
mesure a valeurs projections, commutative, sur un espace plus grand. Sa réalisation classique pour
la position et I'impulsion, le schéma de mesure simultanée d’Arthurs-Kelly [26], et le traitement
rigoureux des dilatations de Naimark pour les observables covariantes de I'espace des phases et
de position-impulsion [27, 23], atteignent la méme structure doublée et commutative & partir d’'un
point de départ entierement différent, fondé sur la théorie de la mesure. Nous enregistrons cette
résonance sans prétendre a une identification terme a terme.

Cinquiemement, puisque la preuve de la Proposition 4 n’utilise aucune propriété d’étre auto-adjoint

ou de commutation de ), P au-dela de leur apparition dans les formules de définition, la méme fac-

torisation entrelacée s’applique mot pour mot aux hamiltoniens non hermitiens construits a partir

de @, P par substitution formelle - par exemple 'oscillateur P7T -symétrique exactement résoluble
1

Hpr = §(P2+Q2)+iaQ, a € R, se factorise identiquement avec () remplacé partout par le Q+ialy

décalé complexe. Un traitement systématique des factorisations entrelacées pour les hamiltoniens
PT-symétriques de base est laissé pour des travaux futurs.
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Ces cing questions sont laissées pour une investigation future.

A Déformations a deux orientations
La présence de deux orientations suggere le produit interpolant
XO@Y = COSQXORY—FSHIQXOL Y,

avec ©glg—o = Or et <>9|9:7T/2 = ¢r. On peut aussi interpoler entre la multiplication matricielle
ordinaire et le produit entrelacé,

Xo Y =(1-t)XY +t(XopY), tel0,1].

Remarque 8. ¢y ne reste pas dans la classe des produits “entrelacés” pour 0 ¢ {0,7/2} : une
combinaison linéaire générique de or et o n'a plus la propriété que chaque coefficient contient
exactement deux termes, chacun un produit de coefficients de X et'Y dans un ordre déterminé. En
tant que déformation dans le but d’étudier ’associateur, cependant, elle est bien définie.

Etudier associateur Ay (X, Y, Z) = (X oY )ogZ—Xog(Y04Z). A @ = 7 /4, y a-t-il une simplification
due a la symétrie og <> o, ?
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