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1. Introduction

Il est connu depuis longtemps qu’il existe une connexion étroite entre les nombres premiers et les
zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann, ' mais la nature précise de cette connexion n’a
pas été élucidée. Cependant, des relations sont connues? entre certaines sommes portant sur les
nombres premiers et d’autres sommes portant sur les zéros de ((s).

Dans cet article, il est montré que, si I’hypotheése de Riemann est vraie, alors il existe une formule

de sommation générale reliant des sommes des types ci-dessus. Sous des conditions appropriées sur
f(z), le résultat principal est
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p parcourt les nombres premiers, m les entiers positifs, et 3 + i les zéros non triviaux? de ((s).

Ce résultat ressemble a la formule de sommation de Poisson, et la méthode de démonstration uti-
lisée ici a été initialement appliquée & cette derniére formule. °

Une expression est dérivée pour le reste dans la formule de Riemann-von Mangoldt ® pour N(T),
le nombre de zéros de ((s) dans 0 < Im(s) < 7.

Quelques exemples et applications de la formule de sommation (1.1) sont donnés dans la derniére
section.

La vérité de 'hypothese de Riemann est supposée dans tout I'article.

1. A. P. Guinand, Annals of Math. 42 (1941), 591-603.
E. Landau, loc. cit. chapitre xx.

g(z) = (i)m /Om f(t) cos zt dt,

§ Voir la convention expliquée plus loin si des zéros multiples de ((s) se produisent.
A. P. Guinand, Annals of Math. 42 (1941), 591-603.
E. Landau, loc. cit. chapitre xx.
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2. Une paire de transformées de Hankel

Considérons 'intégrale

Ji T @) 20, o) {N(t) (27r log ;ﬂ _ ;ﬂ)} ‘ff. (2.1)
or 2\Y2 rsin z
@)= () (5 - eosz),
et donc

x\1/2 N2 d /sinat
- H=-—(2) & .
(t) Tipa(at) (w) dt( it )
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0<y<t

Aussi, par définition,

en utilisant la convention expliquée plus tot si des zéros multiples de ((s) se produisent. Donc
I'intégrale (2.1) peut s’écrire
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Si nous écrivons maintenant 7, pour distinguer la r-iéme valeur de ~, cela devient
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ou C' est la constante d’Euler. Donc le terme intégral dans (2.2) est égal a

N2 /1 +00 d 1
- () () /0 sin u(log u — log 27‘(’1‘)% = W(C + log 27z),
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et (2.2) devient

2\ 1/2 1 Xsinzy,  sinzyyi YN41 ;. IN41 | IN+41 1

2 1i - T (N_ 1 * + > ——(C +log 27z).

(W> NI (x; - TN or 8 Tor T on +2x(27r)1/2( + log 2mz)
(2.3)

Or, " lorsque t — oo
t t t
N(t)—(=—log— — — ) =0(l . 2.4
®) (27r Og27r 27r> Olog?) (2.4)

Donc, lorsque N — oo

SIN TYN 41 (N N+ log YN+1 7N+1> _0 <log 7N+1>

_l’_
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et (2.3) devient

(2>1/2 <1> (i sin 7, I 1(0+1og27m)> : (2.5)
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si cette série converge. Or il est connu que

CI(S) B —2q s P
_C(S) —E;A(n)n 2q—|—s Xp:p_s (x>1,s7é1,p,—2n), (26)

ou le prime indique que le terme n = x, s’il se produit, doit étre divisé par deux, et p parcourt les
zéros non triviaux de ¢(s). La série 3°, doit étre interprétée comme

lim Z i
T=o0 <T<Im(p)<T)

1 1 .
En posant s = 2 r=e€* et p= 3 + 17, cela devient
C,( 1) 0o ,—(2q+1/2)z vz
LS A= ae - S e
— n<e? = — ny
4(2) < =l 2+ v (2.6)
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Z A(n —2¢*/? 4 2¢7%% — Zlogcoth =z — arctan e */? 4 2 Z it
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Donc la série dans (2.5) converge, et il s’ensuit que I'intégrale (2.1) existe. En utilisant la définition ®
de A(n) nous obtenons
1

Z SYE 2 Z ?ii + 2sinh 5% + 1 log coth 5% + 5 arctan e */% — ZC 3771 log 8,

>0 g 2 mlog p<z

(2.7)

7. Voir, par exemple, E. C. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2e éd., p. 318.
8. Voir, par exemple, E. C. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2e éd., p. 318.



puisque ?

C/
L — ;C+i7r+;log87r.
¢(3)

En substituant (2.7) dans (2.5) nous obtenons

Théoreme 1. Si I’hypothése de Riemann est vraie et x > 0, alors

/0+°°(;ct)1/zjl/2(xt) N(t) - <t log L — t)} dt

21 2r 27 t
1 log p 1
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Si nous posons
' F@yzlﬁw@—<x1%a’—x)}, (2.8)
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3
alors le théoréme 1 implique que G(x) est la transformée de Hankel '* d’ordre 2 de F(x).

Nous pouvons déduire la transformation inverse du théoreme 1 en utilisant les lemmes suivants :

Lemme 2. Si F(x) appartient a LP(0,00) pour un certain p dans 1 < p < 2, alors il existe une
fonction G(x) appartenant a L (0,00) pour p' = p/(p — 1), définie presque partout par

G(z) = ITL{S OT(xt)l/le/g(xt)F(t)dt. (2.10)

De plus
T
F(z) =Lim. [ (at)"2])0(at)G(t)dt,

T—oo Jo

et si f(x),g(x) est une autre paire de telles transformées pour la méme valeur de p, alors

Amﬂ@G@Mx:AmFuM@Mx (2.11)

Lemme 3. Si F(x) appartient a L*(0,00) et est d variation bornée dans un voisinage de x =y, et
G(z) est définie par (2.10), alors

SFG+0) 4 Fly—0)) = [0 25060

9. E. C. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2e éd., p. 318.
10. Voir G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, p. 453.
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Or si F(x) est définie par (2.8), alors il s’ensuit de (2.4) que F'(z) appartient & LP(0, 00) pour tout
p > 1, et les conditions des lemmes « et 3 sont remplies pour tout y > 0. Donc

oo v o (2t )

= [ [—t(;)/{ > EP_ 4smh§t} 2.11)

0<m log p<t p!

1 1 1 1 . 1
- )z - - —t/2 _
+t(27r)1/2 {2 log (thosh 2t> + arctane 27?}] dt.

Nous pouvons traiter la premiere partie de cette intégrale comme nous avons traité l'intégrale
(2.1). La seconde partie de l'intégrale peut étre évaluée par intégration par parties et 1'utilisation
d’intégrales connues. Nous obtenons :

Théoreme 4. Si I’hypothése de Riemann est vraie et T > 0, alors

1 T T T
~(N(T NT -0} — (log - — —
QNI 0) NI = 0)) <2 8 or 27r)
sm (T'logn) N sin(T logt)
- i An 7—/ Sl st
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(2.12)
_ sin(T'log N) ol 1 I
— = A(n)n='/% — 2N/ —{amT(z +4T) —TlogT + T

log N (Z + 27r{am (2 +4T) ogT+ 1T}

1 1
+ — arctan 27" — — arctan(sinh 77"),
T 4m

1 1
ou am F(§ +4T') est définie en posant amI'(=) = 0 et en prolongeant analytiquement le long de

tout chemin ne rencontrant pas l’axe réel.

D’autres auteurs ont déja remarqué quune connexion existe entre N(7') et la premiére série dans
(2.12), mais autant que je sache, aucune formule exacte de ce type pour N(T') n’a été donnée au-
paravant.

Or il a été montré 't que, si 'hypothése de Riemann est vraie, alors lorsque N — oo
N
S A(n) — N =O(N'"*1og” N) (2.13)
n=1

est valable pour a = 2, et aussi que I'expression de gauche est
Q + (NY?logloglog N).

Ces résultats sont les meilleurs de leur genre prouvés jusqu’a présent, donc il est encore possible
que (2.13) puisse étre valable pour un certain a dans 0 < a < 2.

11. Voir, par exemple, E. C. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2e éd., p. 318.



1
Si nous posons s =0 et s = 5 successivement dans (2.6), alors nous pouvons montrer que

{Z A(n)n=1? — Nl/z} — N71/2 (ﬁl A(n) — N)

1 1
=N -0
p—= P
2
=Y 1+
v ”(2 +17)
= 0(1)7
puisque 3.7~ 2 est absolument convergente.
Donc
N
3" A(n)n~? —2NY2 = O(log® N). (2.14)
n=1

Si cela est valable pour un certain o < 1, alors dans le théoreme 2

sin(7T"log N) (

12 _oN1/2)
7500 log N 2 An) 2N ) 0

n=1

donc ce terme pourrait étre omis de (2.11).

3. La formule de sommation

Nous avons maintenant besoin des lemmes suivants : 2

Lemme 5. Si f(x) est une intégrale, tend vers zéro lorsque x tend vers linfini, et x f'(x) appartient
a LP(0, 00) pour un certainp > 1, alors f(x) appartient ¢ LP(0,00) et 2/ f(x) tend vers zéro lorsque
x tend vers +0 ou vers l’infini.

Lemme 6. Si f(z) satisfait auz conditions du lemme ~v pour un certain p dans 1 < p < 2, alors
elle a une transformée en cosinus de Fourier g(x) donnée pour tout x positif par

g(x) = (2>1/2 0+Oof(t) cos xt dt.

™

9 1/2 .
f(z) = () | oty cosatar,
m 0
g() est une intégrale, g(x) et xg'(z) appartiennent a L” (0, 00), z/? g(x) tend vers zéro lorsque

3
tend vers +0 ou vers l'infini, et xf'(x), z¢'(x) est une paire de transformées de Hankel d’ordre 2

12. Voir G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, p. 453.
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au sens du lemme «.

Or si f(z) et g(x) satisfont aux conditions du lemme § et si F'(x) et G(z) sont définies par (2.7) et

(2.8), alors par (2.10) N N
/0 zf'(2)G(x)dx = /0 zg'(z)F(z)dz.

Le coté gauche de (3.1) est

1 0 log p (1 1 )
(27?)1/2/0 f(:lr){ Z p1/2 +4sinh x—l— log ixcoth§x

0<mlogp<x

1
+arctane /2 — 27r} dz.

Or

11 1 1 1
. {2 log <2x coth 2:6) + arctan e /% — 27r}

appartient a LP(0, 00) pour tout p > 1. Donc l'intégrale

L= 1 1 1 1
(27r)1/2/0 f’(x) {2 log (2$ coth 2$) + arctan e v/ 27r} dx

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.3)

converge absolument. En intégrant par parties, les termes intégrés disparaissent par le lemme 7, et

(3.3) devient

1 1
cosech? 595 —e /2

e 2 Nao— L [ (S0
(2m)1/2 Jo 22 8COth1$ 1+e2/? x_2(27r)1/2 o I\ \sinhz
2

Les autres termes dans (3.2) sont

1 o, log p
_ (27T)1/2/0 f'(z) ( > i/am — 4sinh 2:1:) dx

0<mlogp<z

1 ) T log p o1
_WTIEI;O (/0 f(x)( > i/ —4smh2x)

0<mlogp<z

T

0

1
_/ ( ?gp) 2/ x) cosh xdm
/2m
O<mlogp<:c

1 1
WTII—I& (f(T) ( Z p?;ngz —2e T/Q)

0<mlogp<T

logp o
- X sl mlogp) + / /de)

0<mlog p<T

1 oo
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puisque la derniére intégrale converge absolument. En ajoutant (3.4) et (3.5) nous trouvons que
(3.2) est égal a

1 . logp T i
(27r)1/2711—r>20{ Z p1/2mf(m10gp) _/0 f(x)e 12dx

0<mlogp<T

)

0<mlog p<T D

1 00 2 1 00 et/ 1
- (2m)12 /o fz)e™ do + 2(2m)1/2 /0 /(@) (sinhx a :z:) de.

La somme des deux derniéres intégrales est égale a
1 00 e /2 1
— — — | du.
2(2m)1/2 /0 /(@) (sinhx :1:) g
Considérons maintenant le c¢oté droit de (3.1). Il est égal a
%0 x
(@) {N@) - (5-los -~ 5-) }d
/0 g (x){ (@) - 2m o8 or 2 ‘
N@) — L log =
() ( (@)~ 5-log -+ 0]

27r
g o)
' 1 T T
= — limy_, o ZO<'y<T 9(7) o %/0 g($) log %dw ’

puisque les termes intégrés disparaissent par (2.4) et le lemme §. Donc nous avons, au total :

[ gwanta)

Théoréme 7. Si (i) l'hypothése de Riemann est vraie, (i) f(x) est une intégrale, tend vers zéro
lorsque x tend vers linfini, et x f'(x) appartient a LP(0,00) pour un certain p dans 1 < p < 2, et

g(x) = ()1/2/ f(t) cos xt dt,

alors

. log p T "
limy_, o0 {ZO<m]ogp<T Wf(m logp) — /O f(m)e 2 dx

1 1 oo 1 —x/2
—J(T) <ZO<m10gp<T ;/gz,]i —2e T/2>} - 5/0 f(z) (x - seinhx> dz (3.6)

. 1 /T T
= —(2m) 2 limy e {EO<7<T g(y) — %/0 g(x)log 27Talac} .

Nous pouvons simplifier ce résultat légerement en faisant des hypothéses supplémentaires. Par le
lemme v et (2.14)

£(7) ( DR T/Z) = O(T* {(T)) = o(T*~(1/7), (3.7)

0<m log p<T p

Donc :



Théoréme 8. Si, en plus des hypothéses du théoréme 3, soit (2.18) est valable pour « = 1/p, soit
T*f(T) tend vers zéro lorsque T tend vers l'infini, alors le terme (3.7) peut étre omis de (3.6).

De plus, si on le souhaite, le cdté gauche de (3.6) peut étre exprimé en termes de A(n). En posant

r =logt, U = €T nous avons

1 A(n d
lim ( Z p(l)/gzif(m logp) _ /OT f(x)em/de) = lim (gj 5/2) f(log n) /1U f(log t) tl/t2>

T
oo 0<mlog p<T U—oo

4. Exemples et applications

De nombreux exemples de fonctions auxquelles la formule (3.6) est applicable peuvent étre facile-
ment trouvés, correspondant aux nombreuses applications connues de la formule de sommation de
Poisson. ¥ Deux exemples choisis pour leur intérét particulier sont donnés ici.

(A) Supposons ; < Re(s) <1, et

filz)=a7°,  fo(zx) =a"".

Alors fi(x) satisfait aux conditions du théoreme 3 pour 1 < p < 1/ Re(s), et fao(x) les satisfait pour
p = 2. Donc le résultat (3.6) est valable pour les deux fonctions, et par addition il est aussi valable
pour la fonction

f(x) = filz) + folz) = 277

Cela donne

2 /2 rtoo
g(x) = <> / t™° coswt dt
0

™

2\ /2 1
) {T'(1 — s) sin iﬁs}xs_l

™

Il
7N

Aussi si nous écrivons pour U'intégrale infinie dans (3.6)

1 /oo (1 e 4
== x - — T
2 Jo r sinhzx ’

alors ceci définit une fonction analytique de s pour 0 < Re(s) < 1, et dans cette bande

x/2

1 poox%e™
=Sy — = —d
2/ < SlnhI) Ty / v 21 sinh x v
z/2 0o =8 7%/2
de + — — —/ 7d .
2 / ( SlnhZL“) + 2s sinh x v

13. Voir, par exemple, E. C. Titchmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integrals, chapitre 3.




Ceci définit le prolongement analytique de I(s) pour Re(s) < 0, ou il est

1 1 00 T 6 r 2
] — 7/ —s— ld - 7/
(s) 2 Jo * 2s “sinha
:_/WW%ﬂ”m
0o et —e 7
— Z/ x*367(2n+1)xd$
n=0 0
=-T(1-ys) Z(Qn + 1)S’1
n=0
—27°1(1 Z dn +1)°
n=1
Or, si nous écrivons
77<3) - 173 - 378 + 578 — ... {Re(s) > 1} — Z(Zln + 1)75 _ Z(4n + 3)75
n=0 n=0

> 1
> (An+1)"° = 277 )+ = §4n+1 S+ - §4n+3) -1
nO nO

n=1
:;n )+ 5 ZQn—I—l) -1
nO
= () + 51— 27)(s) — 1

Donc I(s) =T(1 —s){2!* —27%p(1 — s) — (27° — ;)C(l —s)}.

Si (2.13) est valable pour un certain o < Re(s), alors (3.6) donne

lo

T
].imT_>oo {ZO<mlogp<T pl/g251<m 10gp)78 — /0 (L‘sez/zd{E} — F(]. - 8){21_5 _ 2—5,0(1 _ 8) —

2
0SaeT 27rs o | 2rms

1 T° T T°
= —2I'(1 —8)81n27rs lim ( Sy + ) :

(B) Posons y > 0 et

cosyr —cosyX, O0<zxz <X,
flx) =
0, x> X.
Les conditions du théoreme 3’ sont satisfaites, et

2 1/2
g(x) = (W) x(y2y—a:2)(x sinyX coszX —ycosyX sinzX)

10

1

(2= )1 - 9))



si x # y. Si o = y alors cela devient

1 sin 2y X
000) = oy (X - 22X, (1)

En substituant ceci dans (3.6) nous obtenons

log p
>_0<mlog p< X W{cos(g/m logp) — cosy X'}
X
—/ (cosyz — cos yX)e™dx
0
1 X 1 ef:p/2
2 /0 (cosye = cosyX) (x sinh x) v (1)
=23 50 (yQy’V)w siny X cosyX —ycosyX siny.X)
—/ :L’smyX cosxX — ycosyX sinzX)log o d
z(y? — 22

ou le terme y = y, §'il se produit, doit étre interprété comme dans (4.1).

Maintenant, laissons X tendre vers l'infini. Pour y fixé

1 X 1 —xz/2
5/ (cosyx — cosyX) <— ‘
0

de

xr sinhz

1
dr = 0O(1) — =cosyX
) (1)~ Leosyx [14 -

1
=0(1) — §cost log X.

Aussi

Z W(’ysinyX cosy X — ycostsinyX)‘
v>0,v#y

< ¥ M:y 3 L (4.2)

~

oy Y 7>0,77y 7y =

= 0(1),
puisque cette derniére série converge. !4 Le terme v = v, s'il se produit, donne un terme
sin 2y X
X % = —X +0(1).
Y

14. Voir, par exemple, E. C. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2e éd., p. 318.
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De plus

1 o)
- (xsinyX cosx X — ycosyX sinxX)log Ly
mJo x(y? —a?) —xz 27
1 [ Yy ) ) x
=— / —————{(z —y)cosyX sinzX — zsin(x — y) X } log —dx
mJo x(y?—2?) 27
1 o ginzX x 1 feesin(z —y)X
=—= —— log —dx + — —1 4 4.3
yeosyX / z(y + x) Og27r x+7ryo (22 —y?) o™ (43)
o0 X 1 % X
= —cosyX Sin.2 log Ly~ = cost/ sin 2 lo gidx
0o Y+ 277 27
1 [oosi —y)X
= S =YX T e
7" Jo x? — 2 27

Par le théoréme de 'intégrale simple de Fourier '° la premiére de ces intégrales tend vers zéro lorsque
X tend vers l'infini, et la derniére tend vers

1
;log(y/QW) =0().
Il reste dans (4.3)
1 o X 1 o0 sint t
— —cosy / Sz log 2—dx = ——cost/ ﬂlog <) dt

1
= —5 cos yX(C’ + log 27 X) (4.3)

1
=0(1) + 5 cosyX log X.

Donc (4.2) devient

1 X
> ?ii {cos(ymlogp) — cosyX} — / (cosyx — cosyX e ?dx
0<mlogp<X p 0
_J=X+01) (y=1),
o) (y # ).

Donc nous avons :
Théoreme 9. Si I’hypothése de Riemann est vraie, alors lorsque X tend vers linfini

lo eX/Z 1
Z plii cos(ym logp) — i ; (2 cosyX + ysin yX)

0<mlogp<X Z —+ Y

logp X/2

—cosyX — 2e

/ {O<m§p<X p/m }
_)=X+00) (=),
O(1) (y # ).

15. Voir, par exemple, E. C. Titchmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integrals, chapitre 3.

12



Inversement, si nous intervertissons f(z) et g(x) nous pouvons prouver :

Théoreme 10. Si I’hypothése de Riemann est vraie, alors lorsque X tend vers l'infini

X X X 1
Z cos(vy) — — log — cosyX + — cosyX — —sinyX = O(1).
0orox 2m 2 2m 27

Cependant, ce résultat est une conséquence simple du résultat connu !¢ pour z > 1

ST A(n) —x = O(x"*log z).

n<

NEw COLLEGE
OXFORD

16. Voir, par exemple, E. C. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2e éd., p. 318.
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