
Proposition de démonstration de la conjecture de Goldbach dans le formalisme des topos (Denise Vella-
Chemla, 5.10.2019)

La conjecture de Goldbach binaire stipule que tout nombre pair supérieur à 2 est la somme de deux nombres
premiers. La démonstration proposée ici utilise des concepts de la théorie des topos. Colin McLarty, dans
une conférence du cycle Lectures Grothendieckiennes, parle de la notion d’“espace étalé” (cf. Annexe 1).
Goldblatt, dans Topoi, the categorial analysis of logic, fournit un dessin très éclairant pour cette notion
(cf. Annexe 2). On trouve la définition des mots fibre et germe dans l’article de Wikipedia consacré aux
faisceaux (cf. Annexe 3). L’article wikipedia renvoie à la définition première (en mathématique) du mot
fibre, qu’on trouve à la page 25 du premier volume I des Éléments de Géométrie Algébrique (EGA I)
d’Alexander Grothendieck ([1], cf. Annexe 4).

L’étude de la conjecture de Goldbach fait appréhender que les décomposants de Goldbach d’un nombre
pair n, qui sont compris entre la racine carrée de n et la moitié de n, sont à trouver dans l’intersection des
ensembles de nombres qui ne sont ni congrus à 0, ni congrus à n selon tout module premier pk compris
entre 3 et la racine carré de n. On prend comme borne inférieure de l’intervalle à considérer 3 plutôt que
2, parce que, pour alléger la formulation, on choisit d’oublier tous les nombres pairs comme décomposants
de Goldbach potentiels de n.

Selon chaque module premier pk, la modélisation nécessite seulement trois fibres et trois germes : la fibre
qui relie l’ensemble des nombres divisibles par pk au germe 0pk

, la fibre qui relie l’ensemble des nombres
congrus à n (modulo pk) au germe npk

, et la fibre qui relie l’ensemble de tous les nombres impairs compris
entre 3 et n

2 , que l’on appellera ensemble des nombres restant (i.e. qui sont passés à travers ce double-crible
de n’être ni congrus à 0 ni congrus à n modulo pk), une troisième fibre donc, qui lie l’ensemble des nombres
restant à un germe qu’on notera ¬0pk

∧ ¬npk
(on peut aussi appeler ce dernier ensemble l’ensemble des

“ni 0 ni n selon pk”).

Il s’agit de démontrer que l’intersection de tous les ensembles de nombres restant selon chacun des modules
premiers pk compris entre 3 et

√
n est non vide.

Supposons que l’intersection des ensembles de nombres restant selon chacun des modules pk est vide.

Alors, cela implique la nécessité que les ensembles de nombres en question (les ensembles de nombres
restant) soient des ensembles disjoints. Ceci est faux : ce qui était cru à tort et utilisé, c’était “des
ensembles disjoints 2 à 2” (ce qui aurait permis d’ajouter tous les cardinaux), alors qu’on peut très bien
avoir une intersection globale vide sans avoir disjonction des ensembles 2 à 2.

Si tous ces ensembles sont disjoints, on obtient le cardinal de leur union, qui est alors une union disjointe,
comme somme des cardinaux de chacun de ces ensembles. Or le cardinal de chacun des ensembles pris

séparément est simple à calculer : il est de la forme
⌈

n

2pk

⌉
pour chacun des modules premiers pk (compris

entre 3 et
√

n) ∗. Le problème est qu’on ne connaît pas la valeur des pk successifs.

Alors, pour calculer ce cardinal de l’union disjointe, on va se placer dans le cas limite, c’est-à-dire qu’on va
supposer (ce qui n’est bien sûr pas le cas) que les nombres premiers sont très écartés les uns des autres :
on va considérer que chacun des nombres premiers successifs pk est juste inférieur au double du nombre
premier précédent pk−1. C’est le résultat le plus lâche dont on dispose, appelé postulat de Bertrand et dé-
montré par Tchebychev (énonçable simplement par la formule “il y a toujours un nombre premier entre un
nombre et son double.”). Si les nombres premiers étaient ainsi écartés au maximum, on aurait pour chaque
nombre premier “précédent” pk−1 un cardinal de l’ensemble des nombres restant modulo pk−1 qui serait
environ moitié moins grand que le cardinal de l’ensemble des nombres restant pour le nombre premier “sui-
vant” pk. On va donc considérer en premier le cardinal de l’ensemble de nombres restant pour le nombre
premier pmax, qui est le nom par lequel on désigne le plus grand nombre premier inférieur à la racine

carrée de n. Ce cardinal est égal à
⌈

n

2 pmax

⌉
. Et on imagine que les ensembles des nombres restant pour

∗. On peut compter les nombres des différents ensembles pour le cas n = 98 en annexe 6 pour s’en convaincre.
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les nombres premiers successifs (du plus grand au plus petit) inférieurs à pmax sont chacun de taille moi-
tié moindre que celle de l’ensemble des nombres restant pour le nombre premier suivant dans la succession.

Dans ce cas imaginaire et très laxiste, on aurait ainsi la somme des cardinaux des ensembles disjoints qui
serait égale à : ⌈

n

2 pmax

⌉1 +
π(n/2)−1∑

i=1

1
2i

 =
⌈

n

2 pmax

⌉(
1 +

(
1− 1

2π(n/2)−1

))
.

Ce résultat provient du fait que la somme des inverses des puissances de 2, de la première puissance, égale
à 2, jusqu’à la kième puissance, égale à 2k, est égale à 1− 1

2k (cf. Annexe 5).

Il faudrait reprendre tout le raisonnement ci-dessus qui est faux, peut-être en raisonnant sur deux paquets
d’ensembles et en établissant la contradiction sur les cardinaux des deux paquets d’ensembles en question,
je ne sais pas, ça semble infaisable sans considérer tous les ensembles.
Ce calcul permet d’aboutir clairement à une contradiction car il dépasse grandement le nombre effectif

de nombres impairs compris entre 3 et n

2 qui est égal à
⌊

n− 2
4

⌋
(on a en effet obtenu pour le cas limite

un cardinal au moins égal au double du cardinal du plus gros ensemble de nombres restant ; dans un cas
non limite, le cardinal global serait encore plus grand, les nombres premiers étant bien plus rapprochés en
réalité que dans le cas limite considéré).

Solution de repli ? ? : Dire que l’intersection des ensembles de la forme {¬0pk
∧¬npk

} est vide, ce que l’on
note

∧
pk
{¬0pk

∧ ¬npk
} = ∅ = ⊥ (le symbole ⊥ est le symbole logique pour False), est équivalent à dire

que le complémentaire de cet ensemble est le “plein” (dénoté par >, ou Vrai), i.e. couvre l’ensemble de
tous les impairs de 3 à n/2.

{
∧
pk

{¬0pk
∧ ¬npk

} =
∨
pk

{0pk
∨ npk

} = >

Mais on imagine bien qu’il existe au moins un nombre impair compris entre 3 et n/2 qui n’est pas congru
à 0, tout en n’étant pas non plus congru à n selon un nombre premier pk. Ce qui rend notre dernière
assertion obligatoirement fausse, et la possibilité que l’intersection soit vide par là même.
Puisqu’on a abouti à une contradiction, l’ensemble des nombres restant, ou ensemble des nombres ni
congrus à 0, ni congrus à n selon tout nombre premier pk compris entre 3 et

√
n, ne peut être vide et il

contient un décomposant de Goldbach de n au moins.
L’annexe 6 fournit les fibres et germes utilisés pour trouver les décomposants de Goldbach 19, 31 et 37 du
nombre pair 98.

Annexe 1 : Conférence de McLarty (notion d’espace étalé)

Voici une capture d’écran :
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de la video https://www.youtube.com/watch?v=5AR55ZsHmKI, Grothendieck’s 1973 topos lectures (à la
minute 38).

Annexe 2 : Définition de la notion de bundle par Goldblatt
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Annexe 3 : Définition des notions de fibre et germe dans Wikipedia

Annexe 4 : Extrait des EGA I : définitions

Annexe 5 : Somme des inverses des puissances de 2
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Annexe 6 : Décomposants de Goldbach de 98

2
4
6
8

. . .

48

02 = 982 = ¬ 12

3
5
7
9

. . .

49

12 = ¬ 02 = ¬ 982

7
13
19
25
31
37
43
49

¬ 983 ∧ ¬ 03 = 13

5
11
17
23
29
35
41
47

983 = 23

3
9
15
21
27
33
39
45

03

7
17
27
37
47

9
19
29
39
49

11
21
31
41

¬ 985 ∧ ¬ 05 = 15 ∪ 25 ∪ 45

3
13
23
33
43

985 = 35

5
15
25
35
45

05

3
5

9
11
13
15
17
19

23
25
27
29
31
33

37
39
41
43
45
47

¬ 987 ∧ ¬ 07 = 17 ∪ 27 ∪ 37 ∪ 47 ∪ 57 ∪ 67

7
21
35
49

07 = 987

¬ 982 ∩ (¬ 983 ∧ ¬ 03) ∩ (¬ 985 ∧ ¬ 05) ∩ (¬987 ∧ ¬ 07) = {19, 31, 37}

98 = 19+79 = 31+67 = 37+61
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