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Résumé

Cette note présente une méthode de détermination de décomposants
de Goldbach d’un nombre pair (i.e. nombres premiers dont ce nombre
pair est la somme). Elle utilise une représentation des entiers par leurs
restes selon des modules premiers. Les décomposants de Goldbach sont les
nombres premiers solutions de systémes de congruence particuliers dont
le théoreme des restes chinois assure ’existence.

1 Introduction

La conjecture de Goldbach (1742) énonce que tout nombre pair 2z
supérieur ou égal a 4 est la somme de deux nombres premiers p et q.
Le nombre p et le nombre ¢ sont appelés des décomposants de Gold-
bach de 2z. Cette note présente un systeme de représentation des en-
tiers naturels par leurs restes modulaires selon des modules premiers. Les
décomposants de Goldbach d’un entier pair 2x sont les entiers inférieurs
ou égaux a x solutions de systemes de congruence généralisés découlant
de cette représentation.

2 Théoreme des restes chinois et systeme
de numération par n-uplets de restes

L’énoncé du théoreme des restes chinois' (qui date du troisieme siecle
et a été développé par le mathématicien chinois Sun Tzu) est le suivant :

Soient k nombres entiers naturels mi, ma, ..., Mg
premiers entre eur deux a deux

et k entiers ri, ra, ..., Tk,

T r1 (mod my)

ro (mod m2)

le systéme de congruence

x = ri (mod my)
admet une unique solution modulo M = mima...mg

Du théoreme des restes chinois, il résulte que chaque entier est solution

1On trouve le théoréme des restes chinois dans le paragraphe 36 des Recherches
Arithmétiques de Gauss, reformulé dans le langage des congruences que Gauss a inventé.



d’une infinité de systémes de congruences. Par exemple, 'entier 26 est
solution du systéme :
i

mais également du systéeme :
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ou encore du systeme :

26 (mod 29)
26 (mod 31)
26 (mod 37)

On appellera ici n-uplet une suite de n entiers k;. Associé a un entier
x, ki(x) sera la i-éme coordonnée de x dans ce n-uplet. Un n-uplet de
référence (2,p2,...,Di,...,Pn) €st une suite croissante de n nombres pre-
miers commengant par deux et telle que I'intervalle entre un nombre pre-
mier de cette suite et son successeur ne contienne aucun nombre premier.
Tout entier x peut étre représenté a partir d’un tel n-uplet de référence :
la composante k; du n-uplet R(z) de représentation de = étant le reste
de la division euclidienne de x par p;, z possede II(x) représentations dis-
tinctes, ou II(x) désigne la quantité de nombres premiers inférieurs a x.
Un tel systéme de numération permet ainsi de représenter un grand nombre
entier par des nombres entiers plus petits : il est notamment utilisé en
cryptographie.
La remarque de Claude-Paul Bruter ([3]) selon laquelle “il revient & chaque
utilisateur de créer son propre ensemble de nombres selon la réalité qu’il
souhaite modéliser” trouve ici son illustration.
Nous étudierons dans la suite, a titre d’exemple, le cas particulier de la
décomposition de Goldbach du nombre 2308. Puisque 2308 est compris
entre 2x3x5x7=210et 2x3x5x7x11=2310, le théoréme chinois
rappelé précédemment nous conduit & choisir (2, 3,5,7) comme n-uplet de
référence. Nous donnons ici la liste des nombres inférieurs a 210 et leur
représentation dans ce n-uplet.
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“tout nombre

2x — p1 premier impair supérieur ou égal a x

< p2

divisions a son complémentaire a 2x qui est premier”. En d’autres

termes :
(p1 et p2 sont des décomposants de Goldbach de 2x).

On peut formuler ainsi la conjecture de Goldbach :
inférieur & x et dont les restes de divisions euclidiennes par les nombres

3 Les décomposants de Goldbach sont non
congrus a 2x selon tout module
premiers inférieurs a x sont différents un a un des restes de 2x par ces

Y q premier impair inférieur ou égal a x,

Y p1 premier impair inférieur ou égal a x
2z # p1 (mod q)

V 2z

memes



En effet,

2z Z p1 (mod q)
<~ 2z—p1 # 0(modq)
<= 2z — p1 est un nombre premier
car il n'est divisible par aucun autre nombre premier q

Les décomposants de Goldbach d’un nombre pair 2z, devant étre premiers,
sont a fortiori premiers & 2z (i.e. de plus grand diviseur commun a 2z égal
al).

On notera qu’un nombre premier inférieur a x étant donné, son complémentaire
a 2z n’est pas obligatoirement un nombre premier. D’autre part, un nombre
inférieur & x et non congru a 2z selon tout module n’est pas nécessairement
premier.

L’énoncé présenté ci-dessus est vrai. Cependant, il pourrait étre vrai par
vacuité, c’est a dire vrai alors qu’il n’existerait aucun p; le vérifiant.
Démontrer la conjecture de Goldbach consisterait & démontrer que cet
énoncé ne peut jamais étre vrai par vacuité?.

4 Remarques préliminaires au traitement
de cas

Définissons d’abord la relation binaire Congru_d ® entre deux n-uplets
dans un méme n-uplet de référence de la fagon suivante :

(z1, 22, ..., zn) Congru-a (y1,y2,...yn) dans (p1,p2, ..., Pn)
<~

y1 (mod p1) V

y2 (mod p2) V

x1
T2

<

Tn = yn (mod py)
Cette relation est réflexive, symétrique mais elle n’est pas transitive. La

relation “inverse” de cette relation, que ’on pourrait appeler
Non_congru_a*, est quant 4 elle non réflexive, symétrique et non transitive.

Définissons également une relation unaire Contient_un_zéro qui a un
n-uplet (z1,z2, ..., £n) dans un n-uplet de référence (p1, p2, ..., Pn) associe
le booléen vrai si et seulement si I'une des coordonnées du n-uplet est
nulle.

Contient_un_zéro((z1,x2, ..., Tn)) est vrai
<
z1 =0 (mod p1) V2 =0 (mod p2) V ...V zn, =0 (mod pr)

Nous allons nous intéresser ici & des triplets de Z/2Z x Z/37Z x Z/5Z,
que nous noterons sans parentheses ni virgules pour en alléger I’écriture.
Trouvons d’abord pour chaque triplet quels sont les triplets qui lui sont

2Le corollaire de ce qui vient d’étre présenté est que les facteurs premiers de 2z — p sont
les nombres premiers du n-uplet de référence dans lequel est représenté p selon lesquels p et
2x sont congrus.

3i.e. sous-entendu Congru d selon un module

4i.e. sous-entendu Non_congru_a selon tout module



non congrus selon toutes les coordonnées.

Sont non congrus a 000 les triplets 111, 112, 121, 113, 122, 114, 123, 124.
Sont non congrus a 001 les triplets 120, 112, 113, 122, 114, 123, 110, 124.
Sont non congrus a 002 les triplets 111, 120, 121, 113, 114, 123, 110, 124.
Sont non congrus a 003 les triplets 111, 120, 112, 121, 122, 114, 110, 124.
Sont non congrus a 004 les triplets 111, 120, 112, 121, 113, 122, 123, 110.
Sont non congrus a 010 les triplets 103, 104, 121, 122, 101, 123, 102, 124.
Sont non congrus a 011 les triplets 103, 120, 104, 100, 122, 123, 102, 124.
Sont non congrus a 012 les triplets 103, 120, 104, 121, 100, 101, 123, 124.
Sont non congrus a 013 les triplets 120, 104, 121, 100, 122, 101, 102, 124.
Sont non congrus a 014 les triplets 103, 121, 100, 122, 101, 102, 123, 120.
Sont non congrus a 020 les triplets 111, 103, 112, 104, 113, 114, 101, 102.
Sont non congrus a 021 les triplets 103, 112, 104, 113, 100, 114, 110, 102.
Sont non congrus a 022 les triplets 111, 103, 104, 113, 100, 114, 101, 110.
Sont non congrus a 023 les triplets 111, 112, 104, 100, 114, 101, 110, 102.
Sont non congrus a 024 les triplets 111, 103, 112, 113, 100, 101, 110, 102.
On voit qu’a chaque triplet correspondent 8 triplets qui lui sont non
congrus selon toutes les coordonnées. En effet, la fonction ¢(z), appelée
fonction indicatrice d’Euler, qui compte les nombres inférieurs & x et pre-
miers & x, prend la valeur 8 pour 30 = 2 x 3 X 5 (¢(30) = 8).

Cherchons d’autre part quels sont les triplets qui n’ont aucune coordonnée
nulle. Ce sont les triplets 111, 112, 113, 114, 121, 122, 123 et 124. Eux
aussi sont au nombre de 8.

Effectuons encore quelques comptages : considérons l’ensemble des

nombres premiers & 98. Ils sont au nombre de 42 (p(98) = 42). Ils vont
par deux car si p appartient & cet ensemble, 2z — p appartient aussi a cet
ensemble.
98 a pour représentation (0,2, 3) selon (2,3,5). Fournissons dans un ta-
bleau en premiere colonne la valeur entiére de chacun des nombres en ques-
tion (c’est a dire les nombres inférieurs a 98 et premiers a 98) ; en deuxieme
colonne, fournissons leur représentation dans (2,3,5). En troisitme co-
lonne, on note le fait que la représentation en question vérifie une pro-
priété que 'on appellera cl qui consiste a étre congru a la représentation
de 98 selon une coordonnée, et en quatrieme colonne, on note le fait qu’elle
vérifie une propriété que 'on appellera c2, c’est & dire qu’elle ne contient
aucune coordonnée nulle. On dira qu’un nombre a la propriété ¢ dans un
n-uplet de référence R si sa représentation vérifie les deux propriétés cl
et c2.



1 (L,I,1) x o]97 (1,1,2) x o
3 (1,0,3) 95 (1,2,0)

5 (1,2,0) 93 (1,0,3)

9  (1,0,4) x 89 (1,2,4) o
11 (1,2,1) 87 (1,0,2) X
13 (1,1,3) 85 (1,1,0) x
15 (1,0,0) x 83 (1,2,3) o
17 (1,2,2) o|81 (1,0,1) x

19 (1,1,4) x o|79 (1,1,4) x o
23 (1,2,3) 75 (1,0,0) x
25 (1,1,0) x 73 (1,1,3)

27 (1,0,2) X 71 (1,2,1)

29 (1,2,4) 0|69 (1,0,4) x
31 (1,1,1) x o |67 (1,1,2) x o
33 (1,0,3) 65 (1,2,0)

37 (1,1,2) x o6l (1,1,1) x
39 (1,0,4) x 59 (1,2,4)

41 (1,2,1) 57 (1,0,2) X
43 (1,1,3) 55 (1,1,0) X
45 (1,0,0) x 53 (1,2,3) o
47 (1,2,2) 0|51 (1,0,1) x

On constate que les troisieme et quatrieme colonnes sont symétriques
I'une de lautre autour du nombre 49 (moitié de 98) en ce sens que si p est
non congru a 2z selon toute coordonnée, alors la représentation de 2x — p
ne contient aucun zéro. Les nombres p vérifiant la propriété c(p) sont les
décomposants de Goldbach de 98. Trouver ce qui garantit I’existence d’un
nombre dont la troisiéme et la quatrieme colonne sont marquées consiste
a prouver la conjecture de Goldbach.

5 Traitement de cas

Au paragraphe précédent, on a traité le cas du nombre pair 98 en
considérant les nombres premiers a 98. Traitons maintenant ce cas en ne
considérant que ’espace des représentations par les n-uplets. 98 a pour ra-
cine carrée 9.89... Il est compris entre 2 x 3 x5 et 2x 3 x5 x 7. On rappelle
que sa représentation est le triplet (0,2,3) selon le triplet de référence
(2,3,5). Considérons les nombres p qui vérifient la propriété c(p).
Puisque 98 a pour coordonnée 2 (mod 3), on ne va conserver que les
nombres ayant pour coordonnée 1 (mod 3). Puisque 98 a pour coordonnée
3 (mod 5), on ne va conserver que les nombres ayant pour coordonnée
1, 2 ou 4 (mod 5). On a omis de dire que trivialement les solutions
doivent étre impaires (premiere coordonnée (mod 2) égale a 1).

Ces nombres sont solutions du systéeme de congruence généralisé par dis-
jonction suivant :

p = 1 (mod 2)
p = 1 (mod 3)
p =1V 2V 4(modb5)

Ils ont pour représentation selon le triplet de référence (2, 3,5) les triplets
(1,1,1), (1,1,2) et (1,1,4).

Le premier systéme de la disjonction correspondant au triplet (1,1,1) a
pour solutions les nombres : 31, 61, ... en vertu du théoréme des restes
chinois.



Le deuxiéme systeme de la disjonction correspondant au triplet (1,1,2) a
pour solutions les nombres : 7, 37, 67... en vertu du théoréme des restes
chinois.

Le troisieme systéme de la disjonction correspondant au triplet (1,1,4) a
pour solutions les nombres : 19, 49, 79, ... en vertu du théoréme des restes
chinois.

Il s’agit maintenant d”’étendre” les solutions trouvées en vérifiant qu’elles
restent solutions lorsqu’on ajoute la condition de non congruence 4 0 (mod 7).
7 étant congru & 0 (mod 7) et 98 I’étant également, 7 n’est donc pas un
décomposant de Goldbach de 98. 19, 31 et 37 ne sont pas éliminés par
I’extension au module 7 et sont donc décomposants de Goldbach de 98.

Supposons qu’au lieu de devoir examiner le triplet de représentation

associé a 98, on ait eu a examiner un triplet quelconque. Il est possible de
calculer le nombre de triplets qui vérifient la propriété c.
Dans le cas ou le triplet serait 010, ne subsisteraient que 121, 122, 123 et
124. Pour le triplet 023, ne subsisteraient que 111, 112 et 113. On voit que
le nombre de triplets appartenant a ’intersection des deux ensembles a un
cardinal fonction du triplet en question. Si une coordonnée du triplet est
nulle, il subsiste p; — 1 possibilités pour cette coordonnée dans les triplets
que l'on recherche (p; étant le nombre premier du triplet de référence se-
lon lequel est calculée la coordonnée) tandis que si cette coordonnée est
non nulle, il subsiste p; — 2 possibilités (p; premier impair) pour cette
coordonnée dans les triplets que ’on recherche®.

Un probléme persiste, di au fait que les comptages présentés ci-dessus
ne peuvent s’effectuer précisément que lorsque 'on se place sur un en-
semble de nombres “complet”, par exemple sur I’ensemble des nombres de
04210 (=2x3x5), ou bien ceux de 0 & 30030 (= 2x3x5x7x11x13).
Dans des ensembles de nombres “incomplets”, on ne pourra effectuer ces
comptages précisément.

Par analogie avec le terme factorielle, appelons primorielle n le produit
des n nombres d’un n-uplet de référence. Le nombre pair 2z étant donné,
la primorielle n(z) est choisie de sorte que n(z) < 2z < (n+1)(z). 2z
admet une représentation R(2z) dans le n-uplet de référence ainsi défini.

On va associer & R(2x) ’ensemble des n-uplets vérifiant la propriété
c. En effet, d’une part, le fait d’étre non congru a R(2z) selon toute
coordonnée est une nécessité pour les décomposants de Goldbach de 2x
(le complémentaire & 2z d’un nombre qui serait congru a 2z selon une
coordonnée serait nécessairement composé). Le fait de n’avoir aucune co-
ordonnée nulle garantit que ’on ne récuperera pas des nombres composés
ayant pour facteurs les nombres premiers du n-uplet de référence.
Un probléme peut persister lorsque le plus grand nombre premier de n(x)
est inférieur au plus grand nombre premier inférieur & v/2x. On verra sur
des exemples qu’il faut s’assurer qu’il subsiste toujours un nombre pre-
mier qui va “conserver sa propriété ¢’ en étendant ainsi I’ensemble des
modules a considérer. C’est ce que fait la deuxieme étape de algorithme,
qui étend les représentations selon un n-uplet de référence contenant tous
les nombres premiers inférieurs a la racine de 2x.

5De ce fait, on peut vérifier que le nombre de décomposants de Goldbach des nombres pairs
qui ont un nombre de facteurs premiers élevé (comme les multiples de 30, ou de 210 ou de
2310,...) subit des pics d’augmentation ponctuels.



Résumons 'algorithme :
Premiere étape : trouver les nombres compris entre 3 et 2z qui :
a) sont non congrus a 2z selon toute coordonnée dans le n-uplet de
référence (2,3, ...,n(z));
b) ont une représentation ne contenant aucune coordonnée nulle.

Deuxitme étape : extension éventuelle (au cas ol n(z) < v/2x)

Ne conserver de ’ensemble de nombres obtenus par la premiére étape que
ceux qui “conservent leur propriété ¢’ dans le n-uplet de référence
((n+1)(2), ..., plus grand nombre premier inférieur av/2zx).

Remarque : on aura noté que I’étape I.a permet d’obtenir trois sortes
de nombres :

— les nombres dont la représentation est un n-uplet vérifiant la pro-
priété c, seuls nombres dont on va tester la représentation dans la
deuxiéme étape;

— les nombres dont la représentation contient un seul zéro et qui
sont de deux sortes, soit de petits nombres premiers (qui peuvent
d’ailleurs fournir des décompositions de Goldbach de 2z), soit des
puissances de ces petits nombres premiers qui sont donc des nombres
composés et ne peuvent par conséquent fournir de décompositions
de Goldbach de 2x;

— les nombres composés dont la représentation contient au moins deux
zéros (i.e. qui ont au moins deux facteurs premiers).

Soit pair un nombre pair qui a pour représentation (0, pairs, pairs, ...).
Trouver les décomposants de Goldbach de pair consiste a trouver les n-
uplets (1,22, 23...; Tn—1,%n) égaux & (1,1,1,...,1,1) + k(1,1,1,...,1,1) et
appartenant au produit cartésien Z /27 —{0} x Z/3Z— {0, pairs } x Z/57 —
{0, pairs} x..... (c’est a dire le produit cartésien des corps premiers duquel
on a enlevé les n-uplets vérifiant la propriété c.

Quelles sont les données numériques qui pourraient nous conforter dans
I'idée qu’on n’a pas a craindre la non congruence aux nombres premiers
plus grands quand on a la non congruence aux nombres premiers plus
petits 7
On a vu qu’étant donné un nombre pair 2z, il y a au minimum

H (pi —2)

pi premier impair

n-uplets vérifiant la propriété ¢ (ot p; est le plus grand nombre premier
de la plus grande primorielle inférieure & 2z).

Ce produit prendra les valeurs successives 1, 3 =1x 3, 15 =1 x 3 x 5,
135 =1 x 3 x5 x 9, etc... Ces nombres pourront étre “éliminés” par des
nombres premiers plus grands. Cependant, le nombre de nombres premiers
plus grands qui pourraient éliminer des solutions croit bien plus lentement
que le nombre de solutions potentielles ©.

Etudions un deuxieme cas qui illustrera davantage le souci posé par
ce que l'on pourrait appeler I’ ”extension” des solutions aux nombres

6]a premiére quantité croit comme le produit des p; — 2 (p; premier impair) alors que
la seconde croit comme le nombre de nombres premiers compris entre les nombres premiers
successifs et les racines des primorielles successives : elle vaudra 11 quand la premiére vaudra
15 puis vaudra 35 quand la premiere vaudra 135, puis vaudra 121 quand la premiére vaudra
1485, etc.



premiers plus grands. Le nombre pair & étudier est 2308 (de racine 48.04) :
il est compris entre 2x3x5x 7 et 2x3x5x7x 11; sa représentation selon
le quadruplet de référence (2,3,5,7) est (0,1,3,5). Les quadruplets (que
Pon écrit & nouveau sans parenthése ni virgule) qui vérifient la propriété
¢ sont

1214, 1223, 1241, 1216, 1243, 1211, 1213, 1222, 1224, 1212, 1221, 1246, 1242, 1226, 1244.

Ils sont bien au nombre de 15, produit des p; — 2 (p; premier impair).

Fournissons une table de congruence qui va nous permettre de voir
s’ils conservent la propriété c, selon les modules de 11 a 47, 47 étant le
plus grand nombre premier inférieur & la racine carrée de 2308.

11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47
71=(1,2,1,1) |5 6 3 14 2 13 11 34 30 28 24
191=(1,2,1,2) |4 9 4 1 7 @ 5 6 271 19 3
101=(1,2,1,3) [2 10 16 6 9 14 8 27 19 15 7
11=(1,2,1,4) [0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
41=(1,21,6) |8 2 7 3 18 12 10 4 0 41 41
197=(1,2,2,1) [10 2 10 7 13 23 11 12 33 25 9
107=(1,2,22) [8 3 5 12 15 20 [ 33 25 21 13
17=(1,2,2,3) |6 4 o 17 17 @@ 17 17 17 17 17
137=(1,2,2,4) |5 [ 1t 4 22 21 13 26 14 8 43
167=(1,2,2,6) |2 11 14 15 6 22 12 19 3 38 26
29=(1,2,4,1) |7 3 12 10 6 0 20 290 29 [B8 29
149=(1,2,4,2) (6 6 [ 16 11 4 25 1 26 2 8
59=(1,2,43) |4 J@ 8 2 13 1 28 22 18 16 12
179=(1,2,4,4) [3 10 9 8 18 5 24 31 15 7 38
200=1,2,46) | 1 5 @ 2 6 23 24 4 371 21
2308=(0,1,3,5 (9 [ M8 o s [HF [ 14 12 B9 5

Tous les nombres premiers n’ayant pas été éliminés par cette table, cer-

tains, comme 11,41, 71,101, 167, 197, 179 permettent d’obtenir des décompositions
de Goldbach de 2308.

Le théoréme des restes chinois garantit I'existence de solutions mais il
ne garantit pas, d'une part que ces solutions sont inférieures a une borne
fixée, en I'occurrence ici, il s’agit pour nous d’étre assuré que les solutions
des systemes de congruence sont inférieures & x quand on cherche les
décomposants de Goldbach de 2x. Le théoréme ne garantit rien non plus
quant & la primarité des solutions d’un systéme de congruence. On voit
bien par contre ci-dessus que ces solutions des systemes de congruences
sont éléments de suites arithmétiques (i.e. 31 + 30k, 7 + 30k’, 19 + 30k”
sont les suites arithmétiques correspondant au traitement du nombre pair
98 au paragraphe précédent). Le théoréme de Dirichlet et le théoréme
de Linnik assurent de trouver des nombres premiers dans de telles suites
arithmétiques inférieurs a certaine limite mais le probleme de la borne
supérieure est le bat qui blesse pour l'instant car la limite fournie par le
théoréme de Linnik est bien trop élevée pour garantir ce qui nous intéresse.
On trouve dans [4] des éléments au sujet de deux théorémes issus de
la théorie analytique des nombres qui pourraient peut-étre étre utilisés
ici : le théoreme de Siegel-Walfisz et le théoreme de Brun-Titchmarsh qui
fournissent des renseignements sur la fonction de comptage des nombres



premiers p inférieurs ou égaux & un nombre donné x et congrus a un
certain nombre modulo un certain autre (i.e. tels que p = a (mod q)).

6 Descente infinie de Fermat

En matiere de démonstrations “simples”, on peut suivre la recom-
mandation de Poincaré qui qualifiait la démonstration par récurrence de
démonstration par excellence. Mais le mode de raisonnement par récurrence
nécessite de prouver P(n) = P(Succ(n))”. Or les représentations choisies
ici sont telles que R(x + 1) différe par toutes ses coordonnées de R(x).
Puisqu’on a vu que les décomposants de Goldbach de 2z sont les nombres
premiers p inférieurs ou égaux & x tels que non[R(p) Congru-a R(2z)],
on imagine davantage relier entre elles les décompositions de Goldbach de
nombres dont les représentations partagent des coordonnées plutét que
relier entre elles les décompositions de nombres dont les représentations
ne partagent aucune coordonnée. Le raisonnement appelé “descente infi-
nie de Fermat” permettrait-il d’atteindre la conjecture de Goldbach ?

Ce mode de raisonnement repose sur le fait qu’il n’existe pas de suite

infinie strictement décroissante d’entiers positifs. L’ensemble N des entiers
naturels et toutes ses parties propres non vides possedent une propriété
remarquable : ils admettent un plus petit élément.
Imaginons que nous voulions démontrer qu’une certaine propriété P(n)
est impossible (n est un entier naturel). On raisonne par ’absurde en sup-
posant P(n) vraie pour un certain entier n (la partie E de N ou P(n)
est vraie est donc non vide). Si nous sommes capables de montrer que P
est alors vraie pour un entier strictement inférieur & n, nous aboutirons a
une contradiction. En effet, si a désigne le plus petit élément de E, on a
simultanément P(a) vraie et P(b) vraie avec b < a. L’entier b appartient
donc a F et est strictement plus petit que le plus petit élément de E. D’ou
la contradiction.

On a vu précédemment qu’un décomposant de Goldbach d’un nombre
pair 2x est un nombre premier inférieur & x qui ne partage avec 2x au-
cune classe de congruence®. Sil existait un nombre pair 2ng contredisant
la conjecture de Goldbach, ce nombre pair “partagerait” chacune de ses
classes d’équivalence selon des modules premiers inférieurs a sa racine
avec des nombres premiers inférieurs a sa moitié (i.e. chaque élément du
n-uplet représentant 2z serait commun avec 1’élément correspondant du
n-uplet de représentation d’un nombre premier inférieur a x). Mais alors,
en prenant un nombre plus petit que 2ng et qui partage de nombreuses
coordonnées avec 2ng (par exemple un nombre dont la représentation est
un préfixe propre de la représentation de 2ng), on construirait un nombre
plus petit que 2ng et qui contredirait également la conjecture de Goldbach
car lui aussi, par “inclusion” en quelque sorte, “partagerait” chacune de

7ot1 Succ est défini par ’axiomatique de Peano.
8Cf en annexe 1 I’exemple du nombre pair 43532 treés explicite & ce sujet.
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ses classes d’équivalence selon des modules inférieurs & sa racine.

32z / 2z ne vérifie pas la conjecture de Goldbach
<= VY p premier impair inférieur ou égal 4 2z
3 q premier impair inférieur ou égal a x,
R(2z) Congru-a R(p) dans n(x)
= 32y < 2z / R(2y) préfixe propre de R(2x) et
Y p premier impair in férieur ou égal & /2x
(et donc inférieur ou égal a +/2y)
3 q premier impair inférieur ou égal a x,
R(2y) Congru-a R(p) dans n(x)
= 32y < 2z /2y ne vérifie pas la conjecture de Goldbach.

Or, cela est impossible. Donc, la conjecture de Goldbach doit étre vraie.

7 Conclusion

La conjecture de Goldbach fait partie, avec ’hypothese de Riemann et
la conjecture des nombres premiers jumeaux, du huitieme probleme de la
liste des 23 problemes de Hilbert. La méthode présentée ici nous fait voir
les décomposants de Goldbach d’un nombre pair sous un jour nouveau,
comme solutions de systéemes de congruence particuliers. Le théoreme des
restes chinois ne nous permet cependant pas d’assurer qu’il existe des
nombres premiers parmi de telles solutions.

Je remercie le professeur Claude-Paul Bruter, qui m’a encouragée et orientée
tout au long de ce travail.
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Annexe 1 : Etude d’un cas : le nombre pair
43532 de premier décomposant de Gold-
bach égal a 211

Etudions le cas du nombre pair 43532 de racine 208 et quelques en
calculant ses restes selon les nombres premiers inférieurs ou égaux a 199,
le plus grand nombre premier inférieur a sa racine.

43532 =2 (mod3) 43532 = 76 (mod 97)

43532 =2 (mod 5) 43532 =1 (mod 101)

43532 =6 (mod7) 43532 = 66 (mod 103)
43532 =5 (mod 11) 43532 = 90 (mod 107)
43532 =8 (mod 13) 43532 = 41 (mod 109)
43532 =12 (mod 17) 43532 = 27 (mod 113)
43532 =3 (mod 19) 43532 = 98 (mod 127)
43532 =16 (mod 23) 43532 = 40 (mod 131)

43532 =3 (mod 29) 43532 = 103 (mod 137)

43532 =8 (mod 31) 43532 = 25 (mod 139)
43532 = 20 (mod 37) 43532 = 24 (mod 149)
43532 = 31 (mod 41) 43532 = 44 (mod 151)
43532 = 16 (mod 43) 43532 = 43 (mod 157)
43532 =10 (mod 47) 43532 = 11 (mod 163)

43532 =19 ( = 112 (mod 167)
43532 = 49 (mod 59) 43532 = 109 (mod 173)
43532 =39 (mod 61) 43532 = 35 (mod 179)

)
)
)
)
mod 53) 43532
)
)
)

43532 =49 (mod 67) 43532 = 92 (mod 181)
43532 =9 (mod 71) 43532 =175 (mod 191)
43532 = 24 (mod 73) 43532 = 107 (mod 193)
43532 =3 (mod 79) 43532 = 192 (mod 197)
43532 =40 (mod 83) 43532 = 150 (mod 199)
43532 = 11 (mod 89)

Les décomposants de Goldbach de 43532 sont donc les nombres x pre-
miers et inférieurs & 21766 solutions du systeme de congruence suivant :
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z = 71 (mod 2) r1 € Z/2Z — {0}

z = r2 (mod 3) ro € Z/3Z —{0,2}

x = r3 (mod 5) rs € Z/5Z —{0,2}

x = 14 (Mod7) avec{ 14 € ZJ7Z —{0,6}

x = r5 (mod 11) rs € Z/11Z — {0,5}

z = 746 (mod 199) r46 € 7,/1997 — {0,150}

La congruence & 2 (mod 3) élimine les nombres premiers 5,11, 17, 23,29, 47, 53,59, 71, 83, 89,101, 131, 137,
149,167,173,179,191 et 197.

La congruence & 2 (mod 5) élimine les nombres premiers 7,37,67,97,127 et 157.
La congruence & 6 (mod 7) élimine les nombres premiers 13,139 et 181.

La congruence & 8 (mod 13) élimine les nombres premiers 73,151 et 193.

La congruence & 12 (mod 17) élimine le nombre premier 199.

La congruence & 3 (mod 19) élimine les nombres premiers 3 et 79.

La congruence & 3 (mod 29) élimine le nombre premier 61.

La congruence & 8 (mod 31) élimine le nombre premier 163.

La congruence & 31 (mod 41) élimine les nombres premiers 31 et 113.

La congruence & 19 (mod 53) élimine le nombre premier 19.

La congruence & 103 (mod 137) élimine le nombre premier 103.

La congruence & 43 (mod 157) élimine le nombre premier 43.

La congruence & 109 (mod 173) élimine le nombre premier 109.

Le nombre premier le plus petit & ne pas étre éliminé par toutes ces congruences est
donc 211 dont la représentation par un n-uplet de 46 coordonnées est (1,1,1,1,2,3,7, 2,
4,8,25,26,6,39,23,52, 34, 28,10, 69, 65, 53,45,33,17,9, 5,104, 102, 98, 84, 80, 74, 72, 62,
60, 54, 48,44, 38, 32, 30, 20, 18, 14, 12).

La méthode présentée ici tire parti des représentations modulaires des entiers pour
estimer plus rapidement si un nombre peut étre décomposant de Goldbach d’un nombre
pair, sans avoir a tester “précisément” sa primarité. Elle est en ceci avantageuse par
rapport a une procédure qui, cherchant les décomposants de Goldbach de 2z, consis-
terait & calculer pour chaque premier p inférieur & x si 2z — p est premier.
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