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Conjecture de Goldbach (7 juin 1742) : tout nombre pair supérieur
ou égal a 4 est somme de deux nombres premiers.

Vinogradov (1937)
Chen Jingrun (1966)

vérifiée par ordinateur jusqu'a 4.1
(Oliveira e Silva, 4.4.2012)
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Yn>6,3p < n/2, g > n/2, petq premiers impairs,
n=p+gq

Vn > 6,
I p < n/2, p premier impair,
YV g < +/n, q premier impair,
p % n(mod q)

e pZn(modq) <= n—p#0(mod q) <= n— p premier
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Exemple :

98= 3 (mod 5)
98=5 (mod 3)
98=7 (mod 7)
o 98= 11 (mod 3)
98= 13 (mod 5)
98= 17 (mod 3)
98# 19 (mod 3)
98# 19 (mod 5

98 19 (mod

(98-3=95 et 5 | 95)
(98-5=93 et 3 | 93)

(98-7=91 et 7| 91)

(98-11=87 et 3| 87)
(98-13=85 et 5 | 85)

(98-17=81 et 3| 81)

(98-19=79 et 3 f 79)
(98-19=79 et 5 f 79)

(98-19=79 et 7 f 79)
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/2, 3q <./n, petq premiers impairs,

(3n>6,V n
n (mod q))

n =

<
p

= false

e n=p(modq) <= n—p=0(mod q) <= n— p composé
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@ Théoreme des restes chinois
]
n=1(mod 3)
n =3 (mod 5)
n=5 (mod7)
@05 x7=353x7=21,3x5=15,3x5x7=105.

2x35=1(mod3), 21 =1 (mod5), 15=1 (mod 7)

1x70+3x21+5x15=70+63+75=208 = 103 (mod 105) qui
sont les nombres de la suite 103,208, 313, ...

°
n =3 (mod 5)
n=5(modT7)
@ 3x21+5x15=63+75= 138 = 33 (mod 35) qui sont les nombres

de la suite 33,68, 103, 138, 173, 208, 243, 278, 313, . ..
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o Gauss, 1801, Recherches Arithmétiques

@ Articles 33 3 36 de la Section 2 : Des congruences du premier degré

) ARITHMETIQUES. v
5, Qunaw-lnnombm 4, B, C, etc. wntpunlm-mn
o, leur

z==b (mod. B), efo. se rambneront  ane seule z=r (mod. R) qni
Curl Peinirinh GALEE leur équivandra , R étant le produit des mombres A, B, C, ete. :

iFsmat do 14 réciproquement qu'une sele condition £=r (mod. R)
peut btre décomposée an plusienrs z=r (mod. ) , z=r (mod. B);
za=r (ud. C), etci si A, B, C, eto. witles différens facteurs
premiers entr'enx qui composent R, Cette observationnous donne
non- seulement le moyen de découvrir I'impossibilité lorsqu'elle
existe , mais encore une méthode plus commode et pls élégante
‘pour déterminer les racines.

RECHERCHLE

: o 3445. Solent me ci-dessns les ditions z=5(mod. &),
ARITHMETIQUES jor iy pied ey v oruar o St
facteurs premiers entr'enx; £ en 4’4’ A" etc. ; B en BB'E etc.;
dlllunlhaqnuhrmmh-d’ £, ete., B, B, etc. soient pre-

4T miers ou- puissaices de premierss % I'an des nombres
) Tiaducdan francatwdo (e ssivin A rimokes x,'n,t;m. Auitpnnim 'lni-Mme ou puistance d'un nombre
P ‘wurait, pour Alors

s apuepdriet & mmquﬂ-o. pent , aux cobiifions dondes 5

substitoer les suivantes z==a ( mod. '), z==a (mod. £°),
(mod. A7), etcs r= (imod. B, 3= (thed. 5), ete., elc.;
Or, & moins e tous fes'honibres 4, B, C, etc. ne fissént

fentr'eux ; pir Mﬂe,ﬁ‘n’n‘ pas premier avec B, il eit M-

‘etdans B, mai " 4,(,..,,
e ton “don wltip » ou ¥ ‘soiiinultiple parmi les
thB’,B"E:; Soit d'.b;ld‘.{:r u-m‘smmx=-
(mod. A ), s=5 (mod. B ), doivent &tre identiques , et l'on
doit” dvoir sxb.(“mod. A" bu'mod. B); aigii 1ine ou’l'mire
decon deax obuditivhs pout 8trcTejetés; mais si 'on n's pas a=5
{204, 4' ) ,“Io problbaie wst impossible. Soft ensuite 5’ un mal-
tiple 80 ', la codition 'z =g (mod. ") doit tre contenne dans
~ed|~n,;sb(m9d«x),whunuunx,z_b(m £),
de la defniire; doit btre équivalente & la premibre ;
Eorno ia:ﬁlrvmvgu kuumus.(m l‘).pnn&en‘m&,
SACHURS GABAT o comturle™pas Vautre, ‘suguel cax P"’m"” secait im-
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18 RECHERCHES

possible. Quand toutes les conditions superflues sont aias rejetdes,
il est évident que tous les modules qui restent sont premiers
eatr'eux ; on est sir alors de la posibilité du probléme , e on
peut procéder d'aprés la manitre enscignée plus haut.

35. Sinous supposons comme au n* 32 2= 17 (mod. 504), =—g
(mod, 35), =33 (mod. 16 ); ces conditions peuvent se décom-
poser en celles qui suivent : z=17 (mod.8), =17 (mod.9),
=17(mod. 7)== — § (mod. 5), =— 4 (mod.7 );z=53 (mod. 16).
De ces conditions on peut rejeter z==17(mod. 8) et z=17 (mod. 7),
car la promidre est renfermée dans la condition z=85 (mod. 16),
et la seconde est équivalente d z==—4 (mod. 7) : il reste sins

17 (mod. 9g)
m)d (e ;;zm.-n.u.,,-m.w,w,.

55 ( mod. 16)

Auresto il est clair qu'il sera souvent plus commode de ramenes
4 une seule les conditions qui restent et qui proviennent de la
mbme, ce qui se fera sans peine. Par exemple, quand on a rejeté
quelques-unes dos conditions £=a(mod. ) , z2=a (mod. .4"), efc.
celle qui se composera des conditioins restantes sera z==a, suivant
le module formé par le produit de tous les modules qui restent.
Ainsi dans notre exemplo des conditions z=—4 (mod. 5),
2m=—4 (mod 7); on tire sur-lechamp la condition z=— §
(mod. 35), d'oh elles dérivent; il s'ensuit qu'il n’est pas indifférent,
quant dlabriéveté ducalcul, de rejeter I'une oul'autre des conditions
équivalentes ; mais il n'entre pas dans notre plan de parler de ces
détails ni d'antres artifices pratiques que 1'usage apprend micux que
los préceptes.

-36. Quand tous les modules 4; B, C, ete. sont premiers-entr’eux,
il est préférable le plus souvent d'employer la méthode suj
On déterminera un'nombre « congrn & lunité suivant 4, et & ©
suivant le produit des autres modules; c'est-d-dire, que « sera une
valear quslconque de Fexpression gz—- ( mod. 4 ), multipliée
par BCD ete. (n*52); mais il vaut mieux prendre la plus petits
do ces valeurs, Soitde méme =1 (mod. B). et 0(mod. ACDete.);
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ARITHMETIQUES, 19
y==1 (mod. C), et=o (mod. ABD etc.). Aloks i I'on cherche
un nombre z qui soit congru aux nombres a, , ¢, etc. lninmlu
modules 4, B, C, etc. respectivement , on pOurra poser. .......
t!na+ﬂb+7c+aw (mod. ABCD ete.); uoﬁn ona évi-
demment ase=a (mod. 4 ), et les autres termes sont = o (mod. 4);
donc z=a (mod. A ). La démonstration est la méme ponr les
antres modules. Cette solution est préférable i Ia premibre ; quand
ona & résoudre plusieurs problémes du inéme genre, pour lesquels
les valeurs de A, B, C, etc. car alors on
“ ﬂ.nu duul-uneonmm Ceci l‘lprhqu: au probléme de

quél on cherch lo.. idme de 'annde pour la-
quellulmdlnuon le le sol: donnés. Ici
A:x& B=19, C=28; ainsi comme la valeur de l'expression

s o53( mod. 15), ou zz=( mod. 15 ) est 13, on aura a=6g16; on
trouvera de méme B=4200, 3==4845. Donc le nombre cherché
musu.idnmmdummhsg.e.+mb+w5c,an.

présentant l'indiction, & le nombre d'or, et ¢ le £ycle solaire.

57. Nons n'en dirons pas davantage ‘sur les emlmenceu‘ln pre-
L mier degré, qmnnrenfenmntqn unnzulelnmnm,l.lnmr-ui

o = (7/
‘comme llﬁulmtdunnutmpdemnlm lce _chapitre, si nous
voulions exposer chaque chose en touts rigueur, et notre projet
n'étant pas d’épuiser ici la matitre , mais seulement de présenter
eeqm est leplus digne fl'.mnnm, wnsbommn‘-  notre red.e:chl

plite pour
nnumoeu-wn

1. De méme qnndunlnlqudnu.u vunq-l.l fant avoir
wutant de

2 Sobntdmma‘nluu-m
aaby oz,

e mme nombre que les inconnues 2 , 7, 2, ete.
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o Journal mathématique de Gauss
e 14 mai 1796 (Gottingen) :

écrit la conjecture de Goldbach

(Numeri cuiusvis divisibilitas varia in binos primos.)
@ 21 octobre 1796 (Brunswick) :

Vicimus Gegan.

@ Préface a la traduction du journal (Eymard et Lafon) :
A plusieurs reprises, nous voyons Gauss découvrir
d’'importants théorémes par des essais numériques
et provoquer I'heureuse rencontre des chiffres,
forcant ensuite la démonstration rigoureuse par une
recherche de plusieurs mois.
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o Gauss (Recherches Arithmétiques, p.416)
Le probléme ou I'on se propose de distinguer les nombres
premiers des nombres composés, |[...], est connu comme
un des plus importants et des plus utiles de toute
I'’Arithmétique ; [...] En outre, la dignité de la science
semble demander que I'on recherche avec soin tous les
secours nécessaires pour parvenir a la solution d’un
probléme si élégant et si célébre.

e Gauss (9 juillet 1814)
Dedekind a de cette maniére vérifié la proposition
pour tous les nombres premiers inférieurs a 100.

e Poincaré (La Science et I'Hypothese)
Une accumulation de faits n'est pas plus une science
qu'un tas de pierres n’est une maison.
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@ dn>6,Vp<n/2 3q<+/n, petq premiers impairs,

n= p1 (mod qi)
S) NEP (mod q»)

n = px (mod qx)
e — false
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@ Cantor : Congres de I'AFAS de Caen en 1894
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-G, GANTOR, — VERIPICATION DU THEOREME ENPINIQUE DE GOLDDACH

M, George CANTOR

Profeseur & aisersit de il

VERIFICATION JUSQU'A 1000 DU THEOREME EMPIRIQUE DE GOLDBACH [19¢]

— Searee du 10 st 1598 —

1 y a environ dix ans,

fait caleuler pour tous les nombres pairs

de 224000, une table qm contient toutes les partitions de ces nombres

en deux nombres premie;

On arrive par lummcn e’ cotto table, donnant aussi lo noifibre dos

o décompositions, & Ja. convic

que non seulement la. proposition est

exacte, mais encore que le nombre des décompositions de 2N croit indéfi-
niment avec N (sauf les oscillations qui se produisent toujours dans les

fonctions relatives 4 la théorie des nombres).

TABLEAU DES DECONPOSITIONS pES NOmskEs ams 2N, v 2 A 1000,
N 'SOMMES DE DEUX NOMBRES PRENIERS

s
SRR 3
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, AL
47,11, 18,
3, 13.
3,5, 11, 47.
5,7, 13, 7.

2y, svee & < g, 16 ableau donne 7, I plus pott ds deu nombres premier.
(0 deribr colonas indique e nombre n ds décompasitions)

BaeR e RE® =

134 SMATHENATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

2N n
986 3, 19, 67, :9, 103, 109, 197, 157, 163, 199, 229, 277, 313, 367,

373, 370, 409, 430, 463, 48 20
988 5, 41, 17, 41, 47, 50, 101, 107, 131, 149, 167, 170, 101, 397, 969,

314, 347, 380, 401, 419, 431, 46T, 479, 23

9907, 13, 19, 23, 37, 43, 53, 61, 71, 79, 83, 103, 107, 109, 13, 127,

134, 137, 451; 463, 167, 179, 481, 193, 229, 333, 93u, 51,

257, 263, 271, 981, 807, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 389,

873, 383, 380, 397, 419, 421, 433, 443, 449, 4G

992 1, 73,100, 139, 163, 181, 223, 241, 983, 331, 349, 373, 379, 421, 14
904 3, 11, 17, 23, 4, 47, 83, 83, 107, 113, 131, 131, 167, 173, 197,

233, 251, 293, 314, 317,

996 5, 13, 19, 99, 43, 59, 67, Eﬂ, 109, 113,

31, 139, 151, 161, 173,
263, 29, 277, 313, 337, 349, 383,

370, 383, 38, 307, 409, 419, 433, 530, 449, IST. 36

998 1, 7, u BI, 79, 139, 21, 920, 24, 271, 307, 337, 367, 370, 397,

1000 a |1, 23, , 59, 71, 89, 113; 137, 473, 179, 491, 221,
9, 257, m 347, 347, 353, 39, 383, 401, 431, B3, 479,
1

28

° M. BR.-W. GENESE

Professeur & [oiversity College of Wales, Aberystoryth (Angleerre).

SUR UNE INEGAUITE TRIGONOMETRIQUE [K20¢]

— Séance du 10 aoe 1895 —

Soit €D 1 corde commune de deux
cercles dont les centres A, B sont du
méme coté de CD, et soit AC > BC.
Liare mineur CED du cercle A sera .
donc dans lintérieur du segment
mineur CFD du cercle B. Donc, arc
CED < arc CFD. De plus, on peut
faire tourner le plan du cercle A
autour de la droite CD. bonc, si deus
ares mineurs de circonfirence (pas
nécessairement du méme plin) ont
mémes eatrémités, cclui qui @ le plus:
grand rayon est le plus petit. Par exemple, un arc mineur g grand cercle
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e Ensembles de Cantor (40=3+37)

- ongll T - T <RI - B -
0(3) 1(3) 2(3)
E e < e < W s <
0(5) 1(5) 2(5) 3(5) 4(5)
S

0(7) 1(7)

N DT DO DT O DO Dl e O D Do
0(11) 1(11)

13 ?%@@@@@@@@@@@
0(13) 1(13

7 O A e e e R RS
o(17) S i &l | e 1

19 OOl @ OO OO OO OO0 OO OO O
0(139)
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@ Treillis de Cantor
0313 2(3)  0(5) 1(5) 2(5) 4(5) 1(7) 207)3(7)

L] L ] L I * ...

1(3) 0(3) 2(3)
(5) 1(5) 2(5)
2(7) 1(7) 3(7)
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@ Treillis de Cantor
3x 3x+1 3x+2 Ex+1 hu+2 Tx+d
- - -

0/.

16x+12

105:x+81
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Cherchons les décomposants de Goldbach de nombres de la forme :
2(3) 3(5) 3(7) — 210k+38

(7) — 210k+1
(7) — 210k+121
(7) — 210k+151
(7) — 210k+61
(7) — 210k+181
(7) — 210k+127
(7) — 210k+37
(7) — 210k+67
(7) — 210k+187
(7) — 210k+97
(7) — 210k+169
(7) — 210k+79
(7) — 210k+109
5(7) — 210k+19
1(3) 4(5) 6(7) — 210k+139
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1(5) 1
(5) 2
(5) 4
(5) 5
(5) 6
(5) 1
(5) 2
(5) 4
(5) 5
(5) 6
(5) 1
(5) 2
(5) 4
4(5)



Exemples de 210k + 38

248 : 719 37 67 97 109

458 : 19 37 61 79 109 127 151 181 229 (2p)

668 : 7 37 61 67 97 127 181 211 229 271 331

878 : 19 67 109 127 139 151 271 277 307 331 337 379 421 439 (2p)

1088 : 19 37 67 79 97 151 181 211 229 277 331 337 349 379 397 457
487 541

1298 : 7 19 61 67 97 127 181 211 229 277 307 331 379 421 439
487 541 547 571 607
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@ Descente infinie de Fermat

@ Si un nombre ne vérifiait pas la Conjecture de Goldbach, il y en aurait
un plus petit qui ne la vérifierait pas non plus et ainsi de proche en
proche, jusqu'a atteindre des nombres si petits qu’on sait qu'ils
vérifient la Conjecture.

@ Raisonnement par I'absurde
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@ dn>6,Vp<n/2 3q<+/n, petq premiers impairs,

n= p1 (mod qi)
S) NEP (mod q»)

n = px (mod qx)
e — false
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@ congruences contradictoires

(n= p;i (mod q),n = pj (mod q) avec p; # pj (mod q))
@ sous-ensemble S de S,

modules tous #

(congruences omises non-contradictoires avec les congruences conservées, sinon — premier cas).

S admet une solution unique n modulo M = PPCM(q;).
Le plus petit entier vérifiant cette congruence unique ne vérifie pas la
conjecture de Goldbach.

@ sous-ensemble S’ de congruences de S admet une solution unique
n < net
n’ ne vérifie pas la conjecture de Goldbach non plus.

@ On aboutit donc a une contradiction dans tous les cas.
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@ Ma conjecture, sous la forme d'une montée infinie.

@ Tout nombre pair n partage avec n+ 6 au moins 'un de ses
décomposants de Goldbach

o Vérifiée par ordinateur jusqu'a 16.108.
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20902 = 3 + 20899
20904 = 5 + 20890
20906 = 3 + 20903
20908 = 5 + 20903
20910 = 7 + 20903
20912 = 13 420899
20914 = 11 4+ 20903
20916 = 13 420903
20918 = 19 4 20899
20920 = 17 + 20903
20922 = 19 420903
20924 = 3 + 20921

@ L'Univers mathématique de Davis et Hersh

20962 = 3 + 20959
20964 = 5 + 20959
20966 = 3 + 20963
20968 = 5 + 20963
20970 = 7 + 20963
20972 = 13 4 20959
20974 = 11 + 20963
20976 = 13 4 20963
20978 = 19 4 20959
20980 = 17 + 20963
20982 = 19 4 20963
20984 = 3 + 20981

@ des causes différentes peuvent produire les mémes effets (congrus 2 a

2 modulo 3 et 5)...
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