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Conjecture de Goldbach (7 juin 1742) : tout nombre pair supérieur
ou égal à 4 est somme de deux nombres premiers.

Vinogradov (1937)

Chen Jingrun (1966)

vérifiée par ordinateur jusqu’à 4.1018

(Oliveira e Silva, 4.4.2012)

270 ans
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∀ n ≥ 6, ∃ p ≤ n/2, ∃ q ≥ n/2, p et q premiers impairs,
n = p + q

∀ n ≥ 6,
∃ p ≤ n/2, p premier impair ,
∀ q ≤

√
n, q premier impair ,

p 6≡ n (mod q)

p 6≡ n (mod q) ⇐⇒ n − p 6≡ 0 (mod q) ⇐⇒ n − p premier
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Exemple :

98≡ 3 (mod 5) (98-3=95 et 5 | 95)

98≡ 5 (mod 3) (98-5=93 et 3 | 93)

98≡ 7 (mod 7) (98-7=91 et 7 | 91)

98≡ 11 (mod 3) (98-11=87 et 3 | 87)

98≡ 13 (mod 5) (98-13=85 et 5 | 85)

98≡ 17 (mod 3) (98-17=81 et 3 | 81)

986≡ 19 (mod 3) (98-19=79 et 3 6 | 79)

986≡ 19 (mod 5) (98-19=79 et 5 6 | 79)

986≡ 19 (mod 7) (98-19=79 et 7 6 | 79)
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(∃ n ≥ 6, ∀ p ≤ n/2, ∃ q ≤
√

n, p et q premiers impairs,
n ≡ p (mod q))

=⇒ false

n ≡ p (mod q) ⇐⇒ n − p ≡ 0 (mod q) ⇐⇒ n − p composé
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Théorème des restes chinois
n ≡ 1 (mod 3)
n ≡ 3 (mod 5)
n ≡ 5 (mod 7)

5× 7 = 35, 3× 7 = 21, 3× 5 = 15, 3× 5× 7 = 105.

2× 35 ≡ 1 (mod 3), 21 ≡ 1 (mod 5), 15 ≡ 1 (mod 7)

1× 70 + 3× 21 + 5× 15 = 70 + 63 + 75 = 208 = 103 (mod 105) qui
sont les nombres de la suite 103, 208, 313, . . .{

n ≡ 3 (mod 5)
n ≡ 5 (mod 7)

3× 21 + 5× 15 = 63 + 75 = 138 = 33 (mod 35) qui sont les nombres
de la suite 33, 68, 103, 138, 173, 208, 243, 278, 313, . . .
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Gauss, 1801, Recherches Arithmétiques

Articles 33 à 36 de la Section 2 : Des congruences du premier degré
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Journal mathématique de Gauss

14 mai 1796 (Göttingen) :
écrit la conjecture de Goldbach
(Numeri cuiusvis divisibilitas varia in binos primos.)

21 octobre 1796 (Brunswick) :
Vicimus Gegan.

Préface à la traduction du journal (Eymard et Lafon) :
A plusieurs reprises, nous voyons Gauss découvrir
d’importants théorèmes par des essais numériques
et provoquer l’heureuse rencontre des chiffres,
forçant ensuite la démonstration rigoureuse par une
recherche de plusieurs mois.
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Gauss (Recherches Arithmétiques, p.416)
Le problème où l’on se propose de distinguer les nombres
premiers des nombres composés, [...], est connu comme
un des plus importants et des plus utiles de toute
l’Arithmétique ; [...] En outre, la dignité de la science
semble demander que l’on recherche avec soin tous les
secours nécessaires pour parvenir à la solution d’un
problème si élégant et si célèbre.

Gauss (9 juillet 1814)
Dedekind a de cette manière vérifié la proposition
pour tous les nombres premiers inférieurs à 100.

Poincaré (La Science et l’Hypothèse)
Une accumulation de faits n’est pas plus une science
qu’un tas de pierres n’est une maison.

Denise Vella-Chemla Etude de la Conjecture de Goldbach 24/4/2012 11 / 1



Denise Vella-Chemla Etude de la Conjecture de Goldbach 24/4/2012 12 / 1



∃ n ≥ 6, ∀ p ≤ n/2, ∃ q ≤
√

n, p et q premiers impairs,

S


n ≡ p1 (mod q1)
n ≡ p2 (mod q2)
. . .
n ≡ pk (mod qk)

=⇒ false

Denise Vella-Chemla Etude de la Conjecture de Goldbach 24/4/2012 13 / 1



Cantor : Congrès de l’AFAS de Caen en 1894
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Ensembles de Cantor (40=3+37)
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Treillis de Cantor
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Treillis de Cantor
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Cherchons les décomposants de Goldbach de nombres de la forme :
2(3) 3(5) 3(7) → 210k+38

1(3) 1(5) 1(7) → 210k+1

1(3) 1(5) 2(7) → 210k+121

1(3) 1(5) 4(7) → 210k+151

1(3) 1(5) 5(7) → 210k+61

1(3) 1(5) 6(7) → 210k+181

1(3) 2(5) 1(7) → 210k+127

1(3) 2(5) 2(7) → 210k+37

1(3) 2(5) 4(7) → 210k+67

1(3) 2(5) 5(7) → 210k+187

1(3) 2(5) 6(7) → 210k+97

1(3) 4(5) 1(7) → 210k+169

1(3) 4(5) 2(7) → 210k+79

1(3) 4(5) 4(7) → 210k+109

1(3) 4(5) 5(7) → 210k+19

1(3) 4(5) 6(7) → 210k+139
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Exemples de 210k + 38

248 : 7 19 37 67 97 109

458 : 19 37 61 79 109 127 151 181 229 (2p)

668 : 7 37 61 67 97 127 181 211 229 271 331

878 : 19 67 109 127 139 151 271 277 307 331 337 379 421 439 (2p)

1088 : 19 37 67 79 97 151 181 211 229 277 331 337 349 379 397 457
487 541

1298 : 7 19 61 67 97 127 181 211 229 277 307 331 379 421 439
487 541 547 571 607
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Descente infinie de Fermat

Si un nombre ne vérifiait pas la Conjecture de Goldbach, il y en aurait
un plus petit qui ne la vérifierait pas non plus et ainsi de proche en
proche, jusqu’à atteindre des nombres si petits qu’on sait qu’ils
vérifient la Conjecture.

Raisonnement par l’absurde
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∃ n ≥ 6, ∀ p ≤ n/2, ∃ q ≤
√

n, p et q premiers impairs,

S


n ≡ p1 (mod q1)
n ≡ p2 (mod q2)
. . .
n ≡ pk (mod qk)

=⇒ false
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congruences contradictoires
(n ≡ pi (mod q), n ≡ pj (mod q) avec pi 6≡ pj (mod q))

sous-ensemble S de S,
modules tous 6=
(congruences omises non-contradictoires avec les congruences conservées, sinon → premier cas).

S admet une solution unique n modulo M = PPCM(qi ).
Le plus petit entier vérifiant cette congruence unique ne vérifie pas la
conjecture de Goldbach.

sous-ensemble S ′ de congruences de S admet une solution unique
n′ < n et
n′ ne vérifie pas la conjecture de Goldbach non plus.

On aboutit donc à une contradiction dans tous les cas.

Denise Vella-Chemla Etude de la Conjecture de Goldbach 24/4/2012 23 / 1



Ma conjecture, sous la forme d’une montée infinie.

Tout nombre pair n partage avec n + 6 au moins l’un de ses
décomposants de Goldbach

Vérifiée par ordinateur jusqu’à 16.108.
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L’Univers mathématique de Davis et Hersh

20902 = 3 + 20899 20962 = 3 + 20959
20904 = 5 + 20890 20964 = 5 + 20959
20906 = 3 + 20903 20966 = 3 + 20963
20908 = 5 + 20903 20968 = 5 + 20963
20910 = 7 + 20903 20970 = 7 + 20963
20912 = 13 + 20899 20972 = 13 + 20959
20914 = 11 + 20903 20974 = 11 + 20963
20916 = 13 + 20903 20976 = 13 + 20963
20918 = 19 + 20899 20978 = 19 + 20959
20920 = 17 + 20903 20980 = 17 + 20963
20922 = 19 + 20903 20982 = 19 + 20963
20924 = 3 + 20921 20984 = 3 + 20981

des causes différentes peuvent produire les mêmes effets (congrus 2 à
2 modulo 3 et 5)...
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