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S U R LA

F O N C T I O N ^) DE R I E M A N N
HT S U R DES

FONCTIONS ANALOGUES,
P A U M,. .E. CAHEN.

I N T E O D U C T I O N .

î /o r i^ ine de1 ce travail est dans le célèbre Mémoire de l l i emann ,
Ueber die Anzahl der Primzahien unier einer gegebenen (Srôsîie.

Dans ce Mémoire, B icmaru t cons idère la f o n c t i o n u n i f o r m e Ç(^),
qui , pour les valeurs de s dont la parlie réelle est p lus grande que »:,

SO

est représentée par la série V "-t^
H'^iT

11 démont re la. f o rmu le

ç(.-.).=:^cos(^)r(.)Ç(.,

A ce propos, on do i t remarquer que cette formule , ou p l u t ô t une
équ iva len te , avai t déjà été donnée par Schlomilcli {Zeùschrifi fur
Mcilhemalik und Physik, :r858); et une. du môme genre, portant sur la,
fonction

v» (— Q^^^^Z^r^y7
n ;:= 0

déjà en, 1849, par le même au teur (Zeitschrift fur Mat/iemau/c und
Physik}.

M.ême Euler , en, ï 761 (Comptes rendus de l'Académie de Sainl^Pélers"
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bourg : Remarque sur un beau rapport entre les séries des puissances, teint
directes que réciproques) avait donné cette relat ion, sans d 'ai l leurs en
donner une démonstra t ion, ni même préciser les valeurs des sommes
qu'il considère.

Ces deux séries ̂ (s) ety^(.y) sont des séries de la fo rme ^^' Ces
séries sont remarquables par leurs propriétés ar i thmét iques : ident i - té
(FEuler

V±^TT lï _.Zà^ -il—-,.̂

Mémoire de Riemann déjà cité; travaux de Lejeune-Dirichlet sur la
progression ari thmétique, et sur les formes quadratiques b ina i res*

Pour les séries employées par Lejeune4)irichlet dans celte dernière
question, on doi t encore remarquer une fo rmule de M. H u r w i t % dont
les précédentes sont des cas particuliers Eini^e Eingescha/ïen d^r

ûirichletf scfien Functio'nen ^, ( — ) — {Zeùschrift fur M'citherncitik und.

Phynk, t. XXVII; î 8 8 2 ) [ .

Ces séries ^ •̂  sont dans un étroit rapport avec des séries de la

(orme 'S0^"^ et' ^es deux formes de séries sont des cas particuliers

de la forme ^^^"'^ 1̂  À^ croissant indéf in iment avec n. Sur ces
dernières, il y a une petite Note de M. Kronecker (Monatsberichtc
de l'Académie de Berlin, 1:880)*

Ce sont ces séries S^6'""'̂ '9 <P^ nous étudions dans le Chapitre 1
de ce travail. Nous démontrons l'existence d'une droite de conver-
gence, dont nous déterminons l'abscisse au moyen des coefB.cients
de là série, généralisant ainsi un certain nombre de résultats connus
pour les séries S0^"7^-

Étudiant ensuite la fonction représentée par la série, "nous cher-
chons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu/unc fonc-
tion f{s) soit développable en série de la forme ^^^')i/(^ Nous
énonçons un théorème relatif à la mul t ip l ica t ion de ces séries. Enfin
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nous appliquons ces résultats aux séries de la forme "S^? et nous
donnons quelques applications arithmétiques immédiates de ces
séries.

Dans le Chapitre II, nous rappelons les résultats obtenus par Rie-
mann relativement à la fonction ^ ( s ) . Nous y ajoutons quelques appli-
cations arithmétiques dont deux ont déjà été données par nous dans
les Comptes rendus clé l'Académie des Sciences du 16 janvier et du
6 mars 1893.

Etant conduit à étudier la fonction "/,(<?) dont il a été parlé p lus
haut , nous mont rons qu'on peut en faire une théorie complètement
analogue à celle de '€(•?)•

"Enfin, dans le Chapitre III, nous abordons une nouvelle généralisa-
t ion. '((,9) et j^(s) ne sont que des cas particuliers de séries ^a^ dans
lesquelles les coefficients a^ se reproduisent, pér iodiquement de p
en p .

Apres les prél iminaires indispensables, nous nous bornons au. cas
de p premier. I l y a p — i séries indépendantes de la forme indi-
quée. Or nous montrons qu'on peut choisir jus tement p — i séries
jouissant d'une relation fonctionnelle analogue à celles de ^ ( s ) et

(^^ ( s ) . En part iculier , on obtient les séries ^ v^, /^ étant le carac-
tère quadrat ique de n par rapport h p .

Étudian t les zéros de ces fonc t ions , nous sommes amené à des
fonc t ions holomorphes analogues à celle qui se rapporte à ^(s) et que
Riemann appelle ^(^). Nous employons pour cela une méthode géné-
rale qui, d ' une relation fonctionnelle relative à une série de la forme
V ^5 permet d'en. déduire une relative à une série de la forme

^a^-^'.
Nous terminons ce dernier Chapitre par quelques applications de

cette méthode générale à d'autres fonctions.
Cette relation relative à, la série S "̂""̂  jointe à la relation

^ a/, e^1 ̂  + ̂  = ̂  a,, e^,
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permet d'en trouver une in f in i t é d'autres. D'ai l leurs ces fonct ions sont
de celles qu'on rencontre dans la Théorie des fonct ions modulai res .

CHAPITRE I.

1. Nous ferons d'abord quelques remarques relatives aux séries de
la forme y^/^""^ dans lesquelles les a,^ sont des constantes quel-
conques, les X^ des constantes réelles, posùwes et croissant inde/ini-
ment, de sorte que X,i < À^ •<...<< X^ << . . . et que }̂  tende vers -h co;
enfin s est une variable. Cette forme de séries a une assez grande géné-
ralité.

Si l'on suppose que les "X^ soient les nombres entiers consécutifs,
la série devient ^J^^n^11^ c'est-à-dire une série ordonnée s u i v a n t les
puissances de e~^

Si l'on suppose que les A^ soient les logarithmes des nombres entiers
consécutifs, la série devient ']S—j 1<^ séries de cette forme sont
remarquables par leurs applications arithmétiques.

Remarquons que, par la transformation e^^x, la série ^^^" ) / < A

devient ^^^n.
Relativement à la convergence de ces séries, dans le cas simple ou

\== n, l'existence d'un cercle de convergence pour la série ^oc,/^,
donne immédiatement celle d'une droite de convergence, parallèle à
Oy pour la série y^^""^- L^ série est convergente pour les points du
plan situés à droite de cette droite. Elle est divergente pour les points
situés à gauche. Or ce premier résultât se généralise pour les séries de
la forme y,^"^-
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Nous ferons dépendre ce résultat d'un théorème, (Pai l leurs bien
connu, que nous énoncerons sous la forme suivante :

2. THÉORÈME. — Soient deux suites indéfinies de quantités

ûi ( f < ? 2 . . . a,i.. .,

&i b^. . . b^ . . ,.

Supposons que :
T° Le module de A^ === a, -4- a^ -+-... — cin reste fini quand n augmente

in dé fin imen t ;
2° La série B formée par les modules des quantités b^ — b^, b^ — &;ç, ...,

l)^ ^ ~/^, ,.. est convergente;
3° b^ tend î^ers zéro.

Dans ces conditions^ la série

P == «i hi -h a.^b.i +. . . -i- âî,^ ^^ -+-...

<?.y/ convergenle.
Supposons de plus b^ b^, ..., 6^, ... fonctions d'une variable s, a,,

Oa, ..., <2^ e7ar^ des constantes.
Si hf} tend uniformément vers zéro, et si la série B est uniformément

convergente, la série P est aussi uniformément convergente.
En. effet , considérons la série

Q ==A i (^ i— ^2) +A2(^2"-^)-+- ' - .+A/,(^— ^4-i)-+-...,

et désignons par P,,, B^, Q,, respectivement les sommes des n premiers
termes des séries P, B, Q. Soit d'ailleurs H une limite supérieure du
module de An' On a

I )n-[-p — I-\ r:: Q/;,-("? — Q/A-l '"+" A%-}-^ b^p^i — A/t ^^.

D'ai l leurs
| Q^p- Q^i I < H(B/^- B^O ( 1 ) -

(1) | a [ désigne lô module de a.
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Donc
P,,^ ~ P,, | < H (B,,+./, - B/^i ) 4- H | b^.p^ \ + H ] b,, |.

Or, d'après les hypothèses faites, on peut prendre n assez grand
pour que, quel que soit/? et quel que soit s,

AÏ^-(-^ —— l>^-»i <^ 7j~Tv >

1 ^^•+"^+•1 1 "<^ "̂Fg"'1

IM <^.

Alors
| Vn+p — P/z [ < s. <- Q. t^ • t».

Corollaire. — Dans les conditions de l'énoncé, la série P est 'une
fonction cont inue et intégrable de .y.

Supposons de plus que les dérivées //p b^ . . . , V^ ... des fonc-
tions b^ b^ . . . , b^ . . . de ^ sat isfassent aux, mêmes cond i t ions
qu'elles, à savoir :

i° La série B' formée par les modules de //, — b'^ b\—b'^ . , . ,
b'^^—b'^ ... est uni formément convergente;

20 b'^ tend unifbrméïï jent vers zéro.
Alors la série

1^=:: a^h\ -\-a^b\ -h. . .

est uniformément convergente.
Cela suffit pour établir que cette série est la dérivée de P, et les

mêmes considérations s'appliquent aux dérivées successives.

3. Remarque sur la continuité de la série dans un cas particulier. "— Sup-
posons que la série a, +- a, +...-+' a,, •+-. . . soit convergente et ai t
pour somme A. Supposons b,, b^ ..., b^ ... fonctions de s, et que
pour s == ^,, b,, b^ ..., b^ ... soient égaux à ï . On peut se demander
si, ,9 tendant vers s ^ , la somme a^ b^ -+• a^ b^ 4- ... +• a^b^ "+-..., suppo-
sée convergente, tend vers A. Cela ne résulte pas du, théorème précé-
dent sur la continuité de la série, car, pour s = ^o, b^ ne tend pas vers
zéro, et d'ailleurs cela n'est pas toujours vrai.
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Posons
A == <^i -1-03 •4-. . .,
RI •==: 0.2 -4- ^3 -h . . - ,

R^ == <^;î •4- a/, 4- . • • »

R^== ( .̂4.14- a^4-2 4- . . . .

Alors

^ Ort ^,/ — A == ̂  a// (bn — i)

' / I -rr ( A --- RO ( ̂  ~ l } + ( Ri -- R, ) ̂ , - 1 ) -1- . . .
f +(R^.I-R/,)(^-T)+....

Il faut voir si la somme de cette série tend vers zéro lorsque .y tend
vers ^o. Considérons la série

( 2 ) A ( b, — i) 4- iti {b, — ^i )•+-...+ B,, ̂ .i ( <^ - &„...,.., i )+....

La somme des n premiers termes de la série (a) ne ditÏere de la somme
desn premiers termes de la série (i) que de — R//,(&/,,— i), qui tend
vers zéro, quel que soit s. La série (2) a donc même somme que la
série (ï), et il n'y a qu'à examiner cette série (2).

Dans cette série, la somme des termes qui. suivent le niemv est

R,,. ( ̂ ...n -- /^, ) ~h R/z+i ( ^,+2 — ^-i-i ) 4- . . . ,

et l'on peut prendre n assez grand pour que le module de cette somme
soit p lus petit que

s [ 1 .̂+.i — bn \ -t- | b,^ — b^ \ -h . . . ],

quel que soit e,
Or, supposons que, s tendant vers ,s\,, la somme

\ /̂ ..i - bn \ ~\- ^.4-2 — Ô//,+l 1 4- . . .

reste plus petite quun certain nombre k, pour toutes les valeurs de n supé-
rieures à un certain nombre r. Alors la quantité précédente est plus
petite que E/£.

Ayant ainsi choisi n, on peut prendre s assez voisin de .?o pour que
Ann. de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome XL — MARS 1894. ï l
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le module de la somme des autres termes de la série (2)
A ( b, - b, ) -4- Ri ( h, - b,) +. .. + B,,^ ( <^ ~ b,,,., )

soit plus petit que E / £ , car & , , b^ . . . , &„ tendent vers i.
Alors le module de la somme de la série (2) est plus petit que itk,

c'est-à-dire qu 'un nombre quelconque donné à l'avance. Donc ce mo-
dule tend vers zéro. Donc a^ b^ -+- a^b^ -+- . . . tend vers a, + a.> -+- . . . .

Remarque. — Mais si l 'on suppose que la série a^a^ 4- ...4- ^//,+...
soit absolument convergente, cette condit ion n'est pas nécessaire. En
effet, dans ce cas,

// - i
^ „ ( / > , — T ) -=Va>,2 a//- bn ""2 a//' ̂ S a^ ( bn "" ï ) '^^^^( //// ••"- ï ) 4^ a/t ( blt

Or

^ ̂ /.. ( ̂ /. - i ) < ̂  | a,, ( ̂  - ï ) [ < a ̂  | </,„ [,

en appelant a le plus grand des h,, ~ 1 1 . On peut choisir n assez grand
pour que

y
a a

Alors cette part ie de la série est < s. Ayant ainsi choisi n, on pourra
supposer 6^ , b^ . , . , &„ assez voisins de ï pour que

^ C h i { ^ n - " ' ï ) < ̂

Etc.

4. Application aux séries^ a^r-'v. - Nous allons Iroover la droite
de convergence relat ive à ces séries au, moyen du théorème su ivant :

THÉORÈME. — Si pour s :== .y,, la somme des n premiers termes de la série
^ a^-V reste finie, la série est convergente pour toute valeur de s donf
la partie réelle â(,î) ( ' ) est plus grande que celle de s^
ï

( 1 ) Nous désignerons la partie réelle d'un nombre .y par ^(.v).
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De plus, la série est uniformément convergente pour toutes les valeurs
de s dont la partie réelle ̂ (s) est plus grande que M.(^,) + £, £ étant un
nombre positif aussi petit g a on veut, et dont la partie imaginaire est plus
petite en valeur absolue quun nombre quelconque T.

En effet, supposons que les quantités a du théorème précédent soient

^ e-^S a^ e -À^, . . ., an ff-^'S . . .,

et les quantités b
Q-\,(S-^^ ^-)^--^ _ ^ ^-A^-"^ _ _

Comme ces quanti tés satisfont évidemment, d'après les hypothèses, a
la première et à la troisième des conditions imposées par le théorème,
il ne reste plus qu'à démontrer qu'elles satisfont à la deuxième, c'est-
à-dire que la série

V 1 ^-/.^(.S--.S-,3 .,..,-.-̂ •-->.«.....i (A'--A'o)

est uniformément convergente.
Or on a

s — ^o == a rh bi,

a étant positif et b aussi, et l'on trouve faci lement

j ^-A,(^.5 „ ̂ -A,,,., ( ,̂) [ .„::,: i^e-^-^ — (r-\,<y-4- 4sm2 -iL -̂Z— îr̂  (^-^-i),

et, par conséquent,
^a('^±^}

j cr-).^--^) ..„- <r"^ (s -^) i <^--À/,-.,^-.- <r-^-}- 6(À,, — À//,^ )^ v- 2 / .

Or la série

a pour somme

Quant à la série

^(^V^-e^^
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on a
( À, - À .̂i ) e~ (t ( ''"̂  < ̂ , ̂ - .̂-. ~- À// <r-S

pourvu que X^,, > ̂  0.

Donc, si l'on appelle r le p lus pet i t nombre tel que À,,^, > ^, on
aura

,̂4 ,̂..A /'-1

0, - 7^., }e v 2 ^ < ̂  ( À,, _ À,..,,., ) ̂ - .̂,.̂ ..-, + ̂  ( À/, ,.̂  e-^ -- A,, ^1- ̂ « ;,1
2 /.

c'est-à-dire

^ ( ̂  ~ ̂ .-1 ) ̂  '( '"';l^ < ̂  ( À,...- À,...,} e-^ -4-- //. „. , .••11-1 -. ,.
s

F ina lement , 1^ série

y | ç""""''" l'•ï""""•ï(l) - .. f" •lt/'»...,. i f A'-1".'•'„,' !

est absolument convergente et sa somme est p l u s pet i le que

^^+ ̂  a n ' " " " " } • / / 1 • 1 1 ) ^•"/'" • 1 •+ ^Â,.,.^1-^.-..,,

e/est-à-dire que

^"•-^•'ï 4- T ̂  ( À,, ~ À/,..,,.,i ) e-^^ 4- T /.,...., (s--^^,.
2

•Donc le théorème est démontré.

COROLLÂÎRE .1. ~ '̂ la série est convergente pour une valeur s^ de s,
elle est convergente pour toute valeur de s dont la partie réelle est plus
grande que celle de s ^ ,

(r; Par un développement en série, celle inégalité revient à

^ A . .̂, ?^) ) . , ^^" l lr)^-Â//„.l,)/'/. i r i .^/i i " l [ A/ / --"- A//....,] ^ -|- y -.."..-•~.--....,--..,-,.̂ ~,.—...,..,-,...,,,.».. À,,.i -- .........•..—-.-----.......,.-.-.,-.,,.,.,,..,--. .,„,,,,, ..„. | ""•":, (i
^ ( l / ^ \.z^.n \ lt ï ï .y i . . . ( -2 / / i - 1 1 1 ' () - A ^ - - " 1 /// ^

/'/ ":: 2
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COROLLAIRE II. — Si la série est divergente pour une valeur ^ clé s, elle
est divergente pour toute valeur de s dont Ici partie réelle est plus petite que
celle de ̂ .

5. Droite de convergence. — Par tant de là , on établira facilement
l'existence d 'une droite de convergence D parallèle à Oy (fig. ï),

j/

c'est-à-dire telle que, pour toute va leur de s située à droite de cette
droite, la série V a,/rr'Vest convergente, et que pour toute valeur de s
située à, gauche la série est divergente. Pour les valeurs de s situées
sur la droite I), i l y a doute. La série peut y être convergente ou diver-
gente, ou convergente en certains points et divergente en d'autres.

6. Dérivées de Ici série. — Dans la portion du plan ou elle est con-
vergente, la série y1 a^"""V représente une fonction continue de .9. Il
est faci le de démontrer que, dans cette même portion du plan, la série
V -- \^e"^ est aussi, convergente et représente la dérivée de la
précédente. Car, si, l'on considère une valeur s^ s i tuée à droite de la
droite de convergence, mais telle que ^-(.^0) <^(.ç); puis les quan-
tités a, égales à a^/r'v", et les quanti tés b égales à À/^"^""^, il suffira,
d'après le ti léorèmell, de démontrer que la série

^ mod (À^r-^^-^ •-- In^e^n^-^)

est convergente, ce qui est facile par une méthode analogue à la pré-
cédente.

En effet,
IÀ»^/.^-^-- À

••\/^ .À^--À/-a)t2-+-4.^^.-l sin2! •X- ^\e- (),,+?,„.,. )rt
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et, par conséquent,

|^^.-),(.-s,)_^,^^-A^(^)|

< À,-i ̂ «--,a - À, e-^ a 4- b ( À,/ ~ À/^i ) ( À, À/^i fe 2

_ ̂ 'J:̂ ,::.! ,<
< ̂  -i ÉT-^-^ - \ne ~\,a 4- b ( À/, — À// ...-i ) À,, e 2

Or la série

a pour somme

Quant à la série

'V d p^,, t ^ — } i r/•>-\,^r̂ ^A/ ;—i (/ ""i - A ^ t " ;

7^0^^-.

on a
^Z^-^''"^^--1)^^"^"'^^^

^/('A^->.„.....,)
(}.,/ - À,/.^ ) À/, <-'" ~" r—"^ ̂ ^ .̂.-....ô ,..., _ ^^111-^•«,

3pourvu que \,^ > —

Donc, si l'on appelle r le plus petit nombre tel que Â/,^ > 3 ? on
achèvera le raisonnement comme au n°4.

Ensui te , on verrait de même que les séries V C — X,/)2^^^-9, . . . ,

^(— ^y^Ér^ sont respectivement les dérivées secondes, ....
piémw ^ç 1^ g '̂̂  S^rr-V.

7. Remarque sur la continuité de la série dans le voisinage de la droite
de convergence. — Soit ̂  un point de la droite de convergence. Sup-
posons que ^a^""^'" soit une série convergente et voyons si, ,y ten-

dant vers.?o, ^a,^-"-V tend vers ̂  a^~V". Diaprés la. remarque (n° 3),
co

il suffit pour cela que ̂  | e-^-^ - <rV,(^) j reste pla,s petit qu'iiii
n

certain nombre k pour toutes les valeurs de n supérieures à une cer-
taine limite.
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Or nous avons vu (n° 4) que, en posant s — s^== a± bi,
w so oo

V [ e-^^-^ - ̂ -^-^'-^ 1 < ̂  (e^n-^ — c-^1) -h b ̂  (À/,-i e-^. 7 <o~«\,\/.„ (7 "jl

n n n

^ ̂ ,,-̂ .+. b'X^^e-^'1-1

(en supposant n >> r). Il est facile de voir que cette quanti té est plus
bpetite que i -4- ^-

Donc S0^"'^ten^ vers S^6"^"50' a ^"dition que ^ ne tende pas
vers co, c'est-à-dire à condition que la courbe suivie par s pour aboutir
en SQ ne soit pas tangente à D {fig- 2).

Fig. 2
,y

Mais si la série y'a///;r'V» est absolument convergente, la condit ion

précédente n'est pas nécessaire, ^^^"v tend vers ^a//,<?~i>k/<'î^ quelle
que soit la courbe suivie par.? pour aboutir en .^, d'après la remarque
de la fin du n° 3.

Ces théorèmes sont, comme on le voit, des généralisations de théo-
rèmes bien connus sur la série de Taylor.

8. Détermination de la droite de convergence. — Cherchons aussi,6'-
par analogie avec ce qui a été f a i t sur la série de Taylor, à déterminer
la droite de convergence. On sait que, si l'on considère la série

a^-^', l'abscisse de la droite de convergence est log/, en appelant /2
la l imite supérieure pour n i n f i n i ( f ) de \/| a// ( Voir HADAMARD ,

( 1 ) On appelle Limite supérieure pour n infini de nombres ^i, ^2, ..., ( i n ' , ... un
nombre L, tel que, à partir crune certaino valeur de n, tous les cin soient plus petits que
L-4-o, mais tel aussi que, à partir d'une certaine valeur de /?; il y ait une infinité à'an
plus grands que L — s, quelque petit que soit e.
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Essai sur r étude des fonctions données par leur développement de Taylor
(J. de Liowille, 4e série, t. VIII; 1893}. De plus, lorsque la série est
convergente, elle l'est absolument (excepté peut-être pour les points
de la droite de convergence).

Ce résultat se généralise f ac i l emen t pour les séries ̂  ̂ e^"\ pourvu
que les nombres À//., soient comparables en grandeur à une certaine
puissance positive de n, c'est-à-dire, pour préciser, pourvu qu' i l , existe
un nombre positif a tel que ^- ne croisse pas indéfimment avec n. Je

"n

dis que, dans ce cas, l'abscisse de la droite de convergence est log/,
en désignant p a r / l a l imi te supér ieure pour n i n f i n i de y^a^ , et que
dans la région du plan ou la série est convergente, elle l'est absolu-
ment . En effe t , la démonstrat ion de ce théorème, donnée pour la série
Va,.^"^, s 'appuie un iquemen t sur ce fait que la série ̂  p/', ou p-
représente un nombre réel positif , plus pet i t que i, est abso lumen t
convergente. Or il est fac i le de voir qu ' i l en est de mémo de h série
V p//s car pu i sque ^- <^ L, L é tan t un cer ta in nombre,• /.f{

î l ' ^
t^ ,, , \ T/„> j-? don ^<^1-,

n"'Or, ^ [x^ est convergente, puisque

r ^
f pX dxJ o

a un sens.
A ce propos, on établ i ra faci lement la remarque su ivan te ;

Si -n±l ! " ' " et Vf'a/J ont deîî Urniles pour n := x;, ces limites soni
ff.n, \ '

les mêmes, généralisation du théorème bien connu sur les l im i t e s de
^L±I. Qt ^ j a / J , pourvu que les A/^ satisfassent à la condi t ion énoncée

plus hau t .

9. Mais supposons maintenant que y- croisse indéfiniment , quel
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que soit le nombre positif a; c'est ce qui arrive justement dans le cas
important de Â^== logn. Alors la convergence de la série ^ a^e"^ ne
dépend pas seulement des modules des quant i tés a^,, mais aussi de
leurs arguments ; et, de plus, la série ̂  a^'V peut être convergente
sans l'être absolument .

Voici, alors comment la posit ion de la droite de convergence dépend
des coefficients. Supposons que la série ̂  a^e^'^ ne soit pas conver-
gente dans tout le plan, aut rement dit oiu'il y ait une droite de con-
vergence. Nous pouvons supposer que, par un changement de variable
de la forme s^s^+s^ on ait f a i t que cette droite de convergence
ne soit pas à gauche de O/. Ceci posé, on a le théorème su ivan t :

THÉORÈME. — L'abscisse de la droite de convergence est égale à Ici li-
mite supérieure pour n infini de

n

lo^ ^^

En effet, soi t / cette l imi te , et soit a l'abscisse de la droite de con-
vergence. Considérons une valeur réelle s^> a, et par s u i î e ^ > o ,
de sorte que ^ a^^r'V soit convergente. Posons

n

V or p-~\,s — C^r c^-ti ̂  "• — ^ny

i

d'où l'on déduit facilement

^=(S^S^)^%
et, par suite,

n.

^ ̂ =S^4- (Sa— Si)<^+. . .+ (S^- S^e^

= S/,<?\.5— S^A^— e^) — 82(6^^— e^) —. . .— S,,-i(A^-- e^^).

Soit S un nombre plus grand que [ SJ, [ S^ [, .. -, I S ^ j , .... (Par hy-
Ànn. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XI. — MARS 1894. I2
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pothëse Y a^-V est convergente.) Alors

a,, < S e^ 4- S [ — e^ -h e^—e^ •+- e^... — e^i-r' •+- (2>•"•'•'] < S ( a e'-'-»'"' — e7.2
OU

d'où

^a,. <aSe^,
1

^ i ^ ^ g ^ , ,<-. ^ '>r" " "^tt^/,
Cette égalité montre que /5^ et, comme ceci est vrai pour toute va-

leur de s p lus grande que a, on a aussi

D'autre part, je dis que la série est convergente pour toute va leur
de s plus grande que /.

En effet, on a, pour n suff isamment grand,

< 1-^E,

quel que soit £, d'où

^^ =A^U^) (A,<i),
i

n

^^rrA^W»^»,

a,, = A,, e''9» e^c+E)— A,,_, e'0»-. e'^-i^-s)

(3) ^a^ e-:>•«•t=^ (A^ e'°» <^>•»(/+E) — A,-, <"°»-. e)•"-,'/^-E-) (?->.„.<.
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Considérons
( 4 ) ^ A,, e^n e\^^ ( e-^.8 — e--^).

La somme des n premiers termes de la série (4) ne diffère de celle
des n — ï premiers termes de la série (3) que de

A/,, e1^ e^^ e-V,

qui, p o u r ^ ^ > / + £, tend vers zéro.
Donc il suffit de démontrer que

V A,, e1^' e^-^ (e-V— e^w^)

ou, p lus s implement ,
Y ^(/+£)(^-x^^ e^^-n11'')

est convergente pour A' > /•4- £.
Or cette série est égale à

V (ç-U^-2) — ̂ W^"^) +'S6'"'>t"+l(l<?'"/"~8) ( î— e-î^-H-^^ f7+^) ;

la première partie de cette somme est convergente.
La seconde est plus petite que

(/+e)^(^l~^)^- )— (A- /--£) ,

c'est-à-dire plus pet i te que
( l + £) (À, 6--^-/-2)^".- ^,4-1 ̂ ^-^-H),

pourvu que 7^> ^^ .̂-^- .̂
Donc elle est convergente aussi.
Puisque pour s > Ha série est convergente, c'est qu 'on a

l-\- £ > a ' ;

quelque petit que soit £; d'où
;̂

mais on a démontré que
l'^ a.

Donc l = a.
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10. Voici encore un théorème sur les séries ̂  a,^ e"'^.

THÉORÈME. — So^ r = lim sup. ob^. J<? A',? yw, si une série ̂ ^n^^
//=so "•/» ' —"

e^ convergente pour une valeur a de .?, elle est absolument cower^e'nte
pour les valeurs de s dont la partie réelle est plus grande que celle de
a -h r.

Car soit une telle valeur a 4- r "+- ï . Soit
n

^.^e-^=S,..
1

On a donc
^=(S,~S^)^

e ty par sui te ,

(6) ^ a, <r-^(—^ =^ ( s, ~ S^ ) c^.(/" •••1^

Or |S^—-S,^J reste plus pet i t qu 'un nombre fixe A, Donc la somme
des modules des n premiers termes de la série (6) est p l u s pe t i t e que

A^ e"-"^^,

laquelle est convergente, car, puisque l i m sup.10^ = r, l 'abscisse (,1e//...:;:;« "it
la droite de convergence de la série V^V est r.

Exemple, — Si une série de la forme ̂  ̂  est convergente pour
s = a, elle est absolument convergente pour les va leurs de s tel les que
M (,î) > a 4- ;r, parce que

,. }oirnlirn sein. ---0— =^ r.
/L^ ^8^

Une série de la forme ^/y^"^ peut être convergente, et ne l 'être

absolument pour aucune valeur de s , telle la série V .t—îl^.., naree^(jog/^ t • 1 1 / " 1

que
,. losnIi m sup. •.—s— =: oo.,t^ loglog/^
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Le théorème du n0 8, à savoir que, si les nombres X^ sont compara-
bles en grandeur à une cer ta ine puissance de /?, la série y^/^"^ est.
absolument convergente pour les valeurs de s situées à droite de la
droite de convergence, est un cas part iculier du précédent, puis-
qu'alors lirn sup. —D-^ est nulle.

A/,
oo

11. Fonction représentée par Ici série ̂  a,̂ "" .̂ — Dans la por t ion du
i

plan où elle est convergente, cette série représente une fonction holo-
morphe de la variable. Mais la réciproque n'est pas vraie. On peut
chercher les condi t ions nécessaires et suffisantes pour qu/une fonct ion
soit représentable dans une port ion du plan par une série de cette
forme. De plus, on peut chercher à dé terminer les coefficients.

Voici une forme de condi t ions nécessaires énoncées par Kronecker
(Monciisberichte de F Académie de Berlin, 1880), et d 'a i l leurs la suite
du ra isonnement de l 'auteur peut servir à démontrer que ces condi-
t ions sont sulïisantes.

Soit f{s} ==^ a,, e^ pour ^(s) > /.

Soit a>/.
,.//. .1^ /

On sait que ;4- f •6~(7.? est égal à i ou à o, su ivan t que b est po-
s i t i f ou négatif .

Fig. 3.
y \ \ €t. + oo z/-

j /«/(-t-a^ ^^

Donc si nous considérons — f f ( s ) — d s y pu i sque , pour
^ " ^ t i — w i

^.{s) === a,
00

/(,î)==^^e-^,
1

et que la série est un i fo rmément convergente, il en résulte qu'on peut
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écrire
ï r^0 0^^ '^ I Y /krt+ao/^"^)^ ^—— l /Yç) — ds = —— 7 a/t \ ———— rf.î = 7. a/,,

3 J ./\ / .̂ ZI^JHSÀ ' " J , A- Adv (i—wi *•' a — oo (

en supposant w compris entre \^ et À^^. i .
Cette égalité if^^^r'"/w^=^

«•' /•( — coi

détermine les 7^ qui sont les valeurs de w pour lesquelles <I>(w) est
discontinue. Elle détermine aussi les a^.

Donc, des condi t ions nécessaires pour 'que /*(^) soit développable
w

en série V a^, e?""1"^ pour c'R(^) p lus grand qu 'un certain nombre <^sont
i

que la fonct ion de la variable positive w
^<(^^i y . / , ^y

(D ((,.)=— / Z^l—^,2^.^^^,: s

dans laquel le a est u n nombre quelconque ^>rf, soit indépendan te de a
et soit constante pour (-P, compris dans les interval les o — 'X,, X < •— Aa,
X^ — À,^, ...,

Réciproquement, si ces condi t ions sont rempl ies , la fonction est dé-
veloppable en série de la forme indiquée.

Soit *( une valeur de s telle que <^ (0 > d, et prenons a < Jl(T)*
Posons

(7) —— f /(^)^^=Va, pour ÀA<^<X,,,,^
'- Î^71•J^„/• A -"—

On a
f / ' 1 Ç <?-1^ ̂ -ï' = — e-̂ n-i...̂  •4" <?~)>^.•A,.

Donc on dédui t de (7)

^ jT "( ̂  ̂  J /(.ç) ̂ '^-^ ds == - ( 6-><«4^ - 6-V) ̂  a,»
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et, en sommant les deux membres de n == i a n == x;,

dw^L F dw ( ç /(.ç) c^-^ ds = ̂  a/, e-V

OU

Çe-^ f""^' /(.î)^, ^ < .^ 1—— 1 • / v / . . ds •==. ̂  an e-^.
a^ J^^i ^ ( ^ — — î ) ^

n •=-. 1

f ( ^\ g^tS

Or intégrons -/-i-/--...-^ le lonff du contour d 'un carré ABCD de côtéD ^ ( . y — Ç ) D

c, dans lequel, l'abscisse de AD est a, et celle de BC est -i-co. Puisque
„ /r -4- oo / j ? / ç \ w.ç ,̂. y / ç \ ^},̂

^ .LL-L—-L ^ un sens pour a>rf et w;>o, c'est que :L—— ;i
«-' il—oo <

pour , ?===a4~a3î un module i n f i n i m e n t petit par rapport à celui
de •ï- Donc dans l ' intégrale f l^^^ l 'élément d'intégration

<ç c ^DC ouAir^'9 ~m ï /

décroît au moins comme -^ quand c croît indéf in iment , tandis que la
longueur du cliemin d'intégration est égale à c. Donc cette intégrale
est nulle pour c inf in i .

Pig. 4.

De même, puisque f 1^1^ ds est fini , f l^^-ds est nul le
./CB 'y ^cir^0"'"^

pour G in f in i . On a donc

_^^'lf^ds=^-w,
2(TC J«_«, A - ( ^ - î )

R étant le résidu de la fonction sous le signer pour le seul pôle "C
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Aï
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qu'elle ait dans le carré. Or ce résidu est —,/'(€)• On a donc bien

/(Ç)=^a,^-V.JW=:^v.,,e-';^.
rf=i

12. Remarque. — Si pour toutes les valeurs de a plus grandes que d,
ptt-^i /7y ^ ^»

f /(•Q^— ^st constant, il en résulte que f •+- / === o, ABCD
^a—wi t 'y »./AB ^CÏ)

étant à droite de d, et AB, CD étant à l 'infini (y^-, 5),

mg. 5.

Réciproquement, si l'on sait que la fonction /(,?) est développabio
en série de la forme ̂  a,,e^ sur BC, si, d 'aut re part, on connaî t un
prolongement analytique de la fonction à gauche de BC, tel que l'on
puisse démontrer que f + f ==o, il en résultera que ( == ( , et, pas*

«-'À II ^Cl) ' «-'Aï'» ^'tiC

suite, si la fonction est holomorphe dans le rectangle ABCD, il en résul-
tera qu'elle sera développable par la même série ^^n^^ sur AD.
Nous verrons plus loin des applications de cette remarque.

13. Sur une correspondance entre deux fonctions. — Soit

p.,,=log)^,

Si la série ^^<rtv est convergente pouf certaines valeurs de s, la

^érie ^a^e-V sera convergente pour toutes les valeurs de s dont la
partie réelle est positive.
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En effet, on a, par hypothèse,

ry y /y
?-i I /_. G^/i

1Ïii'n su p. —--'—
.̂.=00 P'ft

non infinie.

Donc

l irn s dp. —.--L-1-—— •= l'un su p.
/;,̂ .SO "/t fl;=»3

1

l^. ?-•=-

car ^ = 1°^^ tend vers zéro. Donc la droite de convergence <le la
^/A ^/î

série ̂  a^^"^ a pour abscisse zéro.
On a

Donc, en posant

on a

(8 )

/'» •X'

e ~ V - ^ = = : ^ , j ^^e^^dx.
"• \" / J ^

^a^-V=F(.9),

^ a, ̂ V=/(..),

/(.9)=^. ^ ^-lF(.r)^

pour les valeurs de s telles que ^(.s-)>a, a étant l'abscisse de la
droite de convergence de "X(.y).

Remarque. — Puisque l ' intégrale (8) a un sens pour les valeurs de .s
telles que Jl(.î)>a, a étant l'abscisse de la droi te de convergence de
la série S a^~^, c'est que F(<r), lorsque x tend vers zéro, devient

in f in i e au plus comme ;^• [F(^) P0111 d 'a i l leurs rester fini pour
x == o.|

14. Autre forme d'intégrale définie. — La remarque précédente
permet de transformer rintégrale ( ^^ V ( x ) d x de la façon sui-

^0

vante.
Ann, de f/Kc. 7Vo/-m. ^ Série. Tome XI. -- MABS 1894. Iû
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Considérons ^ a^~1 F(-~*r)^, prise le long d'an contour G {fig- 6),
c

décrit dans le sens positif, enveloppant l 'origine, n 'enveloppant d'ail-
leurs aucun autre poin t de discont inui té de la fonction F (—x ) , et
s 'étendant à l ' i n f i n i vers les x négatifs. Soit, par exemple, un contour
formé : i° par l'axe des x de — co à A ; 2° par le cercle i n f i n i m e n t
peti t C; 3° par l'axe des x de A à -~- '=c.

Fig. 6.

y\

A o T y c œ >

ï^r dé f in i t i on , x^ = é^-^10^; log.^" ayant une inimité de détermi-
nations en progression ar i thmét ique de raison arn;, x'^^ a une i n f i n i t é
de valeurs en progression géométrique de raison ^^"^ et l ' in tégrale
précédente a aussi une infinité de valeurs. Pour fixer la valeur de l ' in-
tégrale, nous supposerons que, lorsque x part de —co,

log'.^ == log(— x ) — ire,
log(— x ) étant réel.

Alors, lorsque x revient à •— co après avoir tourné autour de l'ori-
gine, log^ prend les valeurs log(-- x) -+-17:.

Remarquons maintenant que, puisque F(;r), lorsque x tend vers
zéro, devient infinie au plus comme 7^? l 'intégrale, prise le long du
petit cercle, est nulle pour les valeurs de s telles que A^) > a. Dans
ces condi t ions, on a donc

( x^ F(— x) clx= f (— yY^ F(— x ) [cos (.y — ï ) T T — i s in (,s1 — ï ) 7:1 dx
^c J—»

f-00

+ j (— x )<s•-1 F (— x ) [ cos ( s — i; ) TT -4- z si n ( .y — ï ) TT "| ^/.r
«/o

-^:— 2/sin(.s- —• 1)7: I .rA'-ï F(^) ^:r.
^o

Donc
, ( ^iï F(^) ̂  = —^.^Lf^^V^^cLT;

J^ ' / 2 A S i n ( ^ - — l ) 7 T j ^ " / '
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par suite,
V a e -V — .__..„...__!:.-!____- Ç ̂ s-l ¥ ( — ^ ) dœ
Zl^6 ~ ^'(^Sm^-1)^,4 ' /

OU

(9) ^a^-^^1^^.^^--]^--..)^.

15. Extension de la fonction f(s) ==^ a,, <°-iV. — Nous avons d i t

que, dans la portion du plan où la série ̂ o^ ^ est convergente,
elle représente une fonction holomorphe/(.?).

Il existe une fonct ion et une seule, uniforme, a d i scont inu i tés sépa-
rées par des intervalles finis, qu i coïncide avec ^^^^^ pour les
valeurs de ,9 pour lesquelles cette série est convergente.

C'est cette fonction que nous désignerons par/(^).
Or la formule (9) donne l 'expression de/^). En effet , l ' intégrale

Çx^' F(— x)dx conserve un sens pour toute valeur de s. Ainsi
•^c

f^) := ^(-t.--=.•') f.x^1 F(- a1) dx.
2^ Je

On peut d'ailleurs déformer le contour G déf in i précédemment,
pourvu qu'on ne lu i fasse pas envelopper d'autres points de disconti-
nu i t é de la fonction F(— x) que l 'or igine.

16. Inversement, on a
^-^n.^-^ ,

e~^=z —— 1 ^..'^^ds;
ÏLTtJ X't-/ a — » t

donc .-„)-;,r:'̂ (-'A•
Mais la convergence de la série ^o^e-V n 'ent ra îne pas celle de la

série Va/(<î-iV. Cette condition de convergence est donc à ajouter.
Ainsi une condition nécessaire pour que f(s') soit développable en
série de la forme ^o^-'^ pour x(^)>^ est que l 'intégrale (10)
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ait un sens pour toute valeur de a^>d, soit i ndépendan te de a, et
soit égale à une fonction F(a?) développable en série de la forme
2;a,^-V.

17. Opérations sur les séries ^, a,^~V. — La somme ou la différence

de deux séries ^^^>>/tt?» ,S P/^"^ est y06 série S y^""^» les v,,.
étant les "X^ et les p.,, rangés par ordre de grandeur croissante.

De même, le produit V a,^ <?'~V x V P,̂ '"1^ peut être mis sous la

forme ̂  S^-P^, les p,^ étant des sommes )^,+ p.,,, rangées par ordre
de grandeur croissante. Cependant cette transformation n'est certaine
que si les séries ̂  ^/^)l//tç, V^ ̂ n.^'^ sont, pour certaines valeurs de s ,
absolument convergentes; mais i l est impor tan t de remarquer qu 'e l le
subsiste même pour les valeurs de^, telles que la condi t ion précédente
ne soit pas remplie, pourvu que les séries soient convergentes*

En effet, pour les valeurs de s, telles que les deux séries soient
absolument convergentes, par exemple, celles dont la part ie réelle
est a\ on a, en posant

/(.) =^ a// (T\^ 9 (^ ) =-^ (3, ̂ <

le p rodu i t
/(^^(^^^fî^-r^.

Or, si pour la valeur réelle a de $, a<W, f(s) est développable en
série V a,, , e "V, on a la fonction

.̂ M ̂  ./ .<i>M= 4- / /^A^'- ̂^7r^-./ fy

indépendante de a, et, par saite,

i C f(s)(!w'v ,•--'.-- \ /A..L...,.,....,̂  =o
^^ÂB^CI) y

AB, CD étant à l ' inf in i (Jig. 7),
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Si ç(^) est aussi développable en série V p/^""^» pour la valeur a
de .s1, on aura

_ ç fiiii^^cf^^ ( y 6 /(^-L. f Vp^^L^^-^^^r
^^CD^ •s'2 ̂  ÂB 4-CI) •y ' a /7r ^AÎ  CD —— ' •s'

_L- F :M:Ç/.^ ds est indépendan te de a, et, par suite, lar /-^"./(^ 9(^)6^Donc -— \ ~" -——•• --—
2 l TT- / , , ; ls^7^<^-^ s

fonction /'(^)ç(^)? étant développable en série de la forme V ï^e~^'^
pour les valeurs de s, dont la part ie réelle est a\ l'est aussi pour celles
dont la partie réelle est a (n° 11).

^8' 7-
n r'y

0 ex, cx,^ cxy

a

Un cas intéressant est celui où les nombres^,/ se reproduisent par
addi t ion. Alors le p rodu i t de deux séries de la forme Y a^~V est lui-
même une série de cette forme. Exemple : /^ = /?, A === log/z, A^== logâ^,
lesci,^ é tant les nombres entiers non divisibles par un quelconque des
nombres premiers contenus dans une certaine suite finie ou i n f i n i e p^
7^,.. . .

Autre exemple : À^== log(/?2-+- / Y 2 ) , ....
2 y ^-AM1'•"

De là on déduit faci lement le quot ien t de deux séries ^^q^., et
la série obtenue n'est convergente que pour des valeurs de s dont la
partie réelle est plus grande que celles qui rendent convergentes
^ a,,rrV, ̂  (^ ÉTV, et que celles qui a n n u l e n t ̂  p//^"^.
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18. Application des résultats précédents aux séries de la forme
y^ f^. — Les séries de la forme V a^ sont, comme nous l 'avons déjà

di t , des cas particuliers des séries de la forme ̂  a^"V. Elles corres-
pondent au cas de \^==- log/?. Ces séries adme t t en t une droite de con-
vergence parallèle à Oy, don t l'abscisse, q u a n d elle est positive, est
donnée par la formule

îl

10^ ^a//
a =: lim sup. —"—1;——-• .logn

En particulier, on a les théorèmes suivants :

THÉORÈME 1. — La série '̂  — a pour droite de convergence x = \.

THÉORÈME II. — La série V '—^- a pour droite de convergence
t'y,* z :̂ o •

THÉORÈME IIL "-- Soit la série V a^ les a^ étant tels que Va^ croisse

avec n comme une certaine puissance à exposant positif de n, ^a.
Alors la d roi le de convergence est x = a.

En eiïet,
n

^ë ̂ ^
i _ IogA^~(- a 'Iog/z

log/^ logn

logA^ reste fini. Donc la droi te de convergence est x = a.

19. Fonction représentée par la séné ^a^' — Dans la por t ion du

plan où elle" est convergente, la série ^9^ représente une (onction
uni forme et continue de s. Cette fonction est holomorphe, et sa dérivée
s'obtient en prenant les dérivées des termes successifs de la série.

Inversement, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc-
tion/(^) soit développable en série de la forme V^ pour les valeurs
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de s dont la partie réelle est plus grande qu 'un certain nombre
i /^a•+•c>at f(^\^wf

posi t i f d est que la fonction de w, — j '-———ds, soit pour
*-' a — ao i

^.(a)>rf indépendan te de a, et constante pour les valeurs de w
comprises dans les intervalles o-log2, log2-log3, ....

i r ( l "i"îo '' r ( s' )Une autre forme de condit ion nécessaire est que — \ —— f(s) ds
^^Ja-^i ^

soit développable en série de la forme 'S0^""7^ pour ^(a?) ̂ o, ou, ce
qui revient au même, que la fonct ion de u,

/.r(4-^ F / .

F ( u ) -= —— { A iy^^^^^^^^^ /•( s ) cis,2^,^ (-log^)^^ /

soit une fonction de u^ holomorphe dans le cercle de centre o et de
rayon i.

20. La formule (8) donne ici

^ a'^—— I / /.„<;-1 V(ft-X\ ^ F
Zn^TwJ, x A ( 6 )€u9

en posant
^a,^=F(^),

OU

y^^Lrii) f^-^F(^)^.
^/^ -27T J^ v /

21. Voici que lques formules sur certaines séries de la forme ̂ ^<

Posant, d'après Riemann,

«—2-;.-
on a, d'après Euler, .̂̂ n-1-,-'' - • p
p désignant tous les nombres premiers.

On déduira facilement de là

( i ^ ^^-^^7.--Vy (^+I )••• ( y+c '~ I ) 7(y+')—('7+P-')^. l ,^ i ) L s ( A )J/ - ̂  ——i^T:^——~ ~" '—i. 2. .7(3 /»•'
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q étant un nombre quelconque, et posant n décomposé en facteurs
premiers

n-^c^b?.. ..

Comme exemple d'application arithmétique, on a pour/? = 2

[^)P=^+iHP"M)...^r
D'ailleurs

[Ç(.ç)]2^ V —^--;, P.(^) ̂  nombre des diviseurs de n\.

Donc
/ ( / , )= : (a4- i ) (p 4 - ï ) . . . .

formules analogues pour y == 3, 4 ^ - • ..
On déterminerait de même la somme des diviseurs d'un nombre par

la considération de la fonction '^(s) ̂ (s — î), etc.
Si dans la formule (î î ) on fait y == — î , on obtient

/ , 0 ) ! ..^V^)(..^ ç^--2d-^^5

^(^) === o si n contient des facteurs premiers multiples.
[j.[n) = ± î si n n^en contient pas, •+-'s si le nombre des facteurs

premiers de n est pair, —- ï dans le cas contraire; résultat connu.
Cette série V^:1 '̂ est .certainement convergente pour ^ ( ^^ r ,

mais elle est peut-être convergente pour des valeurs de .y dont la par t ie
réelle est plus pelite que î .

22. Démalio ri et intégration numérique. — Soit une fonction numé-
rique y(rf). Nous appellerons, d'après M. Tchébicheff, intégrale numé-
rique de la fonction cp(rf), la fonction ^(n) définie par l'égalité

^(/o=s^/),
le signe S étant étendu à tous les diviseurs d de n.

Inversement, ç(^) est la dérivée numérique de ^(/i),
y(^)==D[^)] .

Etant donnée 9(<^), on en déduit immédiatement ^(^).
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Inversement, étant donnée ' ^ (n ) , on P^t déterminer ç(rf) par plu-
sieurs procédés.

On a, entre p et '^, la relation

'-PC^ «.^^ V ?MV '-PC^ ^^,^ VZr^^^Jd"7 "̂ -~^'s;^~^-l""

Exemple : Soit ^(^') ̂  ^-. Alors <p(^) est égal au nombre des nom-
bres premiers à n et plus petits que lu i ; d'où

V ^ ^ / / ' ') "-- ^tç 1~1"1"" ^_.,^ . ._ .̂̂ ..-,2-
Généralisation. — On peul: considérer ç/^..i(^) •-= D( ' /<» . • / l ) :

9.-.(")=^(.-J.)('-^)...(.-^)>

ÇA-i(^) est égal au. nombre des nombres plus pe t i t s que n\ et n 'ayant
avec ^/ï que des facteurs premiers communs du (/;—i)*4111116 'degré au
plus, ou encore ç/i...-, ( n ) est é^l au. nombre des systèmes de À'nombres
plus petits que n, dont le plus grand commun diviseur est premier
avec n,

^ y/,-t«) „.... Ç(.y~ A-)
JnL ~^ 1 1 ' 1 " " 1 1 1 ~" '-"ç^

La fonct ion < p ^ ( " / z ) , en par t icul ier , s'est présentiée dans certaines re-
cherches relatives aux groupes de congruences ( i) . Elle se présente
aussi dans la théorie de la d iv i s ion par n des fonctions modulaires par-

si/'n:
ticulières. De même que e~'1 dépend, d 'une équat ion irréductible à coef-
ficients entiers de degré ^ ( n ) , de m.ôme/^2'^1-41^^ ^1^2} dépend
d'une équation irréductible de degré cp^ (^) (a ) .

(r) Voir Vorlesungen ûber die Théorie der elUplùcîlen Modidfu/icdonen, de Klein, pu-
bliés par j^iclœ, t. I, p. 895 et suiv.

( 2 ) Voir ^orle.vuftgen uber elle Théorie der elllpûschen Modulfunctionen, de Klein,
t. 11, p. 10 et ï i.

Ann. de l'Éc. Normale, 3" Série. T o m e X . — AVRIL 1894. ^S



106 E. CAHEN.

23. Autres séries :
uris! v^1^4'''' TT ^
"Ç( ,ç ) - ̂  -^,———————-"- .-.. J J ^~ ̂  •

7 '̂
D'une façon générale

V ̂ p'+'t" - TT î
2^ /1^'""1' """' 11 ~~"̂  •I-^

La série *C(,9) est égale à
^ _ lop?/^
^ ' ' '""7̂ """' "

î
^ • / / ç \

La série ^VJ- s'obtient faci lemeni en partant de l ' i den t i l é

«.,)-.nf-',v
v^V

On en (léduit
^(.Q Y î ( l f \
Ç(.)l:::-:l"

//

etc.

CHAPITRE II.

24. Nous allons appl iquer les résultats précédents à la fonction ^ ( s ) .
Nous allons rappeler succinctement les résultats dus à Biernann (Ueber
die Anza/il der .Prim.zahlen unter einer gegebenen Grosse, QEuvres com-
plètes), en les précisant et les complétant sur quelques points.

On a
^ç^vj ' •L r^x^cix r(i —s) rx^^dx
" ) ̂  ̂  ̂  ̂  r^) ], . '^'^T w - 2,7T " J , 'e^^W J^ ^—i 2^ J^ e-36— î

[d'après les formules (8) et (9)].
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La formule w-^f:^
montre facilement que la fonction n'a qu'un pôle.? = i, le résidu cor-
respondant étant i, car les autres valeurs de s , qui rendent Ff i — s )
infini, annulent l ' intégrale.

Cette formule montre aussi, que

Ç ( o ) — — — ^

que
Ç ( — 2 À- ) = o ( k entier > o ),

que
./ / . (-ly^B/.Mç(^^^^.-::^^^-^-,

les nombres B/, étant les nombres de Bernoul l i définis par

X ^ , X ^ _BI ^_ Bâ__,.^, , . „ J^____. .^i.,
'̂—'7 ::1-""î """" 2" '"h TT^ '^ """" 77ï. 3. (\ ' ï " > » . 2 .3 . /;. 5.6 1 /

Tous ces résultats s 'obt iennent en remarquant que, pour ces valeurs
de s, la fonction sous le signe /", devenant uniforme, on a facilement
la valeur de l'intégrale par un calcul de résidu.

25. Expressions générales de ^(.î). — Les formules
^ ï :i r^ x^clx

^-^-l^-rcTLl ^=T
ne sont valables que poar<fa.(^) < ï ; mais on a, comme on l'a expliqué
au n° 14, une expression générale de '((.Q par l a formule

./ , r ( î -^ ) rx^dx
L l , S ) """̂  ————;——— ï ~ 1 — " " ' ''s v / ^m J^ e •i-'x•-~-' ï

ou par la série de Taylor

Ç ( s ) :~: ——— 4- G + C î ( ̂  ~- l ) -h . . .,

dont les coefficients numériques se calculent facilement, et où il est à •
remarquer que C est égal à la constante d'Euler, ou encore, comme l'a
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remarqué M. Hermite, en parlant de

..,. l r^cixç(,)_ i -̂ r-r
[ s )

séparant l ' intégrale en deux parties et appl iquant une méthode ana-
logue à celle qu'à donnée M. Prym pour la fonct ion F. On obtient ainsi

«•"-^(^7-; . 2 ,S" -(- I, •H''tw x^^dx
^ „ 7

26. Relation fonctionnelle, — La fonction ^(/) satisfait à une rela-
tion découverte par Biemann et Schômilch. Nous reproduisons ici la
démons t ra t ion donnée p a r R i e m a n n .

Si ^(^XG, l'intégrale f .̂...-..̂  prise le long d 'un cercle de

centre 0 (Jig. 8) et de rayon inf in i est nul le .
Donc

^{s} •=:-.. ro-^A,

A. désignant les résidus de la fonction sous le signe f relatif aux diffé-
rents pôles 2^TC (A^ô).

Calculant ces résidus, on trouve
w

^ A == - ( 2 7T )•' ' 2 COS ( S - 1 ) Ï^ -̂ ,.



SUR LA FONCTION ^Çs) DE R1EMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. ÏOÇ-)

et, comme ^(A') << o,
^{i--s) >i.

Donc
^ A -= — (aT:)-9-1 2 cos(.y - • i ) ^ Ç ( i — s ) .

Par suite
Ç^) -= r(l — .<>•) (STO^a COS^ — l) ^ Ç ( l — .î).

Cette relation est ainsi démontrée pour S{.(s)<^o, mais, les deux
membres étant des fonct ions uniformes de s, la relation est générale.

Cette relation peut encore, comme l'a remarqué R iemann , s^ex-

( '. A'

primer par ce f a i t que la fonction F ^ j n : 2i((^) reste invariable par
le changement de ^ en r -•- s.

27. La fonction ' ^ ( t ) . — On peut encore dire que
li " i - ( i

rri.±1i)TC~'""'^

est une fonction paire. Cette fonction a les pôles t === ± -|. Donc

g(^-,f^..4.)l:^^^^^^

est une fonct ion entière paire. Riemann en donne l'expression suivante

, ( / ) == 4 / ^L^^ .r" i cos ( ̂  1 o?? .r ) dx,
J^ ux

OU
s»

4-(;ï)-^^e-"^^.
0

(Pour la démonstration, voir le Mémoire déjà cité.)

28. Valeur de ^{s} pour s entier et positif. — De la relation entre
' ( . ( s ) et i^Cï —• .y), on déduit

./ ,, ^^(2 / ; ) (37T) 2 A • ( - I ) / t •
^ ( ̂  ̂  ) ~- -..————————^-—————— ,Ç ( i - a Â - )

OU
^B^_ ^«»/')-^•J)i,—1.2'. .7i["2Â-} '
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Mais la relation entre Ç^) et *((i — s ) ne donne pas les valeurs de
'C^) pour ,y entier positif et impair, car pour s === •-— ik elle se réduit
à o = o.

Remarque.
_ i r x^ dx i r 1 (- L^y-1 dxÇ(.)^.^H ^^-:.^^ ̂ ^^_.

(-— l^sc Y " ' 1 CÏTIntégrons ——^^—- le long du contour ABCDEFA. {fig. 9); on

obtient, en supposant s entier et positif,

W8 . , ^ ••'-1 ^7C 0^-^ ^0 f1 ( L .y -h iTî Y-1
,- f (L^4- ^'y"1"1 /..i -,,^..^^..,...,,,..,..._^^.0 ==?(.?)- ^^4-

2 .y a tang

Développons (L<r 4- ^y""1 par la formule du binôme et remarquons
d'ailleurs que

1 f1^1^7^11
^^:^^1 -^^~ ^••= r 1 :i

•,7 -1-- ̂  - l i l- 3? 4--...^fî-^.-J^

Cette formule donnera i^O/c) en fonction de ^(2/1- - 2), ̂ ik —4;, ...,

ce qui redonne le résultât précédent, et aussi les intégrales F ^^
/ tang-<,./ •"

en fonction des valeurs de ^ pour s entier impair. Faisant le calcul, on
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trouve pour les premières valeurs de k

r^ ocie -
_ _ „ , — — ^ 27TL9.,

tang^

^dQ ,,. -,.,. r-r. a^La -- 7 Ç ( 3 ) ,

^ Q ^ d Q ,. - ^
. =: 271:^2 — 9TC Ç(3),

'̂ .'̂  r:= aTT4!^ - î87T 2 Ç(3) -+- 47 ?('>).

29. Zéros de ^(s\et décornposition en facteurs primaires.

^{s}—— — % r(ï " S) (27T)5-1 COS i^-TT.

Les zéros du second, membre qui ne sont pas infinis de Ç(i — s) sont
des zéros de '((,9).

Or le seul infini, de ^(i — s ) est s= o. Donc les zéros du second
membre, ^ o, sont zéros de *((<?). On trouve ainsi

.y ::;- --- ;>, A- ( À" entier positif),

ce qui était déjà connu.
D'ailleurs o n'est pas racine, puisque ^(o) = -- ^.
A part ces racines — 2^, il ne peut exister que des racines (3, telles

que i — ^ soit aussi racine.
La partie réelle d'une telle racine est comprise entre o et i ^ car la

formule
ç(^ n(-?)

montre que t ( s ) ne peut s'annuler lorsque <^.(^) > î.
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(3 et i — (3 étant racines, il faut donc qae

o < Jl. ( (3 ) < i.

Si, nous nous reportons au n° 27, ces racines ? sont liées aux racines a
de la fonction ^Çt) par la formule

a=I+(3/.

L'existence des racines a a été démontrée par M. Hadamard dans un
beau Mémoire (r) couronné par l'Académie.

L'auteur démontre de plus que le module pp d'une racine (les
racines qui sont deux à deux égales et de signes contraires étant
supposées rangées par ordre de modules croissants) est donné par la
formule

/ .n

9?"-
^SP

kp étant compris entre ^^ et 7 5 et de plus la, (onc t ion est du, ^enre
7 ? < ) u '••i

zéro (en t2), c'est-à-dire que^) - s^ n:(.--.... ̂ )
sans fac teur exponentiel .

30. Autres applications arithmétiques de la/onction '((.s'). ~ Nous
pouvons main tenant aborder quelques autres appl icat ions arithmé-
tiques de la fonction '((.s'), à savoir;, la recherche des valeurs asyrn-
ptotiques des fonctions numér iques . Les différentes formes sous les-
quelles on peut présenter ces applications se ramènent on somme à,
celle que leur a donnée Halphen dans le tomeXCVI des Comptes rendus
de r Académie des Sciences.

Soit
J\s) ̂  — - -r '"-"4'1 •4- • • • pour ^{.(s1) > /

et
Ff» == À ( ï . ) + Â ( a ) +. ..+ ^E(^) ,

( 1 ) Étude sur les propriétés de,v fonctions entières et en particulier à'une fonction con-
sidérée par Riemûnn (tournai de Liouville.) année 1898).
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.r) é tant le p lus grand entier contenu dans «T. On a

F(.:r)-=4- f
9^TC,/

•^-^
f ( z ) d z cJl(a)>/.

Or si l 'on intègre ̂  f ( z ' ) e / z , le long d 'un rectangle ABCD (fîff\ 10),

Fig. 10.

y\

î. ^>

comprenant à son in t é r i eu r le p o i n t / , on a

F(.r):=:2A ~ —— f^J/,F(.r) :=:.SA —
CD-t-M 4-Aîl

-f(^-)dz.

SA = somme des r é s idus de ^- f ( z ) dans l ' intérieur du, rectangle. Or,
3 '

s'il arrive que f , soit pour .'r i n f i n imen t grand, d ' u n ordre de
t/CI)-MM 4-Ait

grandeur inférieur à SA, on voit que la formule précédente donnera
une expression asymptotique de F(.r).

31. tialphen app l ique sa méthode à la recherche de la valeur asym-
ptot ique de

F ( n ') =-- 0 ( î ) -h 9 (2 ) 4- . . . -1- y ( n ),

ç(^) étant le nombre des nombres plus petits que n et premiers avec
lui. Il trouve

?> -z.'2F^z'O^ —^ (asymplo'l iquerncnl).
7T

( Voir passage cité.)
La même méthode s 'appliquerait aux fonc t ions épi {n}, y;^), . . . du

n° 22.
On trouverait fac i lement en posant

F/,^i ( n ) == 9/^1 ( î) + y/^i ( a ) -4". . . -h ^A-I ( ̂  )
Ànn.de l ' R c . Normale. 3e Série. Tome Xï. — AVRIL 1894. ^
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et refaisant un calcul à peu près ident ique à celui d 'Halphen
y^-(-i

F/.-iO) == --—-———, (asymptôtiquement),
\À "-t- I ; Ç ^ A -|» î )

c'est-à-dire pour k impair et égale 2/"' — 'r
o / -r \ 2/c'

F-^)-1 •-••(^ --^(S) •

32. Enfin voici une appl ica t ion très impor tan te que se proposait
Halphen , mais qu'il n'avait pu réussir, probablement parce qu'il
voulait se servir de la décomposition de la fonction t^v) en facteurs
primaires , décomposition annoncée, mais non démontrée par Riemann.
Depuis, le résultat ayant été démontré, comme nous l'avons d i t , par
M. Hada'mard, nous avons essayé de rétablir le ra isonnement de
Halphen, dans une Note présentée à l 'Académie des Sciences ( 1 ) el que
nous reproduisons ici.

Le résultat que nous voulons démontrer est le suivant :

La somme des logarithmes des nombres premiers gui ne dépasîîerU pas x
est asyînpiolMiae à .z".

On a (n°23)
/ ^ ^•s>) V . / ï ï \( .3 ) ^——^SP(^^^^^).

P

p désignant les nombres premiers.
Soit 0(o?) la somme des logari thmes des nombres premiers qui ne

dépassent pas x.
Si l 'on 'ordonne la série (:r3) sous la forme S5^ la somme des n

premiers coefficients est — ' ^ ( n ) , en posant

^{n) = 0(n) 4- ô(n^) -+• 0^ +. . ,,

et ce développement est valable pour les valeurs de s dont la partie
réelle est plus grande que r .

( 1 ) Compter rendus, T 6 janvier 1893.
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Donc
^0-)==- — fl v ^TT ^

i r ^ V ( z )
dzw '

AB étant une parallèle à Oj, indéfinie dans les deux sens, et d'ab-
scisse supérieure à T .

Pour évaluer cette intégrale par la méthode de Halphen, j'intègre la
fonction sous le signe / le long du contour d'un rectangle ABCD
Çfig. 11) ; BC, AD étant à l ' i n f in i , CD étant à gauche de la droite x = i ,

Fig-. i r .

<y

et d'ailleurs pouvant être curviligne, mais tel que le rectangle ne
renferme pas d 'autre pôle que x de la fonction sous le signe J ,

On a

et, par suite,

( i 4 )

_ f q^ ,̂
^ÂBCl) z ç { z )

r ^ ^(=0 /^)::^+/ ^—^.
^BCDA ' /

,Ie dis maintenant que i et [ sont nulles. En effet, on a
<-'îiC ^ D A

r -
___ _ ___ i _\3 /^(3^ - 2 y

•s)-2^ç^)""'2^ ~~L ^Y 2 r f s^« ^--'-^-J 1^/
. + - lOg'TT

•n " a i p i V^,^ . ,_^——— -^- -^"î""^'' iA< r t ( ^ - l - 2M—3) 5 2 — 1 2

7. K - t -

1 I • ^log^.
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Alors

- r ^ m-^
i J ^l V 2 _ ^ .., _ ^ "'Ç1 _ _5„^L? _ — ^ — _1-

• aTï f ^ p^"^/J^T^ ,s ^ -1 ' 2 '
o y __ZLL_ ̂  J- c —V —JLrJ._ - L - — + L io
"j^ / I \ 2 2 2 Ad //.(^+ 2 /1— 2) ^ - S — I 2

a a-4- -s — - »==i
çy BC ou DA L. \ 2 /

tend vers xéro, lorsque BC et AD s'éloignent mdéf în i f f îent , parce que
chacune des parties de cette intégrale lend vers zéro.

11 reste donc
^(^)^^--4- f^^^.
' ^^^DC z ^^

II reste à démontrer que
, , i r ^ v^) /(û ( X ) ̂  —.-- f •— -;--;—r ar;

l v / a^J^ ^ î (^)

est in f in imen t petit par rapport à x pour x in t in i rnent grand.
Si l'on pose

y^._ r^^iw^^^. ^)CL

[6(.)--ç(.)(i-^)_=^^-^,-^-i-..,],

on a
-,(,)^_ r -ï:̂  _^_^-lop f-i —,^

T'- / a^Juc ^(s) ^-a'--' z l ' K J w z ' -a ' "" 1

et, pu i sque la partie réelle de z est plus petite que i ,

-?(-)= -^^Ç^f[^'-.^-^-^-.,..]^
loiï?. /* «r3 / , , „ ,-.,. »JZ^ 1 -̂ . ( ̂ 4- a—i.-+. . . . ^
^^^c-

= ^F(3^)+ ^F(2 2 ^) +. . . --2log2.

La série du second membre, étant convergente, on a

im r-F(2^)+-^F(2^^)+... [=o.
=»s L2 " J
lirn — V^. , .
n=^ L2 2
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Posant ^""'.r =-•-= X,

OU

Al i imS- l^ l^^X)- !—!^^ 2 ! )^ . . . " ]a x=^ f A. La - a - J
A , , ï- iim ^ , ,a v-=w A. a a1

linJrLîlI)̂ ^^
x==« L À- J

ou enfin

Donc

,. r0^)!lim ———— == ù. G. Q. F. 1).
X = co L A J

^ ( ^ ) = ^ ( i - h A ) ,

A devenant nul pour x == ce.
Ainsi ^(.^) est asymptofc ique îi x.
Mainte'nc;nit on a

^{x) -•- -2^ (^) < Ô(.r) < 4<(^)
OU

.̂  [(i+A)-^--^ | <6/ (^ )<^( i+A) .
L v^ J

Donc (((.r) est asymptotique à oc, ce que nous voulions démontrer .

33. Ce résultat appelle quelques remarques. Comparons-le avec
celui, bien connu, de M. Tchébiclieff; ce dernier permet de calculer
des limites numériques pour O(^), tandis que le précédent n'en
donne pas.

Par contre, le précédent permet de démontrer l ' important résultat
suivant énoncé, mais je crois non démontré par M. Stieîtjes ( ' ) :

Le nombre des nombres premiers compris entre x et (î ~(- lï)x, quelque
petite que soit la constante h, va en croissant indéfiniment avec x,

En effet, la somme des logarithmes des nombres premiers, compris
entre (ï 4- h)x et x^ est égale à

( ï 4- h) x (ï 4- A') — x{ï + A) =- x (h -+- A'H- A,'h — A).

(r) Comptes rQnduff de l'Académie des Sciences, 6 mars 1893.
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Le nombre de ces nombres est donc plus grand que

^L±AJ±J^ h.zLA.)
log (ï + h)x

expression qui croît indéfiniment avec oc.
Remarquons aussi que ce nombre est plus petit que

^^J"^-' -^A' ̂ T-A) .
loga? lî

donc ̂ fréquence des nombres premiers compris en t re x et ('T •+- h}x
est plus petite que

^+ArtA^:•~:A

log'.a?

et, par suite, tend vers zéro.
Enfin, remarquons que dans la formule (ï,.4) on peut achever l ' inté-

' c 1 ( ^ \
gration, puisqu'on connaît le développement de -^•:}' en fonct ion des a.
On trouve ainsi

, f , / , y . N _ ^ , /-vi a s i n a l o g ^ - h c o s ^ l o ^ ^ ï „ / i \
^^)-tz ~" >4 V^' ̂  ———————,--.^-^^^^^^^^^^^ ^ ^ B. ( I - ̂ 1 "4" (. - 10^7T2.

a ' '<1 ' <i '"" /

Si, comme l 'annonce Kiemann, les a sont réels, on voit que la dif-
férence 9 (-r) — x ne peut atteindre un ordre de grandeur supérieur
à ̂ \

34. La fonction y^). — La fonct ion ^(/) est la fonct ion qu i est
définie pour ^(s) > o par

y(,)~ y J^11)'/^s)- Z^ (3,rqr7)r

Nous al lons montrer qu'on peut faire de cette fonction une théorie
analogue à celle de Us).

On a

. y(.):=y.^.,.l:^^.--^ r ̂  ,.,. IT )̂ r ^ .ÂA ) Zè^n+îy -^ F (,) ̂  e^Te^ tu ~ -^- J ^-^^ ̂ .
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La fonction '/.(.s) est holomorphe

%(o)=i,
,.(- .A.) --= (- ̂ W^^^A^,

en posant
T i -J^ P 'y2^_-1_ - L + y (_ ,y _J^__.

^ _,;„ ^-a; ^ ^ ^ •/ 2 ( I . 2 . . . /^)
1

35. Expressions générales de y (.î) :

, , r ( i—.?) r .ï•s-l ,
y(.ç)rr———,——- 1 —————-dx,
/ • f ' / ;;U7T J^ ^-f- ^"^

i ri Ei E. 1 i r xs^ •it „ \ __ l -«—____^_____ -„ —l ____ j _________ </ 3"*z ^ ; — ^y^ |̂  ~ 71:̂ 11^ — (^( .^4- .4 ) ' ' '"-j ' r ^ ) ^ ^^^-^ "•••"•
Nous jugeons inut i le la démons t ra t ion de ces formules, absolument

analogues à celles relatives à la fonction '((A').

36. Relation f onction ne Ile :
_ ̂ -if) f^""'^^ ̂ } — ̂ -^.^ j^ ̂ -^ ̂  .

Un pôle de la fonction sous le signe J est

(^44)^,

son résidu est
^ sin(.y-i) ^ -^cosC.s 1 - ! ) ^

/'»«. i^^+i -—IL__ ._,,,-..,..._...-,._-2_____~__ .̂
" / ( 2 Â • + J ) 1 - " A ' ^•v

I / a jou tan tau conjugué, on trouve
^ sin(..~i)J

r—. •(IÂ-+-I _'l_.̂ ._^ ..__,—„„_-.
v / (9./.:t+î)^••ç 2A'~•1

Donc, en ra i sonnan t comme au n0 26, on trouve

r( ï —.ç)7r. î- lsin(. î — r ) ^
^(,y) =,̂  „___„———————^.^__:——————^(I - .),
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relation qui peut encore s 'exprimer en disant que la fonct ion

yC.ç) _ r —/ cv / Uy ^ 2V.j,/ \ ^ /

ne change pas par le changement de s en i — s.

37, Valeurs de y^) pour s entier. — De la relation en t re y ( s ) et
7^(1 — .?), on dédui t

^i)=J

et
x^^^y

mais on n'a pas les va l eu r s de y/^) pour s ent ier pos i t i f pair.
Appliquant une méthode analogue à celle de la remarque d u n° 28,

/•iiTC /']^> „.,.') ' / / " j

on trouve les valeurs principales des intégrales | .—^^^^^^ ^n fonc t i on
de y^. On trouve, par exemple,

. c Qdo , i ^^^u cos&^ co^-- ^-(B)'
/"^^^/çv1^ ^—<^'"'-

38. Zéros de la jonction j (.s1) r^ décomposition en facteurs primaires'.
— On a ' '

^ ^ ( ï - - . s • ) 7 ^ • < î - l s ï l n ( . y — ï ) ^
^(i1:-"^ — ~ a T ^ •

Les zéros du second, membre sont zéros de y ( s ' Y Ce sont les nom-
bres — ( 2 ^ - - T ) (À- entier et positif). De plus, i l peut exister des
racines p' telles que i — ^ soit aussi racine. La formule analogue a
celle d'Euler x(^=n——nn

(^fir
1 ~p~
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montre que y ne peut s 'annuler si ^l^) > i. Les racines (î7 ont donc
leur partie réelle comprise entre zé-ro et i .

On peut former une fonct ion O(^ ) , ana logue à la fonction ^ ( ^ ) , rela-
tive à '((.?), qui n'ait p lus pour racines que les nombres a', liés aux ^
par la relat ion1 p^+a'/.

En effet, on a

_l_- f^^rf^) = r^-'—'2^
(a/t-f-i)"'1 \4 / \ a ) Jy

OU

^ N " 2 / ! +A- \ -- r a^~ ̂ 12""llî^^•_.__.————,....—.,.- 1 — 1 ^ ——————— 1 „._, ff i/,. 0 C.t.iA •

(2n^iY \^} \ 2 ) j,

Donc, en posant
y., TC,» '^^ .—. ( g /,, + l ^ î ——
^ (_ i) /< . (^^^ . i ) e •" =9(^) ,

0

on a

^^(D'^^'-î-O-C^^90^"-
Oc ;'- / i \

.xïs{x)^^[-\,
\JL j

comme on le tire fac i l ement de formules e l l i p t i ques ; donc
_ lj+ '̂ . __ ^ .y „ 1

y ( s ) ( ^ \ ^ ^^^=^^4'?(^)^+f ^r^^)^
^v / W \ ^ / Ji -A)

/(w •LZJ /"w -:ï

=: 1 ^ ï ^ { a ^ d x - ^ j x '^{jc)dx

/-»as / ÎZL1 ~ '1 \
n:.: ^ (̂  î ^-^ î ) ̂ { x } d x .

J\

, Changeons s en ^ -4- li. et posons le premier membre égal à 0(<Q, i l
vient

y * <» 1 /
0 ( ^ ) = a ^ .r""ïcos - log^9(^)^'.

1

Alui.de l ' É c . Normale. F Sénc. Tome X ( . — AVRIL 1894. I •>
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On démontre identiquement, comme M. Hadamard l'a tait pour
^(^) , que 0(z) est du genre zéro en ^2.

39. Appliccuions arill'métiques de la fonction y (^ ) :

X ('s') =: j_ J| ~ / T T Î 9

^(=AL
P'

le nombre premier 2 n 'entrant pas dans le produit

1" ^"L! îHl " }
x^) ̂ y 10. J (rAL..... ̂  + ̂ LL,....,y^.r^^^L ^ ^ h /^ ' • • • j -

En opérant, comme on l'a fait au n° 32^ on démontre que , en
posant

^ ,̂,1
^(_i)~riog/>::::y(..r),

i

^ ( x ) est i n f i n i m e n t pe t i t par rapport à ^' :

/^
^(-i^ 2 logp==.B.r;

i
d 'autre part,

iX'

^log^=.: x -\- A,^.
i

On en déduit que la somme des logarithmes des nombres prem,icrs
de la forme ^n + ï, qui sont plus petits que x, et celle des logaritlimes
des nombres premiers de la forme f-i'n — i , qui sont plus petits que <:r,
sontasymptotiques à '7-
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CHAPITRE III.

40 Les séries V -T- et V (—^^^ du Chapi t re précédent présenteni^=d /À'"' Ad [<:în•J^l)îï A A î

ce caractère commun que les coefficients a,, s'y reproduisent périodi-
quement de un, en un dans la première, de qua t r e en quatre dans la
seconde. Nous sommes donc assez naturel lement amené à étudier les
séries dans lesquelles les coefficients se reproduisent de p en/? , c'est-
à-dire les séries de la forme

^i , a2 ...F .,.+. _....,.̂ _2,( p F ^ ' t ) ^ 1 (pk 4- a Y " " {pk + p Y

CONVERGENCE DE CES SÉSUES. — THÉORÈME. — Si a,, -4- 0^ 4- . . . -h a^;^ 0,

la série est concerne/lie pour S{(/) > î;, et divergente pour ^(^X î .
Si a^ 4- a.2 "h. . . -h a^ = o, la série est convergente pour <^(s) > o, et di-
vergente pour <^(^) <I o.

Il suffit d 'appliquer la règle du n0 18. La somme des kp premiers
coefficients est égale à

/r(ai4- ^2 4- . . .4- Op).

L'abscisse de la droi te de convergence est donc égale à

l o ^ [ A - f ^ i 4 - ag-t"-. • •+ ̂ )|Iirn su p. —01————-—————— •>/-J log^

c'est-à-dire que cette abscisse est égale à î , si a< 4- o^ 4- . . .4- a^ o,
et à o si a, 4- a^ 4"... 4- v ' p == o.

4:1. Séries premières et non premières. — Un premier exemple de ces
séries pér iodiques est obtenu en mul t ip l ian t ̂  ̂ . par une expression
de la forme

^\ , <y'î . , ^h^ ^ ̂  +... + ̂  .
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On obtient ainsi le produit

/ I I \ ( Œ • \ ^ a/A-— -4- _ „(,. ( _ 4- _ 4, _^ ._Zi- .
V^ ^ ;\^ ^ ^ ' "• ' /^^

On démont re , fa crie ment que, dans ce p r o d u i t , les coefficients se
reproduisent pé r iod iquement de M, en M, M désignant le p lus pet i t
commun mul t ip le des nombres r , 2, . . . , h. don t le coeff ic ient dans
la somme ^ + ̂  +.. .+ ̂  est difïerent de zéro.

Exemple :

{ î - JL\ V { — _!_ ' j

\ ^ 27 JL 7^ "" 77' 4~ 3^ ̂  .57- + * ' ' '

, — Ï\ y 1 — I _ L 1, !- _ 1\ y 1 ^ I _ L .̂ 1, !

2-7 A /^- """ i.v 2^ 3^ "~ 47-^ 27 A /lï """ ^ ^ "+- 3, — ^ ^- • • • »

±^^1.^___j,_f y ^ -
a-' ( a 4- i )A' [ a ( ̂  4" j )Y j ̂  ///•••

J. ,,„ __[__ ,̂ , ' _ „ ̂  J_ 1 ^ _ 1^' ^ +1 ^ ('̂ 7 ( ̂  +"'27 ""'' • ' •1+ ' (^^^ ̂ ' ["^("^+ ;'yp) l""h • • •

(qui présente cette p a r t i c u l a r i t é que les signes cm sont a l t e rnés ) .
Que l'on m u l t i p l i e la série a in s i trouvée par u n e nouvel le expres-

sion de la forme
^.+^4-...^ ̂

et l'on trouvera évidemment une autre série périodique, car cela re-
"pparv i e n t à m u 1 fc i p 1 i e r V — p a r

l̂êl 4 .̂l3^^ -.. .^. ^^,^.

La période de la nouvel le série sera le p lus peti t commun mul t ip l e
des nombres i, 2, . . . , hh' don t le coefficient est de zéro, c'est-à-dire
MW CM! désignant le plus pe t i t commun mul t ip le des nombres ï ,
2, . . . , li dont le coefficient est d i f fé rent de zéro).

Plus généralement, soit une série périodique de période y
/^i a, a/A1 .+. - +...+ ̂  +...,
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qu^on m u l t i p l i e par
^ê-^...-^.r' à-'" /^

Soit M le p lus petit con'muni m u l t i p l e des nombres 1 ,2 , . . . , h don t
le coefficient est d i f férent de zéro. On démont re faci lernent que dans le
produi t les coefficients se reproi laisenfcpériodiqueineni ; de My en My.

42. Donc les séries pér iodiques peuvent se d i s t inguer en deux :
i° Celles qu i ne peuvent provenir de la mu l t i p l i c a t i on d ' u n e aulre

série pér iodique par un facteur

Êl+^+ 4^^ ^ ^ - + - - . • t- ^,,

2° Celles q u i on p r o v i e n n e n t .
Nous pouvons appeler séries premières celles de la première espèce.

1er Exemple. — Cherchons la forme générale des séries périodiques
de période 3 et non premières .

On doi t avoir
M^3,

donc •
M =: 3, q ~~ î

OU.
M = i , ^=:3.

l/hypothese M. ==• T ne d o n n e r i e n . Reste M == 3. Les indices des nom-
bres p doivent être diviseurs de 3, de sorte q u e la forme générale cher-
chée est

(^ , P. \y ^ _ / P i ,Pi , Pi±^\ ,
\^ + y ) Zà /? - \^ •" 27 • ~ ̂  ) ' • " "

c'est-à-dire les séries dans lesquelles les coefficienis de -7 et de -;. sont
égaux.

2e Exe/n/)le. — Formes générales des séries périodiques non pre-
mières de période 4*

My = 4 :
M == 4, y = î ou, M •= a, q == ^ ;
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ce qui donne

'"'(̂ -••X -̂IH^ Î̂ .),.,
^ ([M-.JM

( -(^Zl^ ^'y^^Zl, ^ - / i , <^y,+^y2\
l \ r' a1 "'" ^ ' -———/F———^+....

D'ailleurs ces deux formes ne sont pas distinctes : la série ( ï ^ } se
réduit à la série (16) en y faisant '

P>==K,yi, Pa==Ki(^-y,)+^y,, P,t = (^ - a,) y,-]-a,y,.

Remarquons que la série y/.») est première.

3<- Exemple. - Forme générale des séries non premières de pé-
riode b : i l ^

M ==6, y---.:,,

M =3, q = 3 ,

,]•„„ M=a' -/-3'

(^-.X l̂̂ l)
= (^ ̂  -, P_̂  , P,̂ , , & „. P,,.̂ .̂) .,...,

[fë +% -.-... Ift-^)I-A1 2 / J \1 3-7

^(^^^^^y^^^^^^^^y^^

[(^-^)--]M
--.: (̂  -^ -l̂ l̂ „ ̂  _, ̂ ^ ̂  ̂  ̂  ̂ ,̂  _^^

D'ailleurs la seconde série n'est qu'an cas particulier de la première;
on 1 obtient en faisant

P,---«,7u (3,=(^-^,, ;3,= ,̂ (3,,=(^~a,)y3,
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D'une façon générale, si p est pair, la série obtenue, en faisante = 2,
n'est qu'un cas particulier de celle obtenue en faisant g == i , puisque
la série à période 2

//^ ^ ^l}^^^^...

est égale à
^O^^)-

43. Le cas où la période p est un nombre premier est parl iculière-
• ment simple : il faut prendre alors

7=::i, M==/^
et la série est de la forme

/ ï .1 \ /A B — A \ FA A. A. B'1
^ 4, ̂  .„„„)„.- • • • ̂ -.7 + -~^~ ̂  = [^ "-i-- 3. + • • • + ̂ "_^ •-!- p J •+• . . . .

C'est la seule forme de série périodique de période/? qui ne soit pas
première.

En généra], soit À le nombre des diviseurs de p : il. y a À — .r formes
de séries non premières, si p est impair , et A — 2 seulement si p est
pair.

44;. Séries indépendantes. -— Toutes les séries périodiques de période?
s'expriment l inéairement en fonction de p d 'entre elles, tellement
choisies que le déterminant de leurs coefficients soit di f férent de zéro,
par exemple en fonction linéaire desp séries -

^^-i^TT? ^•^ •••^- I^)-
n ;= 0

.Mais on peut aller plus loin. Soit d un diviseur de p ,

p^^d.
On a

^) -h SM+. . .+ ̂ }=:p'^(8).

On pourra établir autant de ces relations qu'il y a de diviseurs dep, en
n'y comptant pas p lui-même; car, pour d =-= p , l'égalité précédente se
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réduit à une ident i té . Donc, en désignant par À le nombre des divi-
seurs de_p, on au ra À — i équations semblables. Comme, d 'ai l leurs ,
chacune de ces équations contient une "$ que les suivantes ne contien-
nent pas, ces équations sont distinctes. Donc on peut exprimer les
p fonctions 1; en fonction de p — À -4- i d'entre elles, qui ne sont pas
d'ailleurs^ — X + i quelconques d'entre elles.

Parmi ces p — A -+-1 séries, on peut en choisir A — i ou "À — 2, sui-
vant que p est pair ou impair , qui, ne soient pas premières et qui s'expri-
ment, par conséquent, par des séries de période moindre.

s^' Exemple : p == 2. — Une série i ndépendan te ' C ( s ) .

^ Exempte : p = 3. — Deux séries indépendantes, par exemple,x' M = o;+ ?)+ (p+ ?)+ ••-«••)(•- g;).
X,(.,)=(,'.-̂  -„).....

On obtient facilement

^(,) ̂  ̂  + ̂  + ̂  +.. ..:= ^ [X,(,Q + X,(.)],

-^(•0- ̂  + y + §? +. • .= ^ [X^) - X,(.)],

j : 3 r ^ — — x -4 J 4 ! -4- - ^^" '̂̂^(,),,.,^^^^^+..,_^^^.

3e Exemple : p=[.^ — Deux séries indépendantes , par exemple,
*((^) et 7^). On trouve facilement

^-)^-^—^(1-^-^
^^-^-^•.--Ç(.)(^.-^)>

^ / ^ _ 1 , ï , _ W ( , i\ •/(.<)
ç. W - 3, + ̂  + • • • - -y- ̂  - ̂  - -a- '

?^<>- ' i ' ,- -'^^(A}-^+gï+...---^-.



SUR LA FONCTION 'C,(s) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. 129

4e Exemple : p == 6. — Trois séries indépendantes, parmi lesquelles
on peut choisir 'C(^) et X, (,?). Etc.

45. Cas où p est premier. — Ce qui précède montre les simplifica-
tions qui se produisent dans le cas où/) est premier. Dans ce cas, il y a
p — i séries indépendantes, par exemple les suivantes

,̂ i aj__ a/2 . , «F^
^•(••o =2; (p« -i-1)"+ ("/̂ + a)-' (/^l -i-3)' '" {i^-^-py

/z=:0
/ a/ r /TCX

(/C == 1 , 2, . . . , ;? — T , a/,= ^ ^ /

ou bien les suivantes ^

^ / «\ -„... V _._J———— (À- == I , 2, . . . , /? — l),
^(-'^"^ (A:^/^)^ '

^ =1 o

et ces séries appartiennent bien à la période/?, en ce sens qu'elles ne
peuvent s'exprimer en fonction de séries à période plus petite.

Nous nous bornerons donc maintenant à ce cas dep premier.

46. Relations entre les deux systèmes de séries indépendantes. ̂ - II
existe nécessairement entre les deux systèmes de séries ̂  et ^ des
relations permettant d'exprimer les séries de l'un des systèmes en
fonction des séries de l'autre.

Posons, pour la symétrie,

^;(,î)=ç(.î), a/,=i, ^(^SEcTr^lYpp"
n

On a
Xi+X^—^X/^/^

^iXi-^^Xs"4"' • --^^pIp^P^P^

^-i ̂  + a^1"1 Xâ + • • • + ̂ F1 XP =P^,
J.p^P''^

Nous supprimons l'indice supérieur qui est toujours p .
Si Fon él imine y , et ̂  il rester - x relations qui permettent d ex-

primer un système^de fonctions, en fonction de l'autre
^nn. de l'Éc. Normale. .'$<• Série. Tome Xï.- AVRIL 1894. ^
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47. Relation fonctionnelle. — On a

r(i-,9) /" ^-1 ,x^)=-^- / ——^^.
/, e"30— e P

Un pôle de la fonction sons le signe f est

. / ^
2^7T CO — ~

\ P ,

œ étant un entier quelconque, positif ou négatif, et le résidu corres-
pondant est

(.y-Diî _ _ ï t ^ k

^TrV-1 e ' 2 — e P
. P ) ^p-/^

Donc

j^i^^^/^Y^/"1)^2^_ï ^_
r(i-^ \ ^ / ^d (^-/c)i^

^) ^-(^^^^"^[^(x-.)^^

/ \ c i a/'n'A- r , ,.ï'n: , ,, /TC
^a^19""1 — — — — — | {.ç-l)-^.^ ^ ^ -«(.y«-l)^^e p \e ï l p - k { ï — s ) ^ e '"" / 2 ^( j r—.y) .<y

On a p — i relations de cette sorte, dans lesquelles, (railleurs, on
peut ne laisser subsister que les fonctions ^ ou que les fonctions Ç.

48. La fonction ^/r(^) est holomorphe. — On le voit immédiate-
ment par la formule

, , r(i-^) r x^ ,• — — — — — S ) /ï ^-1 y

Tin- \ ———^dx-
Je ^x- ̂  p .

^)=-^- i ————^dx.

I/intégrale reste finie, et les valeurs i, 2, 3, ... de s qui rendent
r(i — s) infini annulent l'intégrale.

49. Valeurs de ces fonctions pour s entier. — II est d'ailleurs facile de
déduire de cette formule les valeurs de y^(.?) lorsque s est un nombre
entier négatif. En effet, dans ce cas, la fonction sous le signe ( étant
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uniforme, l'intégrale = liv., multiplié parle coefficient de ^ dans le
développement de cette fonction.

On peut poser
———,^==Ao+Ai^+. . .4~A/^+...,
Q-x^fTjT

les coefficients Ao, A^ .., se calculant de proche en proche par les
formules

/ Hî X
A o ^ ï — e P l ^ i ,

( 2A')[7C ^

Ai \ — e P j — Ao==o,

/ 2±i2t^ A AÀ ( ri^ \ _ •Al «i Ao — oA^X-6 ^ ^ 4 7^-^

( S2/»'ï'n:\ A A A
A, i-,^-)-^^^..^^^

/ 1 1.2 1.2.3

T SC5""^de sorte que le coefficient de - dans le développement de ———^^
e-^-^e P

est A»^,
Donc

c'est-à-dire
^(,) ==r(i~,y)A^,

^,(-/)=r(i+/)A,,
/étant un entier positif.

Considérons la relation (17); remplaçons-y s par — ^ il vient,
diaprés ce qui précède,

A,= - (̂ F .-ï? [.-'-̂ ,..(,. „ . ,"-!!e.(. -. o]
ou, séparant les parties réelles des imaginaires et posant A^==^-+-^,

., /ÎÎ'ÎTX"^""1 / 2Â:7r . . îiA'7T\a/4-i^/=— — cos —— — ^ s i n — —
\ P ) \ P P I

x cos(^+ï)î[^(i+0+^(ï+Q]+^sm(z+I)^[^(I+^)^^^(ï+
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OU

cos(/ +1) î [Ç/,(i -t- <?) -h- ^-A-O + ^)] -+- ^ s in(/ -4- i) j [^(i + l) - ̂ -/,(i. + 0]

/^ITV^1/' 2Â-7r . . 2 /C '7T\ , ., ,:=:—. — cos—— 4- î sm—— (^/-+- ^ i ] ,
\P ) \ P P }

d'où, changeant / en / — i,
ZTT..,. / ,, „ , „-, / â ^V / a/CTT , . 9/i-'7T'\cos-^-[^,(0+ ^-A.(^]=—^—J ̂ -i cos—— -- bi^ sm——»,

. /TT.--/. , y v - / ïxi /^^V// ^^'^ • 2^7r\sm^-[^(^-^~À.(^)]=—^—J (^icos—— +a^iSin—~l.

Si / est pair, la première équation donne la valeur de '^(/)+ ^/-/r(^)»
mais la seconde ne donne pas celle de ^(/)~- ^,~À-(/), parce que les
deux membres sont nuls.

Si / est impair, la première équat ion ne donne pas la valeur de
'^(0+ ^-/c(0? tandis que la seconde donne celle de !/,(/) — ^,-A-(O-

Ainsi la série
(0

•W+ ̂ -/^)=2 (TT-̂  + ̂ _T4-«7)»
»==;•!

s'exprime pour s pair, en fonction des transcendantes TT, cos^"^?
. a/ iTTc i nD1AA ———— *

P

La série
«y-

w- ̂ (,Q =^ (-̂ ^ ~ -(jz-/r^np^
n==l

s'exprime en fonction des mêmes transcendantes pour s impair.
Ces résultats sont d'ailleurs dans Euler, qui les tire de l'égalité
T.(x —- m)

QQQ, ——::________'-
____^L,^ ^. ( s c ^ \( x \ f x \( x \

m TC \ m — n ] \ n + m) \ ï n — m j \ 3 n •+- m )
n

qoi permet de trouver les fonctions symétriqu.es des quantités
T T ï I

n — m3 n -h" m) 3 n — m 3 ̂  4- m? ' ^
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et par suite
V --, „ l ' (— i,y2à [(^r^rT)7r^^^ 4"' ̂ ^^y^^j^ "fi ==; i

On peut arriver au même résultat par un calcul, d'intégrale définie.
On trouve facilement

y ___L__ 4,....__LJO__
j-J [( 2 A "h ï ) n — m ] [( '2 A + i. ) n ~\- m ]••••
h =•= 1 '

~- _L, / f_ lJV'w^f•tl--m^^^ZZ.l)^{ïm^f^ T ( s ) j , { -L6) ,i.~r^- " cu'

Appl iquant à cette intégrale une rriéthofle analogue à celle du 11° 28,
on obtient une relation, entre la somme cherchée S, les sornm.es d'in-
dices infér ieurs et la valeur princi|)al,e de 1/i.ntég'ralc

/*'n; yr-W./O ,.1 , ( . ,„ , \A/^uO/st I ns-i r_ .J»l "',11""' / _ /in'/ B v ' ' ,-"•""•"•.•'"-"— _—-««—« ç^iy,

J(, C-^^C^

Or cette intégrale est purement imaginaire , (pielle que soit la. valeur
entière de s. Donc ce calcul donne S de proche en proche.

On pourrait de même considérer

s^y.....—^^^^^^^^^^^^^^^
Âuà [" ( a h 4- ï ) n — m "l-1'" [( 2 h -|- s ) n -(- m Y

En fonction de ces sommes s^expriment les valeurs principales des
intégrales

/* 7e ,^ m £'?) , / _ , \ .ç 4" 1 ̂  m i 0^ / e^i L-—^^^^^^^^^^^^^ ^.
Jo e-^^—e'"'0

Si dans les sommes S on fait n ===^ /iZL^ =: /é:, il vient

^•H-V ï ^ (~••Î):L.«" D ••"̂  ( An + /r y "' ^n)^p— h y
h :-: 0 ' '

== ^,(.y) -1- Çp^/,(A') si s est pair
= ̂ . (.î) -" ^-.À•(À>) si .y est impair,

de sorte qu'on retrouve les résultats précédents.
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50. Exemple : p= 3. - Voici, par exemple, les calculs développés
dans le cas simple de p = 3 :

2/71: 4/7C

/ \ / i ai ao \7^)--(^-^+^)+...,

/ ^ / I ce*-) ai \x^)-(7,+^+F)-i-...,
%3( î )==Ç( . î ) ;

Çi(^=^.-t-^+...,

$,(,?) =^+^+...,

^)==,^^•—^•
Relations entre les y et les Ç :

d'où

%i+ 7.2 +7.3 ==3^,
ai%i+^%2+^,==3ç,,,
«aXi+cti^+^a^S^,

X» =-- 3̂ ,..,

^=î( %i+ ^)-|-^^ (c(i-/,+ a,^),

S'-
i"Z~3ï^ï ^-i/,!^ = ?. ( ̂  X. + "i Z. ) + •,-::—— ( ̂  %, + ̂  ̂  )

et

^ = s^ S [(I~ a2) + ̂ ^l Si^ [(i - a, ) + 3^,] ̂  {,

^= S^ S C(I- «i) -^-3ïa^."Iêl+ [(;- ûtî) + 3.'a,] ̂  {.

Relations fonctionnelles :

r̂ ^T'p-"̂ .-.,.-.--3;,,-,,],
^^(ïy-p-'.-.t,- .̂-"-»? ,̂..,].
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Remarquons qu'on peut donner à ces relations une forme plus
simple. Pour cela, ajoutons-les et retranchons-les.

Posant

^^=X.(,s-)=(^-^.)+(^^.)+...,

. . - x r / s / A I\ / ^ ï \

^-^=xî^=^-^)-i-^-^)+••••

On a d^ailleurs

/ ï I 2\ ^ ^ ( X — B ^ 1 ) ^ , ,
^1X1 ̂  ̂ X^ ̂  p ~ ̂  + ̂  +...................= —^.^-^X,(^),

^Xi—^Zâ=(^—^) (- ~" -) +(~ ~~) +... =(ai-ocg) X,î0).
lA'1 " / \4 '•> / J

Les relations deviennent alors

» î î / ^ ï _ _ 9 , < ? — 1 \ /ow\ .<f - " l w.*- '.̂  \ '. ——' '..-> ) ••vr / \ f A ii \ . \ "• •xr / ï^^^_- .„_, ^ • ,̂ .,̂ .̂ ' x ( C l •••-••"-'• 0 1 1 P A <; I <Ï T 1 X ( T —- V 1r(i-^) """"^«/" A.i^^- ^3-^1 ^^ " ï^^^ i ^,

^^ ^Y^Si,^.-!) î X,(I-.).
1. (ï —A ' ) \ •J / "

Sous cette forme chacune des relations ne contient plus qu'une
fonct ion. La première n'est autre que la relation connue entre ̂ s) et
*C(r — s}, car

Xi(.)=Ç(^^~^,

mais la seconde est nouvelle. Elle peut s'exprimer en disant que la
fonction

^•^CDG'r
ne change pas par le changement de .y en ï — .̂

15. Appliquant à ces fonctions X ^ , X^ les calculs du n° 49, on trouve
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pour s entier

( ^,71 Q \

f-^^-i / ^"lco^ } / ., x
X^^+.l-^i-—.— VP / -————^!+ ( i _——)x , ( ^ )v / i .2... (.s- — i ) ,y ï + a ces 0 / \ ^^~~lj ' }

."E/^^X,^-,)^^2-.^--'
S \ ^-^j S {S — I) \ î

,_^ X^.î-,)^-1—^- ,-—^ X,(.s--a)+...
r t A — 2 / 1 v / t. / f ——— V \ \ r».S—J f I- \ /

/ /-.\A--2

-K-.)-^—3(x-i)X.(.)
• / ^ /'Tr\ ^""^

( \ e - l 1 / ' N c î ^ T H t ' / . < ! / / ^ t , \— i)^1 (^Ï^^La — y I — --y-1
"4- ————————————^———^———l.—'-— =: o ;

I . 2 . . . ( .S -—I . )

/ _ ^ \ î ; — i { S / r^ /9.ï~i/ffl \ / î \
X,(.)+^..^^^ (VP f ^.---.^ + /,^,-J W.^^)

" ' / î , 2 . . . (.s1 —• î ) \ j^ ï "h a ces 0 j \ ^ - 7 ' /

, + _^ x,(. - î) +...+ (- i)-^ (^:2— (i+|) X,(.)^7T\

^ / \ 1 ^-a/ zv l • v / ^ ( . v—ï ) . . . 3

jrr^':'^-^^-^)"1-1 " " .»,..,«.„.-,_— * « « « « . . , . , ^ . . . , , ^ . . » - . . » . . . . » . » „ ^^^— \J»

1.2. . . ( .S-—:t ) î

qui permettent d'exprimer Xi (,9} lorsque s est pair et Xa lorsque .y est
impair;, et aussi les valeurs de

^-1cot "-
^....^^^^^ ^
•î 4" 2 ces y

en fonction des sommes X^ et celles de

0,-1 ̂

f.r ^
'2 COS0

en fonction des sommes X^.
Exemples :

X^)=f-!^dtt „ _ Tt

[ 7^^-373'

X,(3)- ^
8iV3
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52. Zéros de Xa (s), — Parla considération de la relation fonction-
nelle, on voit que Xa(^) admet|pour zéros les nombres impairs néga-
tifs, et d'autres 2éros'a tels que i — " ^ soit aussi un zéro.

On a
X,(.)=]j———,

j "+- —
-^

p désignant tous les nombres^premiers excepté 3, et prenant le signe
4- si /?==i (mod.3), le signe — si/?==: — i (mod 3).

53. Généralisation pour p nombre premier quelconque. — Ceci nous
conduit naturellement à chercher s'il existe pourj9, nombre premier
quelconque, des séries analogues à X, et Xa, c'est-à-dire jouissant
d'une relation fonctionnelle analogue à la relation entre ^Çs) et
î:(x~.).

Pour cela, considérons la série la plus générale

p/ç^V_^_ . ^_ , , „ J^_JL ^^ — Z<i (^,f+ îy r (pn + a"? ̂ ... ̂  ̂  ̂  ̂ _ ̂
ra=0

Si dans l'équation (17) on fa i t successivement 7c== i, 2, . . . , p — i
et que l'on ajoute après avoir multiplié respectivement par

a^, a^a^ ..., Op.-i^"'1,

il vient

__j___ ̂  F a^v^ 4- a^\ -4"... 4- ap^c^'1 a^^^r a^\-\- '"4~'...'?/;-ta?'"l
^^ ̂  ̂ ^ ^ 4 - ^ + . . .

-4- a^ l̂±„^a?^L^ '•^^-1^^ ̂  ^i +^2 -4-... + a î"|
'" ' ^~î)^ ^•ï J

-^v^.^^ïv r^-1 \ap^ ^ ^ al 1 "-^^ ^^4^-^+...+^^

v r-̂ i- h ̂  "4- + — î—i.(.y-i)-^ „ r ^^ ^ .̂
^Li1^ r s1"5 "T"* " (p—i)1"^.e - ^ (_»^__+. . .+

^TÎ^. <ifi l'Éc. Normale. 3» Série. TomeKÏ. — MAI 1894' I^
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Cherchons à déterminer Op a^, . . . , ^-.i de sorte que

^l _ ^2 __ __ ^p^l
;p-l û^,_2 ~~* " ^1'w

(2p-l û^,_2 ^1

ût.!^-}- a^a^~{-...+ ûp-ia^'"1

( I9 )< ((3) 1 ^ <2, •a3 + c(^a\ +...+ âtp-i aÇ"'1 __ __ a^p-\ ̂  ̂ p^ +...-+• g^^ q^}
02 - — . . . ^^

( y ) ai+^a+.. .+^-1=0.

Si ces conditions sont remplies, on voit que l'équation (ï8) ne
•contiendra plus que F(<?). Elle donnera une relation entre F(^) et
F(i-.).

54. Voici une première solution des équations (19) qui se présente.
On satisfait à ces équations en posant

(h\
^'-[•p)-

On sait, en effet, d'après Gauss que

ï'œ^^""^
h == 1

La valeur commune aux rapports [(3(i9)] sera alors ̂ """"^v^ c'est-
à-dire

+ \/p si p=E i (mod4),
+ i\Jp si ^ s2—"T(mod4) .

Ces valeurs trouvées pour les coefficients Op satisfont, d'ailleurs, a
toutes les conditions (19) comme on le voit facilement.

Par suite, la fonction

- (L\ (1\ (^
(20) F(,<) = V—Z——+^LL- +...+_____

' ^(pn+iy {pn+i)5 • (pn-^p—i)1

ItSiQ
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satisfait à la relation

^^^.^i^^^f^Y"1^' v^r(i-^) \ j ^ / L J
ou

^^^^-œ'''-8^ ̂ l•<—)•
c'est-à-dire

.^J^-iL- ^^"^^(^-lîÏFCs) si7?s i(rood4),^rcr-.s-)'" \p j a

,/- F(^) -^^Y lasin(,î--I)7^F(.î) si 7> s-i (mod4),^ r c i — A - ) ' \/-> 7 a

relations qu'on peut encore exprimer en disant que
A'

V ( s } rf^ ( ! 1 } ï (lans le cas de p=5 i(mod4.)
V / • \ r> / \ f) I

OU

jp(5) r f1.»"" '̂) f1) 2 dans le cas de p ̂  — i ( mod 4)

ne change pas par le changernent de s en i — s (' )-
On établit facilement les valeurs de ces fonctions pour s entier po-

s i t i fe tpa i rs i^E=i(mod4, )^ent ie rpos i t i fe t impai rs i^=- i (modi) .
On trouve aussi/les xéros de ces fonctions qui sont les entiers né-

gatifs pairs dans le premier cas, les entiers négatifs impairs dans le
second.

(i) Considérons les séries do M, Hurwitz (voir l'Introduction)
_,,̂ , / ^\ ,

étendue aux valeurs impaires do^non divisibles par,?. Lorsqae p ^i(mod4), cette série
, , ., ^ /^ ï Tvr-nci ci n — — - T ( m o d 4 ) , la série de M. Hurwitzest identique à la notre j^ (jj ̂ * M^fo si p — ^ m u u 4 / ,

V /'£\ JL a comme période ap.^\nl n8
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55. Comparaison avec les séries de Dirichlet. — II vient assez naturel-
lement à l'esprit de comparer ces séries à celles qu'a employées Lejeune-
Dirichletpourla démonstration de son beau théorème sur la progression
arithmétique.

Soit g une racine primitive de/?. Soit v l'indice d'un nombre en-
tier /2, cette racine pr imit ive étant prise pour base. Soit oj une racine
de l'équation x^^ — i === o. Ces séries sont

V ̂ .JL^3

g- étant choisie, l'équation œ^i — r == o a p — i racines, ce qui donne
p — i séries de cette forme. Je dis d'ailleurs que, si l'on considérait
une autre racine primitive g\ elle donnerait les mêmes séries.

En effet, on a
ff'^-ê^ (modp).

Donc soit v l'indice de n dans le système de base g;
)) vr » dans le système de base g\

On a
ai/ES v (modp — i).

Donc i;^1 — V ̂ ^
r^ r"" JL "nT 7

et ron voit que la série ̂ ^- est la même que celle qui, dans le se-
cond système, aurait été formée avec la racine o^.

Les séries (ûo) sont des cas particuliers des séries de Dirichlet; car,
pour o = — i, la série de Dirichlet se réduit à

2^2^-VVL
p5 ~~ Âà n"

Maintenant on peut se demander si, les autres séries de Dirichlet sa-
tisfont aux conditions (19). Mais il est facile de voir qu'il n'en est pas
ainsi, et qu'il n'y a que les séries correspondant à ci) = d= i qui y satis-



SUR LA FONCTION t^) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES, î^ï

fassent. En effet, on doit avoir

^ind.l^^^ ^ind.2^^j^^^_^ ^ui(î.(^l)^^l ̂  ûA11^-1^^. r,)"111'2^!-4- . . . _
^ ^ - . _ . . ^ ^ - _ _ , _

OU
coa^-}- co2^'-!-. ..-+- ̂ P-1^"1 _ Cx^a^H-.. .4- G^-1^ _

û) O,)2 ' ' '

OU
a^-i-coa^-4-.. .-+- cx^--2^"'^ û^-^a^-i- Ma^-h. . .);

d'où
(^"-^.T.

Comme
CO/-'--1^!,

il en résulte
0^== ï ,

d'où
û)=±i (^ ) .

56. ïl reste donc maintenant à trouver toutes les séries qui satis-
font aux conditions (19).

Pour cela égalons les rapports (ïQp) à S, il vient

îJl̂ l̂ l̂̂ ^̂ rl̂  — ̂ irL^ ̂  "+-...-+- Op^ a^~1 __
y ————————— . . .^i a,^i

-= ̂ ^-l + ̂ 2 ̂ .̂i ̂ •̂.Zt̂ l̂̂ ^ -— Q

^-1 "~

( l) Les séries ̂  t^ donnent lieu à l'identité

zs-n-V^ ^TT—L—^ /<•< ' JLl (o^I-^
^ désignant tous les nombres premiers, exceptée, et -n: étant l'indice de ^. On démontre,
d'ailleurs, facilement que ces séries; sont les seules parmi les séries de période p qui
ouïssent de la propriété

\^^t _ T"r ï
2à7^ ""ll" /̂

' P3
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<2i(a,i — S)+ (^2a !-+••••+ Op-ia^^ o,
^i 02 + ^2 ( ̂ j — S ) +. . . 4- (^p-i ô ""1 == o,

a^p^^a^]^-}-. . .4-âîp-i(a^rî— S)==o.

Noas avons donc pour déterminer S l 'équation
ai

a

— S

^2

^P—i

^
a|-

^-

S

i

a?
^

a^-

. . . <

• • • :̂î -

-1

"-1

-S

9(S)=

57. Pour résoudre cette équation je remarque qu'on peut l'écrire
sous la forme suivante. Soit g une racine primitive de p

(22)

a ^ — S <
<—S ...

< p ( S ) =

<" ^

<-1

af
:o.

Sous cette forme, cette équation est un cas particulier de l'équation
suivante

a — S b c ... h k l
b c — S d . . . k l a

^(S)===

b . . . . h / c — S

La décomposition d'un tel déterminant a été donnée par M. Glaisher,
sans démonstration, dans les Comptes rendus de la Société pour l'avance-
ment des Sciences (tS^^). Voici comment on peut y arriver. On a

a -+- S b c ... h k l
b c 4- S cl . . . k l a^(-S)=

d'où
H — S 2 IF H" ... H^-1)
W^ H — S 2 ir . . . H^-2)<KS)^(—S)==
w w . , . . H - y
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n désignant l'ordre du déterminant, H désignant la somme

^4-^24^2.^ ..-hZ2,

et H^ la somme des produits de chaque quanti té a, &, c, /par celle qui
la suit k rangs plus loin, et où il faut remarquer que

g(A-)^]^(rt-/c) .

^(S)^— S) est donc un déterminant tournant. On voit, par suite,
qu'on a

^(§) ̂ (- S) = ]J (II - S2-!- û.)ï-r+ G,)2!•F+.. .+• c^IP1-1))

=n[(a+^+^c-K..+o)-o(a-^4-^+...^^

le signe TT s'étendant à toutes les racines de l 'équation

W1 — i = 0.

Les /î valeurs de S2 sont donc données par la formule

f b c l ^
y== (âî-+-&)^"^-&) î îû+- .-{-à/1'-1/^ a-)- - 4- -. -h-. ..4- ——,- / \ /.^ /•.\* >,i%-~i0) ût)5' CO"""1

Ces valeurs sont, d'ailleurs, deux à deux égales, excepté celle qui
correspond à a) == 4- i et celle qui correspond à œ == — i, cette der-
nière n'existant que si n est pair.

Par suite les racines de ^(S) sont données par n expressions de la
forme

± i/(a+ û)6+G,)2c-(-..."•^-co / ^- lQfa4- -+—+...+ ——TPy ' \ co ûj2 oj^""1/

dans laquelle on donne à o ses n valeurs et devient lesquelles il reste
à choisir le signe.

Or, je dis qu'on a
^(S)=[S—(a- l -^+. . .+^] [S— (a— b+c +...-+• k—l)}

(33) "ir-rT / ^ i VI
xJJ S2-(a+û^+...+^- l^^a^^-+-...+^rî^J.
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si 72 est pair, et

^(S)=[S~(a+^.4-...+Q](24) xn{s-(^.^....-^^)(^^^^,^^j,
si TÎ est impair, le signe JJ s'étendant aux racines co, de façon que w

et ^ parcourent toutes les racines excepté ±: i. Autrement dit, à part
la racine a+b +.. .4-/ et la racine a — & + . . . + / ^ — / , qui n'existe
que si n est pair, toutes les autres racines sont deux à deux égales
et de signes contraires.

En effet, donnons à a, b, c, . . . , k, /les valeurs particulières

^==0, C == 0, /c=:o. ^=0,

Alors

3)==

îî

déc

==(i

==(!

=(I

désignant le plu
.omposition annc

1— S o
o — S

0 0

0 1 0

-S)

-S)

-S)(i-S)

i — s
0

ô
i-S
i~s

0

0

ô

0

0

1

n

... -S
0

0 . . .

i-S . . .

i~s ...
ô . . .
0 . .

i-s ...
Ô . . .

0 ...

(i-l-S)"~"1"'

s grand eut
)ncée dans

0

1

0

— S
0 1

1 0

-S o
o -S

0 1

1 0

— S — x o
o — S — i

îf

ier contenu dans n? ce qui vérifie la
ce cas particulier.

=(i-S)

— S o . . . o j
o — S .. . i. o

o i ... ~S o
x o . . . o — S
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Cette décomposit ion, ayant lieu pour certaines valeurs réelles de a,
& , . . . , / , aura l ieu pour des valeurs réelles voisines, car les racines ne
peuvent sauter brusquement du posit if au négatif . Les égalités (-23)
et (2-4) étant vraies pour une in fmi lé de valeurs de a, 6, . . . » l sont des
identités, par suite elles sont vraies pour toutes valeurs de a, &, . . . , / ,
les deux membres étant entiers en a, &, . . . , l.

58. Revenons maintenant à l 'équation (22). Ici n =p — i est pair;
on voit alors que les racines sont

^4- a^-1-. . .+ a^""",
^— ^ l î—. . .— a^'"1

et > _ __________-————————-—.„—————,-"— ^ ^^"~i\
^A/(^+G)a^-^...+o)^ la^" l)^aÂ••4-" -^- -4-. . .+^^^

D'ailleurs
^ 4-- a^ -h ... -1- a^""' ' == — i,

1 (« ̂  1,3 ,» ( -h \//ï si^ 7^ ̂  ï ( niod 4 ),
^— a^—. . . — a^-"1 = r^ \/^ == " '

( 4" ^ ̂  si p ss — ï ( mod 4 )

/ ^râ a^'""1^
(^-4- o)^a+. . • -}~ &)^W^l)(aÀ'•+ ̂  4-. . .-h ^Trr^

= H + G) H7 +. . . 4- c,)/^1 W^
fi — ï p — ï /; ~~1 <

= _ | — o) — c,)2 -....— G)""1"1"-^ (/? — 1 ) oT^ — û "̂"" • — . . . — G)/^1

^LrJ.^ p ^ ï ^±p,

flzl
suivant que o-» t2 === ± r .

Donc, finalement, les racines de cp(S) sont

i,
ï ,

î7»«(,,-ijî ,-
î 4 ' V//^

^ ^ auK mêmes degrés de multiplicité,-^!
+ ^y/;> aux mêmes degrés de multiplicité.
- i\/P )

^^, f^ l ' È t i , Normale. 3e Série. Tome Kl. •— MAI 1894. 9
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La somme des degrés de multiplicité des racines ± i \ / p est 7--^-1-.

La somme des degrés de mult ipl ic i té des racines ± ^p est -p-^ -"- j ,
, . .^-i)2 /-en y comptant ta racine z ' \lp.

L^équation (22) est donc complètement résolue.

59. Considérons d'abord la racine — r . Etant s i m p l e , elle n 'an-
nule pas tous les mineurs du déterminaî i t (22) : donc elle d o n n e
pour a,,, â^, ..., a^t un système unique de valeurs, qui, est d'ail-
leors

a,i = = ( % 2 = = . . .:=a^i.

Ce système de valeurs ne sa t is fa i t pas à la condition

Oi + ̂  -h . • . 4- ̂ -i "= ô ;

mais il correspond à. la fonction

^+^+...^^^=Ç(,)^.,__^

pour laquelle on trouve facilement une relation fonct ionnel le .

60. Considérons main tenant les racines ±\lp,±i\jp.
A l'une de ces racines correspond au moins un système de valeurs

a^ a^, . . . , a^,_i .
Ces valeurs satisfont à la condit ion

a^ -4- a^ -h"... -h- a?^ = o ;

car a joutons les équations (21), nous obtenons

( S 4- i ) ( c^ +• «2 "+-. .. -h a'p^î ) == o,

et puisque S^ — i,
ai-4- ^-i".. .-l-û^.-i == ô.
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61. Plus généralement, le premier membre de l 'équation en S
étant un déterminant symétrique, soient S, S' deux racines diffé-
rentes de cette équation, soient

<

deux systèmes de valeurs de a^ a^, . .., d p , correspondant respecti-
vement à S et à S7, on a, d'après une propriété connue des équations
de cette forme,

a^ ci\ -+- a^ a\ •+•. . . 4- Op a'p == o.

62. Je dis maintenant que les valeurs trouvées pour a^ ^2, . . . , a^^
satisfont aussi aux conditions (19%)-

En effet, ces équat ions expriment que les deux coefficients a^ et
a^ solnt égaux, ou. égaux et de signes contraires. Or il est visible
que, si dans les équat ions (21) on fait a/, = ap^, deux équations équi-
distantes des extrêmes deviennent identiques à cause de

04 = ̂

et qu'il reste /^-ï équations pour déterminer a^a^ . . . , a i , à\ i ^"^1 * • •,
"2

savoir

/ / î PZl^}
a,{a, +a f î—S)4- -^ (^ +0^) +...+^^Ya^ + a,2 / ==o,

p-i p^
ai(a2 +a^) + a a ( a j + aÇ1""2 —S) 4-...-+- a , \a^ 4" a^ / ==o,<.3 ; - r - w 2 ^ ^ ^ -T- ^^ — ^ J ) ~r-.«. -T- ^_

/ P=l ^ l̂ \
^i/^i+a^\ +^/a^+a;,^\ +...4- a^( ̂  + a^ -Sl=o.

V "T "TV \ "2 -^-1^ ^ ^ ^ g y

De même, si l'on fait, clans ces équat ions (21),

a/ç =— <^p-.A'?
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elles se réduisent encore à " — — > à savoir

ai(ai —aî-'-^+asC^ — a?-2) +... -I- a^\c(^ — a.^
( ^ ^

-i\a^ -ai- /

(2i(a; —ag-1) +«2(a| —o(^- 2 -S)+. . .+a i^... -T- c^^i ^CAg "T- ^g

""i"

^î ^M\
.2 +^2 /

ûîi /a^ - oQ + "2 /^ - a^ '
^ \ — ^-/ 2 S

/ L^ î^,.., \
-4-... 4- a^ t a l̂i — a^^i ~ S = o.

-y- \^ -1-1^ -j- j

Donc les coefficients a^ a^, . . . , a^,, satisfont à toutes les condi-
tions.

63. Remarque. — Des équations (2,5) on déduit pour déterminer S
l'équation de degré £—^y

^ + a/2 ''^i . a^—S a^+a^2

^ Crî n""'v^ ''n'^rl

a./ +a/ûîâ -I- Oq aj+ar'-S
9i(S)=

^ + a^2 a
^+^""-S

"" 'î " 2

et des équations (26), l'équation

ai . ^ - i—S a2-"^-2

a. — aï-1 ^j^a^^-S
Ç â ( S ) :

a, ,— <.,̂ -"1^i-^
ï ï •/

-i-v^ -
r ""r i

Ce qui montre que l 'équation (22) (loit se décomposer en ces deux-
là. La décomposition est, en effet, facile à faire.
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De plus, en formant ç i (S) ç ^ ( — - S), on trouve

^(S^^S^CS^iKS2-^)"2

et de même
^zly2(S)y2(~S)=(S ^+J?) 2 .

Donc ce sont ± \/p qui. donnent, pour a^ a ^ , . . . , 0^,1, des systèmes de
valeurs dans lesquels a^.== a^, et les racines ± i^p qui donnent des
systèmes de valeurs dans lesquels Œ/(.== — a^.

64. Ces valeurs sont réelles. En effet, si, dans les équations (193),
on change i en — i, ce qui revient à changer a/^ en a^, on obtient

^ î̂ lJl̂ ^2^ •4~- • •-1- <^iaî~1 _ ^-•i^JL4"' ap-2^|+• ' •+ ̂ j^î^ _
ai """ 03 —. . . .

Les systèmes de solut ions de ce système dans lesquels ^==== a?^ sont
communs avec le système

<2i a, 4" a^ oi\ +... 4- a î a^"^ _ a\GK^Jr-:^ "tL^Cr̂ 'l1 —
ai. "w'" ag ' * " 5

qui est le système (190).
Donc les solutions n'ont pas changé par le changement de i en — i,

donc elles sont réelles.
On verrait de même que les systèmes de solutions correspondant à

â^== — cip^ changent de signe par le changement de i en — i. Donc
elles sont purement imaginaires, et, comme d^ailleurs on peut prendre
pour a^ a^, ..., a^^ des valeurs proportionnelles, on peut dire qu'elles
sont réelles.

65. On obtient ainsi p — i séries jouissant d'une relation fonction-
nelle. En effet, pour/? $5, l 'équation en S n'a pas de racines multiples.

Pour /?>5 , l 'équation en S a des racines multiples. Ces racines,
d'après une propriété connue des équations de cette forme, an-
nulent tous les mineurs du déterminant (^2). Donc à ces racines
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multiples correspondent, une inf ini té de systèmes clé valeurs de a,,,
^2. • • - ^--i. dont k sont l inéairement indépendants , en désignant par
k l'ordre de mult ipl ici té de la racine S. Ces k systèmes donnent k sé-
ries linéairement indépendantes. En tout on trouve donc p — i de ces
séries.

Les coefficients a^ a^ ._ , a^^ une fois déterminés, on obtient une
série F(^) qui, si S == ± ̂ , satisfait à

SF(.î) /aTry-^f ^-D^ , ^-D^ -]
T(T=7)^[^) ^ 2F(I~.)+e ^(i-^J

(^w\.î--l «..
= yj 2COS(^-I)^F(I-,$).

Si S ==±i\/p, la fonction F satisfait à

SF(,î) /aTry-'r i-'-»?., -,,-„'TC "1r(T^)=^-J l--e ^rct - ,<)+<. "i^i-.).!
/'2TC\•'•'-1 . TC

:=- l^ 3<si"( . (- i )^-F(i- ,<-) .

66. Remarque. — De

SF(.s-) /aTîN8-1 TC
Ï^T)-- [-^) acos(.-,)^F(i-,),

on déduit, en changeant s en i—^,

SF(l-,î) fîTi\-^ ST[._
-TW-^^J-) ^os-^-F(,).

Multiplions membres à membres

d'où
(S'-^F^F^ s)=o,

S^—p^o, S=±\//3.
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De la re la t ion

î^^-^r'"8'""-^"'-^
on déduira i t de nié me

S -=±.i\/p,

ce qui prouve d 'une façon délournée que l 'équat ion en S n'a, outre la
racine — ï , que les racines ± \jp, ± i\/[^

Premier exemple : Le cas de/.» == 3 a déjà été traite.

Deuxième exemple : p == 5.

9i (S) .
.„.. j „_ g a2 •+ <y^
— i — S a'1-»!- a — S

a pour racines
- 1 et a—a2— a3 -I- a4 = \/5 ;

^ ̂  a — S a2— a1'"

a 2 —a 3 a — a ' " — Sy,(S)==

a pour racines
±i\/S.

Toutes ces racines sont simples et l'on, trouve facilement :
Pour S == + \/5, la série

fl \. i+iu ..,^.... ^ 1 ^-t-..,
qui satisfait à

^-(ïr3—-^1''-^
pour S = -h- ï\/5, la série

/.sin^ .sin^+v/5 "'"Ï^^l8111^
^_^_L + ——_^-.— ~ — — — ^ : - - ^r- / + • • • '
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qui satisfait à
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V/5F(.9) __ /27ry-1 . TT
^^-^ __ ̂ ^ 2 sitU, _ i^^ _^},-

pour S =-: — /^/5, la série

4^ .,, 37T /? ^ . âTT „ • 4 7T ';1q-'i. . •s H /r . ^ n /«.- . 4 /1 .
2 sin — a sm ",/- — y0 <2 sin -7- — y0 2 sin —

5 5 5 5
^

qui satisfait à

\/5F(s) /âTïN1^1 . . Tr,^
T^^)=[j) ^m(^i)^I-(i--.j.

Troisième exemple : p •== n.

a == e

^ -4- ^e _ g ^ ̂  ^ ^:{ ̂  '̂.,

9i(S)=: a2 4-a5 aS-o^—S a^+a

a3 -+- a'" a6 4- a a2 4- a8 —" S

:-(l4-S)
^ 4. a3 — a2 — o^ — S a'^ 4- a — a2 — W

c^ 4- ^ _. ̂  ̂  iy.'" a14- a''* • • a3 — a'" — S

a pour racines

qui sont simples.

• j et ±^7,

ce _,.. ^ti— § ^â — .̂'> ^:i— y j ,

p2(S)= a2-^ ^-^-S a6-a

a 3 —a 4 a 6 — a o c 2 — a 8 — S

^ «- a-'̂  + a6 — a — S ce 4- a8 4- a6 — a
^ (aa—a 8 — (^-h a — a » 4 -oc 4 —S) 2̂ _ ̂ s ̂, ̂ 3 ̂. ̂ 4 ^ _ ̂ e ̂  ̂ 3 _ ̂ 4 _ g

a pour racines

• <V7, racine simple,

• i\/^, racine double,
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Les racines simples donnent : la racine + \/7
"/ /-\ 6'ÎT / /-\ 2TT / /~\ / 271: 6'iï\(i+^cos— — i {J +y7) cos — •— i ^ï.4- ^7} (cos — -4- c o s — l — 2

^ . . - + ^ . . . „ - . — . ^

/ /-\ / 2TC 67T\ / /-\ 27T / /-\ ÔTC 1
(i 4- V7J (cos — + cos — j •— a (j 4- V7/) cos — "~~I v + V7} cos — "— I
_____^__Z_____LjL__ -4_ _______Z__ -L. _______Z__ |

" ^ ^ ^' J

la racine — \/7
"/ /-\ ÔTÎ- / /~-\ ÛTT / /~\ / 2'ÎT 67T\
^i-^^ry^cos — —-1 (j ~-V7^ cos — "~ l { 1 — v 7 ^ [cos — + cos — j — 2
^ ^ + ^ — ^

/ r-\ / 27T 6Tr\ / / /-\ 2'7T / / - \ 6'?T "1(i - v/7) (cos — + cos—j - a (r - (y'7) cos — - i (i - ̂ ) cos — -1

~~ ^s ^ ^ J î

la racine — ^\/7

" " . 2 7 7 . S T C . 2 7 T . 4 ^ . S T T . I 0 7 T2 sin — 4- sm — 2 sm — -t- sin -— 2 sin — + sin —
7____L -L- 7_____7, -L- 7 ___7-

I^ "'" 2-^ .^-————^^^

. 8?T . IOTC . 27T . 47T . 2 7 ! : . 8^"]a sin — 4- sin —— 2 sin — 4- sin — a sin — 4- sin — |
_ __ _7_ 7 _ __7____L „. _^_Z___1. -j

4.~"" '1 " ' ^ 6*- J " "T

4- ?\/7, racine double donne deux séries linéairement indépendantes;
par exemple

ï i i r i i^ ..^ ^ — ^ 4- ^ .-̂  ^ — ̂

et
r 4^ ^ ï2 COS •— 2 COS —— |j o 7 x î 7 _ o j
[7^ + î7'""' 4"' ^ "" ̂  "" S7"'1"" "" ̂ J î

et il est facile d'écrire les relations fonctionnelles auxquelles satisfont
ces séries.

67. Généralisation de la fonction ^ { ' l ' ) . — Enfin, pour compléter
Panalogie entre nos nouvelles fonctions et les fonctions '€,(/) et//.?), il
reste à trouver des fonctions analogues à celles que nous avons, aux
n08 27 et 38, désignées par ̂ ) et O(^) .

Ann. de l'Éc. Norma'Ie. 3e Série. Tome Xi. — MAI 1894. 20
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Nous avons trouvé des fonctions F(^) == V a^ de quatre espèces,
satisfaisant à quatre relations

V^Fi(.Q /9.7TY-1 . . 7T ,, ,v^—i—/ :̂ — .3 c o s ( . y — i ) - F i ( i—,s ' ) ,
1. (l — A') \P 7 / 2 v / y

—V^F^) /37ry-1 , , TT ,, ,^^= ^) ..cos(.-O^F,(ï-.),

^^=-f^y'\.sin(^o^
A (l -" .î) \ /? / ' ' 2 ' /

\//ÎF,(Â') /-27rY-"1 . . . 7T , , ,v /—————^ ̂  —— , 3 s-^^ ( ^ç __ ^ „ 1̂  ( i __ ,y Vi (i —.0 \ / > y ' / a 4 ' /

Ces relations peuvent s'écrire sous une autre forme :

Fi (.?) T ( - ) ( - i " ,ne chang'e pas par le cijangement de ,ç en i ••— .v«
\ 2 / v r /

Fa^) r ( - ) ( " ) 2 change de signe j) »\ 2 / \ /7 /
v ( \ r f 1 •J^V<!\ f^\~~l ,1^3 (,?) i ( —^~ l ( ^ l ne change pas )> »

F^ (^) F ^ —^— ) ( ^ ) 'i change de signe » »

68. De là on dédui t , comme aux n08 29 et 38, les zéros de ces fonc-
tions.

Les fonctions F< et K ont, comme zéros,

-^ (Â-=:0,I ,2, ...)

et les fonctions F;) et F/,
--(^""+•1) (A-;=:=0, î , 2, . . .)

De plus, ces fonctions ont respectivement des racines f^, R^ , p;p S^
telles que i — f^ , i - p,, i - (3,, i ~. p^ soient aussi racines.

Nous allons donc former, comme nous 1/avons fai t pour Ç^) e t / f .v) ,
des fonctions holomorphes qui n'admettent plus que ces racines-la^ /

II faudrait pour cela avoir des fonctions analogues aux fonctions ^
et y-dès n08 27 et 38,
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Voici la marche que nous suivrons.
Nous remarquons que la relation fonctionnelle à laquelle satisfait ç

ou ^ permet de démontrer celle à laquelle satisfait Ç ou ^. En effet,
les formules des n0" 27 et 38

T(^^'k^)= ̂ ^ +y ^^x-^^Wd^

^(^)(î) lT^(.)=/^^
\ '"' / \ --T / «„' ^ \ /

îïiontrent imm.édiatcment que le second, membre, et par suite le pre-
mier, ne change pas par le changement de s en i — ,s\ Inversement, il
est probable que de la, relation à laquelle sat isfai t Ç ou, y^ on doit
pouvoir déduire ce l le à laquelle sat isfai t ^ ou cp. C'est, en effet^ ce que
nous al lons montrer tout à r i ieure , et par analogie , puisque nous
connaissons les re la t ions auxquel les satisfont F ^ , f\, F;^ F/,, nous en
déduirons des fonctions ( p i , ^, ç;p c^ analogues à ç et ̂  d'où ensuite
les fonctiolis holomorplies ayant pour racines f^ , f^» ?;» ?.'<*

69. Soit , en général, une.(onction F(^)développable pour<f?l(^)>^o
en série ^a^ et supposons que cette fonction jouisse de là propriété
que

p-^F(,)r^+5)
\ "••/

ne change pas par le changement de s en k -— s, p, a, b, k étant des
constantes.

On a i r T ( s ) ,e-y^ — i .̂.-...z^^J^ r
(en, désignant par A un chemin d'ailleurs quelconque, et qui pourra
changer dans la su i t ey mais situé à droite de Oy et s 'étendant de — cci
à + cof); d'où,

,-.= __ r^^d, ou y"e-^ —— fî^t-^.
•intj^ y'^'' 2(TC^ y*
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Faisons y •==- n^^oc, il vient

/^(3^6-^= 4- f^±^^.
1 a^TT,. / , /À^p^Z^

Faisons successivement /^ == r , 2, 3, . . . , mu l t i p l i ons par a , , a^ . . .
et ajoutons, il vient , en posant ^^,^nv'be~ttr'?tx= ^( t r)»

^.^(.^^/•L^F^)^

ou encore

p^^)^
A W^+^F(,<O ,

i j l \ a/ < ï̂
^''TT » i a

t/ ^a
'2^'TT J' 1. aê7. ^a

11 faut supposer que le chemin A ait été p r imi t ivement choisi assez
loin à droite de Oy, pour que dans les t ransformat ions successives, i l
soit resté à droi te de la droite de convergence de la série S^* On
peut supposer, par exemple, que A soit une parallèle à Oy d'abscisse
CL ^> L Ainsi

. «"+•00; A"

(.7) ^(..)=—— / P "Ï-^)^),,,

Changeons, sous le signe / , s en /c—.s" , et remarquons que
s / \

p "r^ -h s- )F(^) ne change pas par hypothèse, on a

Mais rintégrale du second membre, prise le long de la parallèle
d'abscisse a, est, d'après la formule (-27), égale k^izQ0^] ( L ( - Ï ) •

\^r y \^/
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Par une intégration effectuée le long du contour du rectangle ABCD
( c r( fis- 12), AB et CD étant à l ' infini , on déduit facilement 1 et 1

\J b9 ^ V ^ A Î Î ^ co

étant nulles) l'intégrale du second meïïil,)re de (28) en fonction de

y\
Fig. iâ.

Dr

^(l\ et des résidus contenus dans le rectangle. On a ainsi une
^ / / i \

relation entre ^(^) et ^(^)"
Ainsi, à la relation fonctionnelle entre F(^) et F {k -s) correspond

une relation entre ^(^) et ^ (".)•
En appliquant cette méthode aux fonctions *( Çs) et y^s), on retrou-

verait facilement les propriétés des fonctions ^ et ç des n08 27 et 38.

70. Ceci posé, prenons maintenant les fonctions 1^0) = ̂ ^- qui
.s

sont telles que F^)r(J) Q 'ne change pas par le changement des

en ï — .s'.
Posant

/^TC.y

-.^a,,e"~r~,Vi(^)

on trouve

ds ffi{a)>o,
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et par le changement de s en i — s

Or a ^> o, supposons a < ^ i , il en résulte i — a ^ > o , de sorte que
ntégrale da second membre égale a.arrc.ç,, ( — ) •l'intégrale da second membre égale a.arrc.ç,, ( — ) •
Donc

V ^ y i ( ^ ) ^pi ( - ) •\w /

Pour les tbnct ions F,(^) = ̂  ̂  telles que F,(.y) lY^^ 'change
de signe pa r l e changernent, île s en T—,9, on. trouverait de même que
la fonction

jouit de la propriété

/r-TC.r

Pat^O^^^//^''1 ' '^"

\ / ï^( .T)=—y2(^ )-

Ensuite la fonction F,(s) ==^^. telle que F^.Q^) Y^) ne
change pas par le changement de s en i — .y, donne, en posant

^s ̂  ^.
^/K,^^ ^ ==cp3(,'r),

W P ^-TT

par le changement de s en. i — s
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d'où facilement
^ ^(^)=^(--).\j/ /

Et enfin la fonction F,(^) == ̂  ̂  donne une fonction
n^'K.'v

^•(^^S^^"
telle que ^ /1 \

^^^(^^^—y^l^J"

Comme cas particuliers on a les séries
/ ^ /î'^Tt:»-

^1 ( ̂  ) =: ̂  ( ̂  ) (r ~71" si .̂  ̂  I ( moc[ 4 ̂

pour lesquelles
^y^^Q^y,^^

et les séries
/ \ « TC •"r"

93 (^) = 'S ̂  ( ̂  ) ̂ ""P"' si p =s — i (mod 4),

pour lesquelles
^(p^^)=Ç3(~)-

\ "- /

71. M,ainteDant nous pouvons donner l'expression des fonctions ho-
lomorphes ^, ^, £3, t, analogu.es à S.

Prenons d'abord F^)-
On trouve faci lement

A'

^ 'F^.^^f'0 ^'y^a;.)^
^ / ^o

=. C sc^'3fi(.se')dsc^r f ac^ «)^x')dx.
Jd -'i

En faisant, dans la première intégrale du second membre, le chan-
gement de variable '-, et tenant compte de la relation
-' ' , ,T

1 / ï\
,^yi(^):=cpi(^b



Sous cette forme, il est apparent que le second membre, et par
suite le premier, ne change pas par le changement de .9 en r — .y.

Cette fonction

n'a plus que les]racines (^. Remplaçons s par | + ïi et posons le pre-
mier membre de (29) égal à ^(^), on a

y-05 -:i [
^ ( t) = 2 j x 4 ces ~ logx cpi (.y ) dx.

Les racines o^ de ^ (^) sont liées aux racines [3, par les relations

(3/=:-|+a/?.

Une fonction Fa(.?) donne

^W^L , . ^ ^2 /-- ^
i"" ft'i ( /y l r i r y ^L- • -

/ ç \ /7r\ 2 ^A ^2 '̂=0 A _ i

r 5 ï) F^•s>):=/ <%t2 ^)dx^ ^ ^)dx\2/ \p/ j^ j^

f
00 / £.^3 — '̂ "JX

=: ^ ^— .y "2""/92(^)<:to
' i

ou, remplaçant ^ par ^ + ti et posant le premier membre égal i ' ^ ( t ) ,

^(t)=2 r^m^^^^cîx../l ^

Une fonction Fy(^) donne
•y

^(-4^)(^) '^^^f^^Wdx
f*1 f̂ J. y»^ 'I__1

^ =: ^ .%' t2 9;,{(.z") J.%' -4- ^ 1 .y 2 y3(.2l)&
.. y »7l

/»oo / •S_^J^ __ A

=: ^ ^ s! ^x ^^^x^clx;
«/<



SUR LA FONCTION '((•Î) DE PJEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. ï6l

d'où f^ ,, •i. /
^3 ( t ') :=: -2 ^ A' /" cos - log'^ 9 ( x ) dx.

Ji a

Et enfin F/.(;?) donnerait de même une fonction

r'^ ~ l /.̂ (/•)=: a / .2; 4 sin ^ log^' 94 (.z-) ̂ .
,,/î

Les fonctions ^, ^..{, ç.̂  ç,1' sont du genre zéro en ^2.

72. Application de la méthode précédente à d'autres fonctions. —
Revenons à la méthode générale du, n° 69. En l 'appliquant à d'autres
fonctions 'Y, a'^ jouissant d 'âne relat ion fonctionnelle analogue aux
précédentes, on en dédui t d 'autres fonct ions ^ ( x ) , jou issant d'une
relation entre ^(^>) et ^ ( 7:, )"

Exemple : la fonction

F(..):::-:Ç(,.)x(^^^^.

a,, étant l'excès du nombre des diviseurs de n qui sont ==.=1 (mod4)
sur celui de ceux qui, sont ==== -- i (mod 4)-

Comme

rd)^"2^.)

et ^•m '^
ne changent pas par le changement de s en x ~ s, il, en sera de même
du produit de ces deux fonctions, et, par suite, aussi, de

FO)F(^(7T)-5 .

Afi.ii.dc l' Rc. Nurnude. 3e Série. Tome X I . — - MAI i8()4- â î
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Posant alors

^^^-'^^-^(.r),
i

on obt ient , par le calcul i n d i q u é au n° 69,

(3o) .r9(^)=îp^y4- ï-^-

Ce résultat pouvait, d 'ai l leurs, s 'obtenir a u t r e m e n t ; cara/,^ le qua r t
du. nombre de façons d o n t n est déconiposable en deux carrés. Donc

4. yf//,<-l•//•7l•r+ ï r:;, -.>, yY-^^'-.i-..-1 ,-tl^X _.i_ ï .-..- 1 <> .̂ /.. -//^JT.r
^ ""

1

et en se reportant à la relation à laquel le s a t i s f a i t S^'"^'*', ou retrouve
faci lement la formule (3o).

En. combinant de même par m u l t i p l i c a t i o n les séries F, , Fy, F;(, F^,
on obtiendrai t des fo rmu le s analogues.

73. Voici encore un autre exemple :
Nous partons de la fonction

F(.)----^(.)Ç(.r.,-.-,,...-..0^

en désignant par A(//) la somme des diviseurs du nombre n. On
verra f ac i l emen t que

T ( s — iK^TT^T^)

ne change pas, par le changement de s en 2 — .y.
Posant alors

},(^\^~ïn^x^ ....,,_^^^^^^^^^^ ,,^^

on arrive à w_ ' ['^e') ,j
37T,X- ~ X* \——^— -- -AJ ,

en désignant par SA la somme des résidus de la fonction

r(5--i)(3î;d;)-'ç(,î)Ç(.î-i)
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contenue dans un rectangle ABCD (./?§'. i3), BC ayant une abscisse com-
prise entre 2 et 3, et AD entre •— i et o.

Fiff. i3.
y

Après calcul faci le on arr ive à

, / 1 \ , , . Tî^' 7? t ,
^( " :•;- ̂ )4- •-1111-1- • 1 1 - 1 ' —— • 1 1 - 1 1 1 1 " - --lo^r." \ ;r / ' • î ;>. i '.>. ./• ^

La considération des f o n c t i o n s ^ ( s ) ^ ( ^ -3), ^(^}Ç(^-1"1- 5 ) , . . . don-
nerait des fo rmules analogues, mais plus compliquées.

74. ïiappori avec la théorie deH fondions et du. groupe modulaires —
Main tenan t remarquons que toutes ces séries sont pér iodiques . Prenons
par exemple la fonction ^^ ( x ' ) du. n° 70.

On a
/ \ î

91 ( ^ ) .-: ^"91 ( x ) et 9 i f ^ •4- 2^^ ̂  ç i , f ^ ) .
\, •'2'" /

Posant oc =...... ^y, ori peut exprimer ces relations en disant que des
valeurs de la (onction pour un certain argument j, on déduit les va-
leurs de la même fonct ion pour l 'argument déduit du précédent par les
subs t i tu t ions , .p,

ei o ï 7

On, aura donc les valeurs de la fonction pour tous les arguments
déduits dey par les substi tutions du groupe dont les deux précédentes
sont les génératrices.

Considérons deux fonctions <p^ correspondant aux, deux nombres



l64 E. CÂHEÎN. ~ SUR LA FONCTION t(s) DE BIEMANN, ETC.

premiers p , q^ tous deux de la forme 4 / l - + - r ? oi-1 t008 d61^ ^ I8

forme t\n — i. Soient ^ { p } et ç^. Le rapport ?J^ est une fonction modu-
laire, invariable par les subst i tut ions du groupe, dont les substitutions
génératrices sont

( ° l } el ( I ^V
\ — I 0 / \ 0 ï /

Ces considérations établissent un lien entre la théorie des fonc-
t ions^^ à coefficients périodiques, et celle des fonct ions et du
groupe modulaires.

75, Remarque, — Enfin nous terminerons en exprimant des séries
de la forme

y __^^^^^^^^^^^^
Â»à ( an^ + 2 hniii + c/^)*'
///, //,

(a, b, c, entiers; m, n prenant tous les couples de valeurs entières,
0,0 excepté) au moyen des fonctions précédentes.

Nous citerons seulement ici, comme exemples les formules su ivantes

^.^^:^(,y^

l^T^^^"^^^^^

+ [ (•• -~ ^)e(^) + ̂ w^) + ̂ e(^),
0(.?) étant la série à période 8

/ ï ï î ï \
^ + y ^ ̂  "~ ^ ̂ + • - - • •

On peut démontrer ces formules en évaluant le nombre de fois que
chaque terme est contenu dans chaque membre.

Mais ceci appelle des recherches plus générales.


