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SUR LA

FONCTION Z(s) DE RIEMANN

FONCTIONS ANALOGUES,
Par M. H. CAHEN.

el Y e

INTRODUCTION.

Lorigine de ce travail est dans le célebre Mémoire de Riemann,
Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse.
Dans ce Mémoire, Riemann considere la fonetion uniforme €(s),
qui, pour les valeurs de s dont la partie réelle est plus grande que 1,
w
est représentée par la série E ;;I;~
nel

Il démontre la formule

7 - 2 . s A i
L(1—s) == Gy (:()h(-;) I'($)C(s).
A ce propos, on doit remarquer que cette formule, ou plutot une
équivalente, avait déja ét¢é donnée par Schlomilch (Zeuwschrift far
Mathematik und Physik, 1858); et une du méme genre, portant sur la
fonction
< (= 1)"

700 = A

n=0
déja en 1849, par le méme auteur (Zeitschrift fir Mathematik und
Physik).
Méme Euler, en 1761 (Compies rendus de I’ Académie de Saint-Pélers-
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bourg : Remarque sur un beaw rapport entre les series des puissances, tant
directes que réciprogues) avait donn¢ cette relation, sans d’ailleurs en
donner une démonstration, ni méme préciser les valeurs des sommes
qu’il considere.

Ces deux séries {(s) et 7. (s) sont des séries de la forme 23'[ Ces
séries sont remarquables par leurs propriétés arithmétiques : identité

d’Euler
P | I
nt R y

J — e—

P

Mémoire de Riemann déja cité; travaux de Lejeune-Dirichlet sur la

progression arithmétique, et sur les formes quadratiques binaires.
Pour les séries employées par Lejeune-Dirichlet dans cette derniire

question, on doit encore remarquer une formule de M. Hurwitz dont

les précédentes sont des cas particuliers | Eintge Eingeschafien der

Dirichlet’ schen Functionen E < %) ;}; (Zeuschrifl fir Mathematik und
Physik, t. XXVII; 1882‘)].

;. Y & ‘ . ,oe
Ces séries z =% sont dans un étroit rapport avece des séries de la

2 Wl » , . . .
forme 2‘%(5‘”, et ces deux formes de séries sont des cas particuliers

de la forme Za,,e"vv", les A, croissant indéfiniment avee n. Sur ces
dernieres, il y a une petite Note de M. Kronecker (Monatsberichie
de U Académie de Berlin, 1880).

e sont ces séries Eane‘*n‘ que nous étudions dans le Chapitre |
de ce travail. Nous démontrons l'existence d’une droite de conver-
gence, dont nous déterminons Pabscisse au moyen des coefficients
de la série, généralisant ainsi un certain nombre de résultats connus
pour les séries Za,Le"“.

Etudiant ensuite la fonction représentée par la série, nous cher-
chons les conditions nécessaires ct suffisantes pour qu’une fonc-
tion f(s) soit développable en série de la forme Eane"w‘. Nous
énoncons un théoréme relatif a la multiplication de ces séries. Enfin
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. , ;o ( %y
nous appliquons ces résultats aux séries de la forme > =2, et nous

donnons quelques applications arithmétiques immédiates de ces
séries.

Dans le Chapitre II, nous rappelons les résultats obtenus par Rie-
mann relativement a la fonction {(s). Nous y ajoutons quelques appli-
cations arithmétiques dont deux ont déja été données par nous dans
les Comptes rendus de U’ Académie des Sciences du 16 janvier et du
6 mars 1893.

Etant conduit & étudier la fonction ¥ (s) dont il a été parlé plus
haut, nous montrons qu’on peut en faire une théorie completement
analogue 4 celle de {(s).

Enfin, dans le Chapitre III, nous abordons une nouvelle généralisa-
tion. {(s) et 7 (s) ne sont que des cas particuliers de séries Z—f—z% dans
lesquelles les coefficients o, se reproduisent périodiquement de p
en p.

Apres les préliminaires indispensables, nous nous bornons au cas
de p premier. Il y a p — 1 séries indépendantes de la forme indi-
quée. Or nous montrons qu'on peut choisir justement p — 1 séries
jouissant d’une relation fonctionnelle analogue a celles de {(s) et

n
7.(s). En particulier, on obtient les séries 2 —<~,11127 <§> étant le carac-
tere quadratique de n par rapport a p.

Etudiant les zéros de ces fonctions, nous sommes amené a des
fonctions holomorphes analogues & celle qui se rapporte & {(s) et que
Riemann appelle £(¢). Nous employons pour cela une méthode géne-
rale qui, d’une relation fonctionnelle relative 4 une série de la forme
2%’}, permet d’en déduire une relative & une série de la forme
Z o, e

Nous terminons ce dernier Chapitre par quelques applications de
cette méthode générale & d’autres fonctions.

Cette relation relative i la série Zane—””, jointe & la relation

E oy c-n(;c-r‘)zvr):: E ane—rzx’
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permet d’en trouver une infinité d’autres. D’ailleurs ces fonctions sont

de celles qu’on rencontre dans la Théorie des fonctions modulaires.

CHAPITRE I

1. Nous ferons d’abord quelques remarques relatives aux séries de
la forme Eane‘m, dans lesquelles les «, sont des constantes quel-

conques, les A, des constantes réelles, positives et croissant inddfini-
ment, de sorte que A, < h,<...<A,<...ctqued, tende vers -+ =;
enfin s est une variable. Cette forme de séries a une assez grande géné-
ralité.

Si Pon suppose que les A, soient les nombres entiers conséeutifs,
la série devient Za,,e“’”, ¢’est-d-dire une série ordonnée suivant les
puissances de e™*.

Sil’on suppose que les A, soient les logarithmes des nombres entiers

Xn

—5 les séries de cette forme sont

consécutifs, la série devient Z
remarquables par leurs applications arithmétiques.

- Remarquons que, par la transformation e~ =z, la série Eane“*n’
devient Eocnx%.

Relativement & la convergence de ces séries, dans le cas simple ol
A, = n, I'existence d’'un eercle de convergence pour la série E o, x",
donne immédiatement celle d’une droite de convergence, parallele i
Oy pour la série 2 a,e". La série est convergente pour les points du

plan situés & droite de cette droite. Elle est divergente pour les points
situés a gauche. Or ce premier résultat se généralise pour les séries de

.
la forme Zan e,



SUR LA FONCTION {($) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. 70

Nous ferons dépendre ce résultat d’'un théoreme, d'ailleurs bien
connu, que nous énoncerons sous la forme suivante :

2. TutorkMe. — Soient deux suites indéfinies de quantités

Ay @y oo Wy ony

Oibyoo by ...

Supposons que :

1° Le module de A, = a, + a, + ... — a, reste fini quand n augmente
indéfiniment ;

20 La série B _formée par les modules des quantités b, — by, b,—b,, ...,

by, — by, ... est conpergente;

n-1
30 b, tend vers zéro.

Dans ces conditions, la série

Pe==a b+ ayby~+...4+~a,b,—+...

est convergente.

Supposons de plus b, b,, ..., b,, ... fonctions d’'une variable s, a,,
@yy .., a, élant des constantes.

Si by, tend uniformeément vers séro, et si la série B est uniformement
conyergente, la série P est aussi uniformément convergente.

En ellet, considérons la série

Q = Ay (by— by) -~ Ay (by— bs) .= Au (bp— bps ) = -+,

et désignons par P, B,, Q, respectivement les sommes des 7 premiers
termes des séries P, B, Q. Soit d’ailleurs H une limite supérieure du
module de A,,. On a

P -
l n-tp T Pn - Qn—!—p - Q n=1 “+ An—&-p ,)IH-[H—I - AIL bll'

D’ailleurs
[ Qn«wi— Qn——l ] < 18 ( B/M-])"‘ B/L-1) (l)'

(1) | =] désigne le module de «.
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Donce
l Pn«l—p"" Pn ] < [{(Bn'{-p— Bu—-l) -+ III b/t—f--p+1 l -+ }I | bn l'

Or, d’apres les hypotheses faites, on peut prendre n assez grand
pour que, quel que soit p et quel que soit s,

3

B/H—p - Bn—l < 'm’

’ €
‘ bn-!—/) +1 ‘ < m ?

[ba] < §in
Alors
[Ppep—P, <e. ¢. Q. F. D.
Corollaire. — Dans les conditions de I'énoncé, la série P est une
fonction continue et intégrable de s.
Supposons de plus que les dérivées b, &), ..., b,, ... des fonc-
tions b,, by, ..., b,, ... de s satisfassent aux mémes conditions

qu’elles, & savoir :

1° La série B’ formée par les modules de b, — b, b, — b,
b, ,— b, ...est uniformément convergente;

2° b, tend uniformément vers zéro.

Alors la série

.

Pr=a, b +a,by+. ..

est uniformément convergente.
Cela suffit pour établir que cette série est la dérivée de P, et les
mémes considérations s’appliquent aux dérivées successives.

3. Remarque sur la continuité de la série dans un cas particulier. — Sup-
posons que la série a, + @, + ...+ a,-+... soit convergente et ait
pour somme A. Supposons b,, b,, ..., b,, ... fonctions de s, el que
pours =s,, b,, by, ..., b,, ... solent égaux 4 1. On peut se demander
si, s tendant vers o, la somme @, b, + a, b, + ...+ a,b,+..., suppo-
sée convergente, tend vers A. Cela ne résulte pas du théorbme précé-
dent sur la continuité de la série, car, pour s =s,, b, ne tend pas vers
zéro, et d’ailleurs cela n’est pas toujours vrai.
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Posons

A =a —+a —+...,
Ri=a, +ay +...,
]{2‘-—“((:; “+a, —+...,
l,‘”: iy A=t . ..

Alors

\ Zan bn - “\ = Z a/l(b” i I)
(1 ' (A —Ry) (b 1)+ (Ri  —Ry) (by—1) ...

+ (Raey— Ry) (b —1) ...

Il faut voir si la somme de cette série tend vers zéro lorsque s tend
vers §,. Considérons la série

(2) A1) =By (byby) A= oo+ Ry oy (b — by e .

La somme des n premiers termes de la série (2) ne differe de la somme
des n premiers termes de la série (1) que de — R, (0, — 1), qui tend
vers zéro, quel que soit s. La série (2) a donc méme somme que la
série (1), etil n’y a qu’h examiner cette série (2).

Dans cette série, la somme des termes qui suivent le 7¢m¢ est

I{II» (/)/H-l - /)/l) -+ Rn =1 ( b/1.+2 - [)n—l-l) -+ ... )

et Pon peut prendre r assez grand pour que le module de cette somme
soit plus petit que

g H bpiy— by l | bpier — bpiy ] -+ -]’

quel que soit =.
Or, supposons que, s tendant vers s, la somme

I Onir — by I ~+ l Dy — by ! eI

reste plus petite qu’un ceriain nombre k, pour toutes les valeurs de n supe-
rieures ¢ un certain nombre r. Alors la quantité précédente est plus
petite que k. '

Ayant ainsi choisi 7, on peut prendre s assez voisin de s, pour que

Ann. de ’fic. Normale. 3¢ Série. Tome X1. — Mars 1894. 11
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le module de la somme des autres termes de la série (2)
A(bi— b))+ Ry (by— b)) oo Ry (b — byy)

soit plus petit que %, car b,, b,, ..., b, tendent vers 1.

Alors le module de la somme de la série (2) est plus petit que 2¢4,
¢’est-a-dire qu'un nombre quelconque donné & 'avance. Donc ce mo-
dule tend vers zéro. Donc @, b, + a,b,+ ... tend vers @, +a, + ...

Remarque. — Mais si 'on suppose que la séric a, -+ a, + ...+ @, +...
soit absolument convergente, cette condition n’est pas nécessaire. Kn
effet, dans ce cas,

n=1

Zan b, ——2 a, :::2 ap(by—1) ::za”(/),, 1) IE a, (b, 1)
1 n

»

zan(l’u ‘"“])

n

Or

4

w
< Ia'/z(/)n o I)I<1Z!(1lli’
n

n

en appelant « le plus grand des |6, — 1. On peut choisir 72 assez grand
pour que

"
Y]a I/VE-
T
n

Alors cette partic de la série est < e. Ayant ainsi choisi n, on pourra
supposer b,, b,, ..., b, assez voisins de 1 pour que

"\

2 a,(by—1)| < i’

Ete. 1
4. Application aux séries 2 a,e’#. — Nous allons trouver la droite
de convergence relative & ces séries au moyen du théoreme suivant :
Tugorime. — Sipour s == s, la somme des n premiers termes de la série
2 a,¢™¢ reste finie, la série est congergente pour toule valeur de s dont
la partie réelle &.(s) (") est plus grande que celle de s,.

(') Nous désignerons la partlie réelle d’'un nombre s par K (s).
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De plus, la série est uniformement convergente pour toutes les valeurs
de s dont la partie réelle &.(s) est plus grande que & (s,) + ¢, ¢ étant un

nombre positif aussipetit qu’on veut, et dont la partie imaginaire est plus
petite en valeur absolue qu’un nombre quelconque T.

En effet, supposons que les quantités @ du théoreme précédent soient

oy e, age RS L, o e,
et les quantités &
e«)‘,(s—-s.,‘), e -).,t.s‘-»f-.s'.,), cL, emhalsms)
Comme ces quantités satisfont évidemment, d’apres les hypotheses, a
la premiere et & la troisieme des conditions imposées par le théoreme,

il ne reste plus qu'a démontrer qu’elles satisfont & la deuxieme, c’est-
a-dire que la série
2 [¢Pn (550 e @t (55,)

est uniformément convergente.
Or on a
§— 8= a =t bl,

a étant positif et b aussi, et 'on trouve facilement

’

. . . N L L 0(hy— Dy _
I el (S=8,) e by (85,) [ S \/(e-l'"*‘:“ — (3".—"”“)2‘{" /l sin? '———( pfneell )(3 m by

2%
et, par conséquent,

A A N R —u ()‘Il+)‘ll—|)
Lot (65— @ hus(5=5) | @ Fumatbm el b(hyy—Rpg)e 0 2,
Or la série

E ((3 )\“M,u___ e"-/.nfl)

eta,

a pour somme

Quant i la série

b Z (b — 7‘/1-«1)6‘“ ”(E ) ,
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on a

bt hgpemy
— ,_._’)

Oumerye "

< Dy @ s — b @

N 2 .
pourvu que A, ., > = (').

. . - . 2
Done, si l'on appelle r le plus petit nombre tel que A,_, > = on
aura

- - r—1
Lt ey

-l — 5 -l . i . - .
z (A —2pr)e ( 2 ) < 2‘ (A= Ry )e s+ Z (hpoq €™ rus = b =),
2 ”

c’est-h-dire

E (7\11 - 7'~11-M 1 )""

Finalement, la série

Zﬂ [ el (5=8,0 oy (88, ;

est absolument convergente et sa somme est plus petite que

r—1
; - - . .
et b 2.1 (= dna) e aack bhy e e,

c¢’est-a-dire que

Pl
N ~ \ ; - y
ehyt P 2 (7‘~n — 7"/1’»1) ey T Doy €M,
2

Donec le théoreme est démontré.

CoroLrame I. — 8¢ la série est conyergente pour une valeur s, de s,
elle est convergente pour loute valeur de s dont la partic réelle est plus
grande que celle de s, .

(1) Par un développement en série, celte indgalilé revient &

]

N 2\ . NIy { o
% o ZV (g == Dy ) L T b I 0.
< ned (/> " w1 24 2., S T N DY R IO LI Ny

ne=2
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Cororratre IN. — Sila série est divergente pour une valeur s, de s, elle
est divergente pourtoute valeur de s dont la partie réelle est plus petite que
celle de s,.

5. Droite de congergence. — Partant de 1, on établira facilement
existence d’une droite de convergence D parallele & Oy (fig. 1),

g, 1.

Y D

—

c'est-d-dire telle que, pour toute valeur de s située a droite de cette
. , . ) .
droite, la série }_d o, ¢~ est convergenle, et que pour toute valeur de s
située a4 gauche la série cst divergente. Pour les valeurs de s situées
sur la droite D, il y a doute. La série peuty étre convergente ou diver-
gente, ou convergente en certains points et divergente en d’autres.
6. Dérivces de la série. — Dans la portion du plan ol elle est con-
1 ;Y , . . .
vergente, la série }_‘ a, e~ ** représente une fonction continue de s. II
est facile de démontrer que, dans cette méme portion du plan, la série
Z — Nyo,e ™ est aussi convergente et représente la dérivée de la
précédente. Car, si 'on considere une valeur s, située a droite de la
droite de convergence, mais telle que &(s,)<<a(s); puis les quan-
tités a, égales h o, e, et les quantités b ¢gales & A, e~ il suffira,
d’apres le théoreme 11, de démontrer que la série

N y . S B .
2‘mo(l(A,,e‘“'\“f«‘**.,) Dy € P (58,0

est convergente, ce qui est facile par une méthode analogue & la pré-
cédente.
En effet,

l .)\n, e huls =35, )‘n —1 e~ (58,) ]

= \/(7%—1 e lnea Dy e @) e fhy by SID? <
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et, par conséquent,

[ %, e hals=8) — X, e Puma (550l |

1ty
oy taat— e = b(hy— hyy) (R hu—y)? e 2
—_ -_ﬂ._'_.?.'::.i «
<)‘II~le—7'"'“I - )\ne"‘u“ = /)(7\,‘ — )./,,,_1 ) 7\,,6' 2 .
Or la série
2 ()\Il—l e“)l”" o 7*1:6"1" “ )
a pour somme .
roehe,
Quant & la série o
—t (f’tfv".'.‘“)
[)2 ()‘/z"" )“/l«l))‘lle *
on a
kYo
(.}‘u - 7*11—1) hae : << 7\/5 e ¢ - /.;“; [ )‘u,

3
pourvu que A,_, > =

. . , 3
Donc, si I'on appelle r le plus petit nombre tel que A, > > on
achevera le raisonnement comme au n° 4.
Ensuite, on verrait de méme que les séries 3\ (— A, 2o, e, ...,
ul 9 . Pt
2‘(—— A )Pa,e sont respectivement les dérivées secondes,

pienes de la série ) a0

L]

7. Remarque sur la continuilé de la série dans le voisinage de la droue
de congergence. — Soit s, un point de la droite de convergence. Sup-

_ . . .
posons que Zoc,,e”)'n% soit une serie convergente et voyons si, s ten-

Y ul 3 \
dant vers s, Zoc,,e"’-u‘ tend vers Zane“"n‘n. D’aprés laremarque (n°3),

- Wl 1 .
il suffit pour cela que z | e7?0=%) — ¢ huil=3) | 'reste plas petit qu’un
n

certain nombre £ pour toutes les valeurs de n supéricures i une cer-
taine limite.
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Or nous avons vu (n°® 4) que, en posant s — s, = a = b,

@ ©

2 |e=Puts=50) — e hnal5=50) | < 2 (€ dnmi®— c=Hat) 4 b Z Ry €= — ), o=y

n n n

B S L) WY R
(en supposant » >r). Il est facile de voir que cette quantité est plus
petite que 1 -+ (Z“:

Donc Zoc,, e~ tend vers Za,, e ™%, & condition que g ne tende pas

vers o, ¢’est-d-dire & condition que la courbe suivie par s pour aboutir
en s, ne soit pas tangente a D (/ig. 2).

Fig. 2
Y D
/J
o
] B

Mais si la série Zd-fsz"')'""" est absolument convergente, la condition

précédente n’est pas nécessaire, Za,,,e“’-n‘f tend vers Za,,e“"u‘», quelle
que soit la courbe suivie par s pour aboutir en s,, d’apres la remarque
de la fin du n° 3.

Ces théoremes sont, comme on le voit, des généralisations de théo-
remes bien connus sur la série de Taylor.

8. Détermination de la droite de congergence. — Cherchons aussi,
par analogie avec ce qui a été fait sur la série de Taylor, a déterminer
la droite de convergence. On sait que, si I'on considere la série
Zane" s, I’abscisse de la droite de convergence est log/, en appelant /

.. , . « A nT .
la limite supérieure pour ~ infini (') de v/|e,|. (Voir Hapamarp,

(*) On appelle limite supérieure pour n infini de nombres ay, as, ..., @p, ... UL
nombre L, tel que, & partir d’une certaine valeur de #, tous les a, soient plus petits que
L -+, mais tel aussi que, & partir d’une certaine valeur de », il y ait une infinité d'an.
plus grands que L — ¢, quelque petit que soit ¢.
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Essai sur Uétude des fonctions donndes par leur developpement de Taylor
(J. de Liouville, 4° série, t. VIII; 1892). De plus, lorsque la série est
convergente, elle I'est absolument (excepté peut-étre pour les points
de la droite de convergence ).

Ce résultat se généralise facilement pour les séries 2 a, e, pourvu
que les nombres A, soient comparables en grandeur & une certaine
puissance positive de », ¢’est-d-dire, pour préciser, pourvu qu’il existe

v en n* . . P . .
un nombre positif « tel que ;= ne croisse pas indéfiniment avee n. Je

-
dis que, dans ce cas, I'abscisse de la droite de convergence est log/,
en désignant par /la limite supérieure pour n infini de |, |, et que
dans la région du plan ol la série est convergente, elle Uest absolu-
ment. En effet, la démonstration de ce théoreme, donnée pour la série
Ea.,,e"”*", s'appuie uniquement sur ce fait que la série A\:«V'”’ ou p
représente un nombre réel positif, plus petit que 1, est absolument
convergente. Or il est facile de voir qu’il en est de méme de la série

R . n* : ) .
z Pl car puisque =— < L, L ¢tant un certain nombre,
‘T

n*

- n 5
4 LR ) 1
(l ot IJ. ‘n ~< IJ. -

Ty >

n"

Or, ¥ w estconvergente, puisque

0x7] ‘TI/‘
/ e d

Jo
2 un sens.
A ce propos, on élablira facilement fa remarque suivante :
Si

t )'ll I ]‘ i
....... (3 / [ 7'
Z I v i

ont des limites pour n == x, ces limiles sont

les mémes, généralisation du théoreme bhien connu sur les limites de

U piy " ul-l'*--—w ) , v - C \ - . ,
——1 et \lx,|, pourva que les 4, satisfassent & la condition énoncée

n

plus haut.

P P . - n* . T Y P
9. Mais supposons maintenant que 5— croisse indéfiniment, quel

”n
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que soit le nombre positif a; c’est ce qui arrive justement dans le cas
important de A, = logn. Alors la convergence de la série E a6 ne
dépend pas seulement des modules des quantités «,, mais aussi de
leurs arguments; et, de plus, la série E a,e”** peut étre convergente

sans ’étre absolument.
Voici alors comment la position de la droite de convergence dépend

des coefficients. Supposons que la série 2 a,e”* ne soit pas conver-

gente dans tout le plan, autrement dit qu’il y ait une droite de con-
vergence. Nous pouvons supposer que, par un changement de variable
de la forme s =s,+ ', on ait fait que cette droite de convergence

\,
‘

ne soit pas & gauche de Oy. Ceci posé, on a le théoreme suivant :

TnkoriME. — L'abscisse de la droite de convergence est égale a la li-
mite supérieure pour n infini de

n
-
lOg Cy
R S
‘n

En effet, soit / cette limite, et soit « 'abscisse de la droite de con-
vergence. Considérons une valeur réclle s > a, et par suile s > o,
- )
de sorte que z o, ¢~ s0it convergente. Posons

n

—

2 : Cp e~ = Sn,
1

d’ou 'on déduit facilement

Op = (Sn — S, ) e)"“g’

et, par suite,

n
2 op==8,eM + (83— S1)eM 4. ..+ (8, — Sp—1) €
1

= St — 8, (MF— M) — 8, (el — M) — . . . — S,y (€5 — elumi®).

Soit S un nombre plus grand que |S, |, [S,|, ..., [S,[, -... (Par hy-

Ann. de I’ fic. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — Mars 1894. 12
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pothese o, ¢~ est convergente.) Alors

n
Z o, | < S ¢ha’ 4 S[____ ehs -+ S —gha’ - ehd . — ehui® -+ 67'""'] <8 ( o ¢S — C)‘l‘)
1
ou
n
ch,l < 28ehs,
1
d’olr

n
ul
log 24“”
1 < log2$8
7\ll )\/z

Cette égalité montre que [Zs, et, comme ceci est vrai pour toute va-
leur de s plus grande que @, on a aussi

(Za.

D’autre part, je dis que la série est convergente pour toute valeur
de s plus grande que /.
En effet, on a, pour » suffisamment grand,

log ﬁ: o,

1
—y— <l+s

‘n

quel que soit e, d’ott

n
2” — o, (148
Ccly —‘—An L)‘”(“‘ ) (An< |)’

1

n

~ a - N

Z Gty == Ap €00 ghall+)
1

dpi= Ay €0 a8 — A iy g llhe)

N . . \ .
(3) 2 oty €= :Z (Ap e @all+e) — A @0y ghuy(14E1) gD,
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Considérons

(4) E A, e eha(l+e) (8—}‘1:5 — e—)~,,+,5)_

La somme des n premiers termes de la série (4) ne differe de celle
des n — 1 premiers termes de la série (3) que de

A, el ehall+e) g=2s,

qui, pour s >+ ¢, tend vers zéro.
Donc il suffit de démontrer que

2 A/L eiO,, e).”(lq—a) (e"7‘u5— e—‘l.,,+ls)

ou, plus simplement,

2 era(l+2) (e—).“.s' — 6‘7‘u+r")

est convergente pour s >/ + e.
Or cette série est égale i

E (e~ a(5=1=8) — g=D,(s—1=2)) +2 e=Mna (8 =1=2) (1 — g=(hupy=hy) (1+2)) 5

la premiere partie de cette somme est convergente.
La seconde est plus petite que

({~+¢) 2 (M — Ay ) @ Pnsals=1=2)
¢’est-a-dire plus petite que
(L+e) (h,e—t=t=2Du—h, , e=(==hu,),
2

§ — l— € '
Donc elle est convergente aussi.

Puisque pour s > /la série est convergente, ¢’est qu’on a

pourvu que A, >

l4+e>a
quelque petit que soit ¢; d’olt
(Za;
mais on a démontré que
(2 a.

Done ! = a.
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10. Voici encore un théoreme sur les séries z o, e,

g

-Mﬁ

TuioriME. — Soiz r = lim sup. - Je dis que, si une série ¥ o, ¢

n=nr
est convergente pour unc valeur a (Ie s, elle est absolument conyergente
pour les valeurs de s dont la partie réelle est plus grande que celle de

a—+r.

Car soit une telle valeur @ + r + ¢. Soit

n

— )

2 n et = Siye
1

Op== (S, — S,_y) ernt

On a done

et, par suite,

(6) Z o,y e hnle i rrt) ;:;2 (8, — Spey) e=balrrts,

Or |S,— S,—| reste plus petit quun nombre fixe A. Done Ia somme
des modules des » premiers termes de la série (6) est plus petite que

.
AZ‘ e=hulr+0)

laquelle est convergente, car, puisque lim sup —— == r, I'abscisse de

n=m 'IL

la droite de convergence de la série 2‘(:""/5 est r.

Exemple. — Si une série de la forme 2 < est convergente pour

s = a, clle est absolument convergente pour l(,s valeurs de s telles que
A (s)>a ~+ 1, parce que

logn
limsup. —2— ==
n=wm l)?:"'
Une série de la forme Z‘(‘]Tg"i) peut étre convergente, et ne Iétre
n
absolument pour aucune valeur de s, telle la série 2‘ ——Ley parce
(lngn)‘

que

lim su -—-125-'5—
R D- loglogn —
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Le théoreme du n° 8, & savoir que, si les nombres A, sont compara-
bles en grandeur & une certaine puissance de 7, la série Za” e est

absolument convergente pour les valeurs de s situées a droite de la

droite de convergence, est un cas particulier du précédent, puis-
; logn

qu’alors lim sup. —*= est nulle.

n

4

. ’ ’ ;. W .
11. Fonction représentée par la série 2‘ a, ¢ . — Dans la portion du

plan ol elle est convergente, cette séric représente une fonction holo-
morphe de la variable. Mais la réciproque n’est pas vraie. On peut
chercher les conditions néeessaires et suffisantes pour qu’une fonetion
soit représentable dans une portion du plan par une série de cette
forme. De plus, on peut chercher & déterminer les coefficients.

Voici une forme de conditions nécessaires énoncées par Kronecker
(Monatsberichte de I’ Académie de Berlin, 1880), et d’ailleurs la suite
du raisonnement de 'auteur peut servir a démontrer que ces condi-
tions sont sullisantes.

Soit /(s) 22 o, ¢ pour r (s) > L.
1
Soit a> (.

i
- . 1 e’ . s ) :
On sait que - / —ds est égal & 1 ou & o, suivant que b cst po-
L/

4

sitif ou négatif.

Fig. 3
yl a+eor
‘ @
o] @
a~-cor
I a-+wi L ews )
Donc s1 nous GOHSIdéI‘OﬂS ;—1—1;/‘ /<S>-S_ (/S, l)l“S(IUO, I)Olll'
Ju— i
&(s)=a,
o0

f(c) :Z o, g--).us’

1

et que la série est uniformément convergente, il en résulte qu’on peut
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éerire

i +ool ws

I e /l-l—aol()(“_ " s
— S(s)—ds =—VYa, s_z: o,
2LTT 2l’TE P

a—=f

en supposant w compris entre A, et Az, .
Cette égalité
Wt Aol

(w)—J— F(s) ) gms 8 —zaﬁ

2LT .
—w

détermine les A, qui sont les valeurs de w pour lesquelles ®(w) est
discontinue. Elle détermine aussi les o,,.
Donc, des conditions nécessaires pour-que f(s) soit développable

en série 2 o, e~ pour & (s) plus grand qu'un certain nombre o sont
1
que la fonction de la variable positive w

N T .
I (s)e™s
DO(w) = — / L(s) e ds,
(-

20T 8

dans laquelle @ est un nombre quelconque >, soit indépendante de «
eLsoit constante pour w, compris dans les intervalles o — A, A, — %,
[

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, la fonction est dé-
veloppable en série de la forme indiquée.

Soit L une valeur de s telle que & (0) > d, et prenons a < &(0).

Posons

ol

(7) ;:; S(s) e“* Z o, pour Ap<<w <<l

a—wi

On a

e ) .
[ Coe="hdiy = — e b e—hit,
/)

“n

Done on déduit de (7)

I

u + 1 WA wi n
L dw f < f(c) =0 ds = — (euut — %) B a1,

20T
-0t
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et, en sommant les deux membresde n =1 & n = =,

ll+aol
({uf —j‘(s) e““—m(ls——z‘ oty et
Olrf a-wi S

n=1
ou
Ce_)‘lc a-oi f 9) e) s .
—-—-—-———-2L.Tr /“‘_wi S(S——C) 5' 2_la11 'l.
Or intégrons f((f) C)ds le long du contour d’un carré ABCD de coté

, dans lequel 'abscisse de AD est «, et celle de BC est + 9. Puisque

(l-l-&l )
$)¥S ds £ls) el
L(—-)-—— a un sens pour a >d et w > o0, ¢’est que A 3

Y—i

pour s:a—l—aoi un module infiniment petit par rapport & celui

f A, s
) I ’ S) et VA . ’ .
de —- Donc dans lintégrale [ {Z%—)—ﬂds, I’élément d’intégration
‘ /D¢ ou AB N T

. A . 1 Ay e , - .
décroit au moins comme — quand ¢ croit indéfiniment, tandis que la

longueur du chemin d’intégration est égale 4 ¢. Donc cette intégrale
est nulle pour ¢ infini.

Tig. 4.
v D (o]
£
O e @
A = B8
) ohy§ V.
De méme, puisque f &%Lds est fini, /((9)— C)ds est nulle
B )

pour ¢ infini. On a donc

o) Ao i ok,
_._C_C__.Ef /(s)c” ds =t e MR,

20T s(s—2¢)

—wi

R étant le résidu de la fonction sous le signe/ pour le seul pole €
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PN .
qu'elle ait dans le carré. Or ce résidu est —C_*/(C)' On a donc bien

©

JS&) :E o, el

n==1

12. Remarque. — Si pour toutes les valeurs de @ plus grandes que «,
d-onf
5 s . , .
S(s) e“"% est constant, il en résulte que f—}— =o0, ABCD
Y ! Y AB ch

étant & droite de d, et AB, CD étant & Uinfini (fig. 5).

Fig. 5.
y ° ¢
Sa- E
A B

Réciproquement, si 1'on sait que la fonction f(s) est développable
en série de la forme 2 a, e~ sur BC, si, d’autre part, on connait un
prolongement analytique de la fonction & gauche de BC, tel que 'on
puisse démontrer quc/ + | =o, il en résultera qucf -::/ , et, par

AB Ch AD BC
suite, si la fonction est holomorphe dans le rectangle ABCD, il en résul-
s ‘ A ‘o - -
tera qu'elle sera développable par la méme série Zm”c W sur AD.

Nous verrons plus loin des applications de cette remarque.

13. Sur une correspondance entre deux fonctions. — Soit
Fa=logk,.

Sila série 2 «, e"¥* est convergente pouf certaines valeurs de s, la

série Eane—"n‘ sera convergente pour toutes les valeurs de s dont la

partie réelle est positive.
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En effet, on a, par hypothese,

n
log | X o
|

lim sup. —*———% non infinie.
n=c r
Done
n n
¥
l()g zan lOg ZO(,L'
lim sap. —=ted = lim sup. — L1 2 — g,
n=w n n=w IJ‘IL )‘~ n
Pn ]()g)‘ﬂ ) a AP a It » * |1 l‘
car & = —==* tend vers zéro. Donc la droite de convergence de la
‘n n . -

série E a, e~ a pour abscisse zéro.

On a
I ” ;
¢S = e f xSt e=ru® (.
L(s).J,

N\ S s .
2, oy et = F(s),

2 o, ¢ Vud = /‘( .‘-)’

Donc, en posant

on a

(8) S(s)= 1‘-('5_5 [ st F(x) de

“0
pour les valeurs de s telles que &(s)>a, a étant l'abscisse de la
droite de convergence de A(s).
Remarque. — Puisque 'intégrale (8) a un sens pour les valeurs des,
telles que & (s) > a, @ étant P'abscisse de la droite de convergence de

, . - . , .
la série 2‘ a, eV, ¢’est que F(x), lorsque « tend vers zéro, devient
. . 1 - . v e N
infinie au plus comme —- [F(2) peut d’ailleurs rester fini pour

x = o0.]

4. Awtre forme d’intégrale définie. — La remarque précédente
@«
permet de transformer l'intégrale f ¢~ F(x)dx de la facon sui-
0
vante.

13

Ann. de I’ Fe. Norm. 3° Série. Tome X1. — Mars 1894.
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Considérons fw"“ F(—a)dx, prisele long d’un contour C (fig. G),
C . . .
décrit dans le sens positif, enveloppant 'origine, n’enveloppant d’ail-

leurs aucun autre point de discontinuité de la fonction F(— x), et
s’¢tendant a U'infini vers les = négatifs. Soit, par exemple, un contour
formé : 1° par I'axe des z de — » & A; 2° par le cercle infiniment
petit C; 3° par I'axe des @ de A & — ==.

¥ig. 6.
Y

AQ’/C a
Par définition, 2" = e*-"16%; loga ayant une infinit¢ de détermi-
nations en progression arithmétique de raison 2w, ™' a une infinité
de valeurs en progression géométrique de raison 2™ =4, et 'intégrale
précédente a aussi une infinit¢ de valeurs. Pour fixer la valeur de 'in-
tégrale, nous supposerons que, lorsque x part de — =,

loga =log(— ) —im,

log(— x) étant réel.

Alors, lorsque a revient & — o aprées avoir tourné autour de lori-
gine, logx prend les valeurs log(— ) —+ .

Remarquons maintenant que, puisque F(a), lorsque « tend vers

, . . . I s gy .

zéro, devient infinie au plus comme —, Uintégrale, prise le long du
petit cercle, est nulle pour les valeurs de s telles que &(s) > a. Dans
ces conditions, on a done

2 0
fxs“‘ F(—a2)dz= / (—x)-1F(—az)[cos(s —1)m—isin(s—1)n] dx

G —o0
+/ (— )1 (—ax)[cos(s —1)m~+ isin(s —1)w] dx

0
= u'sin(s——x)-r:f x5~ P (z) dx.
0
Donc

20sin(s —1)m

f 25 I (2) da = - - fxs—il"(—"-f)llv’v;
o ¢
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par suite,
~0, 8 — ! rs—1 ] .
o, e S = — - - 25~ F(—2)dox
2 n ul’(s)sm(s——l)rr/(: ( )
ou
S T(r—s) /‘
0L € hnd == ot s F(— ) dor,
(9) Do i, (— )
5. Extension de la fonction f(s) ::2 a,e ™. — Nous avons dit

que, dans la portion du plan ol la série Ea,,e b5 est convergente,
elle représente une fonction holomorphe f(s).
Il existe une fonction et une seule, uniforme, 4 discontinuités sepa-
, ) . . . . . - ) )
rées par des intervalles finis, qui coincide avec Zoc,, e ™, pour les
valeurs de s pour lesquelles cette série est convergente.
C’est cette fonction que nous désignerons par f(s).
Or la formule (9) donne 'expression de /(s). En effet, 'intégrale
fa:“‘" F(— a)dx conserve un sens pour toute valeur de s. Ainsi
G
T(r—s)
f(8) = it | 5=V F(— &) d.
(%) ain J, (— =)
On peut d’ailleurs déformer le contour C défini précédemment,
pourvu qu’on ne lui fasse pas envelopper d’autres points de disconti-
nuité de la fonction F(— «) que I'origine.

16. Inversement, on a

A+l gy
. 1 T(s)e-vns
e h® = — f T s
P
o~ ooy

2T

done
Aol
Py ==r L NCANACI
(10) F(z)= 2irrjﬂlwi por ds.

. , . \ul ’ A -
Mais la convergence de la série Zaue'lu“ n’entraine pas celle de la
série ZC/-”G“"M. Cette condition de convergence est donc a ajouter.
Ainsi une condition nécessaire pour que f(s) soit développable en
série de la forme ), «, e ¢, pour &(s) >d, est que Uintégrale (10)
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ait un sens pour toute valeur de @ > d, soit indépendante de «, ct
soit égale & une fonction F(x) développable en série de la forme

z o, e~ hT,

17. Opérations sur les series Z o, e . — La somme ou la différence
roe . ¥l

de deux séries Y o, ¢, N Bued est une séric Ny, ¢, les v,
étant les A, et les ., rangés par ordre de grandeur croissante.

De méme, le produit 2% e X< E B,e ¥ peut étre mis sous la

O . ;
forme 2‘ ¢ e b, les p, étant des sommes X, + p,, rangées par ordre
de grandeur croissante. Cependant cette transformation n’est certaine
. , . - - .

que si les séries z o, e, 2 B,e~*" sont, pour certaines valeurs de s,
absolument convergentes; mais il est important de remarquer qu’elle
subsiste méme pour les valeurs de s, telles que la condition précédente
ne soit pas remplie, pourvu que les séries soient convergentes.

En effet, pour les valeurs de s, telles que les deux séries soient
absolument convergentes, par exemple, celles dont la partie réelle
esta’, on a, en posant

O 5 . O o )
S(s) ::z oy € s, P (s) —:2‘ B e tus,
le produit
N - .
S(s)o(s) = Z Op e 0uf,
Or, si pour la valeur réelle @ de s, a <<, [(s) est développable en

série 2 o, e, on a la fonction

o+ i, .
I * (s)ews
O(w) = ;in,/ S ) s,
‘ «

S

—s i

indépendante de «, et, par suite,

1 y I3 cl\’.&‘
=y f AS ) e S =0,
2T Jprcp

AB, CD étant a infini ( fig. 7).
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Si ¢ (s) est aussi développable en série Y B, e7%, pour la valeur a
de s, on aura

1 (s)ao(s)e™s 1 ~ s’ :
_— f ./_(_)J_(_)__._ oy — —= f Z@” -fg ;,.) e(W=,)s e — o,
2T A +cp $ 2T sp+cp s

At wi 3 wes
Done —'—f :[,(.'?2“‘?‘.(‘.:‘._),,_5___ ds est indépendante de «, et, par suite, la
2LTC “

n—i
fonction f(s)¢(s), étant développable en série de la forme }: S, eFut
pour les valeurs de s, dont la partie réelle est &, I’est aussi pour celles
dont la partic réelle est @ (n° 11).

Fig. 7.

B D C

0 a a’ o/
A B

Un cas intéressant est celui ol les nombres A, se reproduisent par
‘e . , . 3 - .
addition. Alors le produit de deux séries de la forme }_‘ o, e~ est lui-

méme une séric de cette forme. Exemple : A, =n, A=logn, A,=loga,,
les @, étant les nombres entiers non divisibles par un quelconque des
nombres premiers contenus dans une certaine suite finie ou infinie p,,
Pas -
Autre exemple : A, == log(p*—+ p*), ...
N , . 9 . . , - Et‘/. e—."n‘"‘
De Ia on déduit facilement le quotient de deux séries T’Bﬁe—*f" et
. SB,e P
Ja série obtenue n’est convergente que pour des valeurs de s dont la
partie réelle est plus grande que celles qui rendent convergentes

S -l - . ul _
2 o, ¢4, z B, e, et que celles qui annulent Z pe v
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L8. Application des resultats precédents aux series de la forme

o ;. g N o ) ’ ey
}: 711 — Les séries de la forme Z »,-ij; sont, comme nous I'avons déja
=) 8

. . . ’ . \
dit, des cas particuliers des séries de la forme 24 o, e . Elles corres-

pondent au cas de A,=log~. Ces séries admettent une droite de con-
vergence parallele & Oy, dont I'abscisse, quand elle est positive, est
donnée par la formule
n
log 2 o,
1

a=1lim sup. ———
n=w P logn
En particulier, on a les théoremes suivants :

oo ). Y I .
Tucorime . — La série Z ~ @ pour droute de convergence x = 1.

PR p D (— )" .
Tutorime II. — La série Z ("75’)_ a pour drowe de convergence
x = 0.
n
[4 L) \ . oo | all ! \ N
Tuconime 1I. — Soit la série 2‘ — les a, clant tels que z o, Crowsse

1
agec n comme une certaine puissance & exposant posiif de n, n*.
Alors la droite de conpergence est x = .

En effet,

n
log zoc,,
my __logA,+alogn

logn logn

i

log A, reste fini. Donc la droite de convergence est x = a.

S . , , , . o . .
19. Fonction representée par la série Zh:' — Dans Ia portion du
] T x”)' *t o ' I_f Apio ﬂ "\NrOQH . $ A
plan ou elle” est convergente, la serie -5 represente une fonction
uniforme et continue des. Cette fonction est holomorphe, et sa dérivée
s'obtient en prenant les dérivées des termes successifs de la série.

Inversement, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fone-

tion f(s) soit développable en série de la forme 2%;‘ pour les valeurs



SUR LA FONCTION ((§) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. 103

de s dont la partie réelle est plus grande qu’un certain nombre

a+wi
positif & est que la fonction de w, -2—17—_f G

a—owi

& (a) >d indépendante de a, et constante pour les valeurs de w
comprises dans les intervalles o-log2, loga-log3, ....

eh'.\‘ .
Z ds, soit pour

NI E-Y]
.. , . 1 T'(s
Une autre forme de condition nécessaire estque > / —}(——) J(s)ds
i .

soit développable en série de la forme 2”‘”6_“ pour & (x) > o, ou, ce

qui revient au méme, que la fonction de «,

Fu)= L /‘"Hﬂ ) S () ds,

e (—logu)

soit une fonction de «, holomorphe dans le cercle de centre o et de
rayon I.

C[IL —_— ,,_,,. ’ ,-cb‘— l: e &£ X
2 ;l": l‘(s) *fo\ ‘ 1 ( ) C{t ’

Z apyut="F(u),

en posant

ou

Yn I‘.( ]__—f) a5 F(e*) dee.
n’ 2T ¢

« » . . ;. » Y A
21. Voici quelques formules sur certaines séries de la forme z;‘
Posant, d’apres Riemann,

on a, d’apres Euler,

p désignant tous les nombres premiers.
On déduira facilement de la

-
i.2...x 1.2...03 ns

(11) [C(S)]'JZZ glg+1)..(g+a—1) ¢g(g+1)...(g+p—1) 1
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¢ étant un nombre quelconque, et posant n décomposé en facteurs

premiers
n=a*bd....

Comme exemple d’application arithmétigue, on a pour n = 2

[P =D (24 1) (B1). o

D’ailleurs
[Z(s)PP= Z {L’ﬁ), [%(n) = nombre des diviseurs de 7].

Done
' An)y=(a-+1)(B+1). ...

formules analogues pour ¢ = 3,4, ....

On déterminerait de méme la somme des diviseurs d’un nombre par
la considération de la fonction {(s) {(s — 1), ete.

Si dans la formule (11) on fait ¢ = — 1, on obtient

) R {J.(Il)
(l..) C(S) —Z 10 H

w(n)=osincontient des facteurs premiers multiples.

m(n) ===1si n nen contien( pas, + 1 si le nombre des facleurs
premiers de 7 est pair, — 1 dans le cas contraire; résultat connu.

Cette série Eﬂ,%'f)— est.certainement convergente pour & (s)>r,
mais elle est peut-étre convergente pour des valeurs de s dont la partie
réelle est plus petite que 1.

22. Dérivation et intégration numérique. — Soit une fonction numé-
5 q
rique ¢(d). Nous appellerons, d’apres M. Tchébichel, intégrale nume-
rigue de la fonction ¢ (d), la fonction ¢ (n) définie par I'égalité
b(n)=8u(d),

le signe S étant étendu a tous les diviseurs d de n.
Inversement, ¢ (d) est la dérivée numérique de ¢ (n),

o(d) =D[Y(n)].

Etant donnée ¢(d), on en déduit immédiatement §(r).
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Inversement, étant donnée Y (n), on peut déterminer () par plu-
sieurs procédés.
On a, entre v et Y, la relation

'( \ . (n)
B =i B

Exemple : Soit Y(n) = n. Alors ¢(n) est égal au nombre des nom-
bres premiers & n et plus petits que lui; d’olt

¥ gLy E(s—1)
ne T Z(s)

Généralisation. — On peut considérer g, (n) = D(n"):

o -1(n) :/Lk<| (:,«) <1 !/l"> . _<, - ll/)’

o (1) est égal au nombre des nombres plus petits que »”, et n’ayant

avec n* que des facteurs premiers communs du (£ — )¢ degré au
plus, ou encore 94, (n) est égal au nombre des systemes de £ nombrcs
plus petits que n, dont le plus grand commun diviseur est premier
avec 7, '

E?_’-‘Ti(") i C(s --/.A
ns - g(s)

La fonction ¢, (2), en particulier, s’est présentée dans certaines re-
cherches relatives aux groupes de congruences ('). Elle se présente
aussi dans la théorie de la division par n des fonctions modulaires par-

20T

ticulieres. De méme que ¢ * dépend d’une équation irréductible & coef-

" . , R 263y -+ [y ,
ficients entiers de degré ¢(n), de méme f(——;———— w,w, ) dépend

d’une équation irréductible de degré ¢,(n) (*).

(1) Voir Porlesungen aber dic Theoric der elliptischen Modulfunctionen, de Klein, pu-
bliés par Fricke, L. I7 p- 395 et suiv.

(2) Voir Porlesungen iaber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, de Klein,
t. II, p. 1o et 11.

Ann. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X. — AVRIL 18g4. 14
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923. Auires series :

A

La série {'(s) est égale a

La série é(( )) s’obtient facilement en partant de I'identité

co) =1 ( .

On en déduit

CI"?) ! o : I Nl' ! >
7s) «‘?_‘locp<—j. oy e s

CHAPITRE IL

24. Nous allons appliquer les résultats précédents a la fonction {(s).
Nous allons rappeler succinctement les résultats dus & Riemann (Ueber
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Griosse, OBuvyres com-
pletes ), en les précisant et les complétant sur quelques points.

On a
Zﬁ r_ 1 wxs'ld.x“_“ (r ——s) 28 ’dx
g(sj ’ls - 11(3)4/0‘ ¥ — 1 - ———-2—;77.' f&'_‘x

[d’apres les formules (8) et (9)].
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La formule

T(r—s) / s tdx

2w J, eTF—1

£(s) =

montre facilement que la fonction n’a qu’un pole s =1, le résidu cor-
respondant étant 1, car les autres valeurs de s, qui rendent I'(1 — s)
infini, annulent I'intégrale.

Cette formule montre aussi que

£(0) = —
que

¢(~2kj=o (% entier > 0),
que

Y
((—2k—1)= (-A--—i)/‘ 'l‘L’:; ks

les nombres B, étant les nombres de Bernoulli définis par

a L B, 2 B, - B; "
[ el (I TSTEUUE WU S L - el . e e
e — | a ' 1.o 1.2.3.4 ‘ 2.3.4.5.6

Tous ces résultats s’obtiennent en remarquant que, pour ces valeurs
de s, la fonction sous le signe /', devenant uniforme, on a facilement
la valeur de I'intégrale par un caleul de résidu.

25. Expressions générales de {(s). — Les formules

PN L axiidr
Cs) = Z s T(s) / er—1

4]

ne sont valables que pour &(s) < 1; mais on a, comme on I'a expliqué
au n° 14, une expression générale de {(s) par la formule

£(s) = F(l ?) /\7.'*“511

e el —
ou par la série de Taylor

§(5) == = - G+ Ci(s —1) +...,

—- 1

dont les coefficients numériques se calculent facilement, et ol il est &
remarquer que C est ¢gal & la constante d’Euler, ou encore, comme '
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remarqué M. Hermite, en parlant de

25 da

Ss )‘_l‘(c) [ ex—1

séparant I'intégrale en deux parties et appliquant une méthode ana-
logue & celle qu’a donnée M. Prym pour la fonction I'. On obtient ainsi

, T I 1 B, 1« / 1‘-‘dJc
=y e )

26. Relation fonctionnelle. — La fonction {(s) satisfait & une rela-
tion découverte par Riemann et Schomilch. Nous reproduisons ici la
démonstration donnée par Ricmann.
x5t dx

Si a(s) <o, lintégrale [C

.

prise le long d’un cercle de

S/
l
t

.

centre O ( fig. 8) et de rayon infini est nulle.

Done
C(s) ==~ L(1—5) ZA

A désignant les résidus de la fonction sous le swnc/ relatif aux diffé-
rents poles 2kin (£ #o0).
Calculant ces résidus, on trouve

O . TR T
— o &1 (V[ ¢ — [
2 A= -(2m) tacos(s—1) 5 2 =
1
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et, comme &(s) << o,
R(1-—38) >1.
Donc
ZA = — (2x)"12cos(s--1) 1;r C(r—s).
Par suite

C(s)=T(1—3s)(2m) 12 cos(s— 1')? C(r—s).

Cette relation est ainsi démontrée pour &(s)<7 o, mais, les deux
membres étant des fonctions uniformes de s, la relation est générale.
Cette relation peut encore, comme l’a remarqué Riemann, s’ex-
\ s
. ). N . s - . . .
primer par ce fait que la fonction F(;)ﬁ' *{(s) reste invariable par

le changement de s en 1 — 5.

27. La fonction £(t). — On peut encore dire que
et

p(‘:l.:t!:ff) 7 (o )

1

est une fonction paire. Cette fonction a les poles £ = == |. Done
Lt

Y-l

2

20— (a1 (

est une fonction entiere paire. Riemann en donne I’expression suivante

v ';.ir " ‘ ~L
By =4 / ff["-'k (f_ZJ z *cos(ttlogr)da,

/, dx

4]

VEOED A

0
(Pour la démonstration, voir le Mémoire déja eité. )
28. Valeur de C(s) pour s entier et positif. — De la relation entre
C(s) et L(x—s), on déduit

((ak)y - 2120 GO (= )T,

C(r—2k)

ou
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Mais la relation entre {(s) et {(1 — s) ne donne pas les valeurs de

¢(s) pour s entier positif et impair, car pour s = — 2£ elle se réduit
4 0=o.
Remarque.
1 T astde 1 (= La)-tde
A (O . et I(s)), T r—a
(— La )‘ Y
Intégrons ~———"——- " le long du contour ABCDEFA (fig. ¢); on
Iig. 9.
C
—
D EA%A \B
~14E [§ 1-€

obtient, en supposant s entier et positif,

T 51 T gs-1 dl) (L + im)s1
o={(s) — g__...)._ e L - i _(._____.},_TE)__ do.
2 2 g, A
tang = 0

0

Développons (L + ¢m)*=! par la formule du bindome et remarquons
d’ailleurs que

1
1 (—Laz)y=t 1 1 ( :
e <}3”—~'i5f0 Tiwew T e g e fi’f"T) S

Cette formule donnera {(2%) en fonction de {(2k — 2), {(2k —4), .

-
: . L _ . .y T Gk b

ce quiredonne le résultat précédent, et aussi les intégrales 7
tang -

. 2

en fonction des valeurs de ¢ pour s entier impair. Faisant le calcul, on
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trouve pour les premieres valeurs de £
>t 6dh

—p = anL2,

tang 5

e zmomLa — 78(3),
0

— =oamilla — 9T £(3),

G db
—)~f{)0 —=omtlia — 182 4(3) + 47 {(5),

29. Zcros de ((s) et décomposition en facteurs primaires.

RION
£ s)

=o' (1—5) (2m)5~1 cos i-':):—l-n.

Les zéros du second membre qui ne sont pas infinis de {(1 — s) sont
des zéros de {(s).

Or le seul infini de {(1--5) est s =o. Donc les zéros du second
membre, 3£ o, sont zéros de {(s). On trouve ainsi

s —ak (£ entier positif),

ce qui était déja connu.
D’ailleurs o n’est pas racine, puisque {(0) = - {.
A part ces racines -- 24, il ne peut exister que des racines f3, telles
que 1 — [ soit aussi racine.
La partie réelle d’une telle racine est comprise entre o et 1, car la

formule
I

£(s) = —t—r

()

montre que {(s) ne peut s’annuler lorsque &(s) > 1.
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B et 1 — B étant racines, il faut donc que
o<ZR(B) 1.

Si nous nous reportons aun® 27, ces racines [ sontliées aux racines o
de la fonction £(¢) par la formule

=1 B

L’existence des racines o a été démontrée par M. Hadamard dans un
beau Mémoire (') couronné par I’Académie.

L’auteur démontre de plus que le module g, d'une racine (les
racines qui sont deux 4 deux égales et de signes contraires étant
supposées rangées par ordre de modules croissants) est donné par la
formule

. , . X ¢ " .
kp étant compris entre — et 5, et de plus la fonction est du genre
q :

ERA

zéro (en ¢*), ¢’est-a-dire que

H(0) - E(o) ”(, ;)

sans facteur exponentiel.

30. Autres applications arithmétiques de la fonction ((s). — Nous
pouvons maintenant aborder quelques autres applications arithmé-
tiques de la fonction {(s), & savoir, la recherche des valeurs asym-
ptotiques des fonctions numériques. Les différentes formes sous les-
quelles on peut présenter ces applications se¢ raménent en somme &
celle que leur a donnée Halphen dans le tome XCVI des Compees rendus
de I’ Académie des Sciences.

Soit
Ao, M=)

I 28

J(s) =

pour d(s) = {

et
F(z)=2x(1)4-%(2)+...4- 2 E(x),

(1) Ltude sur les propriciés des fonctions entiéres et en particulier d’une fonction con-
siderée par Riemann (Journal de Liouyille, année 18g3).
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E(x) étant le plus grand entier contenu dans x. On a

A+l .

F(J')::;;,?l_ f;:f(':)d: NR(a)> L.

Ya—wmi
. Y x= \
Or si I'on intégre — /(=) dz, le long d’un rectangle ABCD ( fig. 10),

Fig. ro.

D C

Y

|

[¢]

=~

A 8

comprenant & son intéricur le point Z on a

F(r) = 3A — — 2 /() ds.

YD +DA 4+ AB 7

. x® P
ZA = somme des résidus de = /(=) dans U'intérieur du rectangle. Or,

4
-~

s'il arrive que / , soit pour « infiniment grand, d’un ordre de
Y CD 4 DA - AD
grandeur inféricur & XA, on voit que la formule précédente donnera

une expression asymptotique de F(x).

31. Halphen applique sa méthode & la recherche de la valeur asym-
ptotique de
F(ry=o(1)+o0(2)+...49(n),
o(n) étant le nombre des nombres plus petits que 2 et premiers avec
lui. Il trouve

9

0

b R74
2

F(r)= (asymptotiquement).

|

3

(Voir passage cité.)

La méme méthode s’appliquerait aux fonctions ¢, (n), g.(n), ... du
n° 22.

On trouverait facilement en posant

Froi(n) = 0pq(1) 4+ 91—y (2) +...4 @1 (1)
Ann.de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — Avrin 1894. 19
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et refaisant un calcul & peu pres identique 4 celui d’Halphen

i ymptoti ent)
{ [ — 31N E N
Fioi(2) DTS (asymptotique

¢’est-d-dire pour £ impair et égale 24" — 1

o x \ 24
Fg/u‘_1(3?>tji.2...(Q/n"‘-~—])‘;—w<;—;‘t> .

32. Enfin voici une application trés importante que se proposait
Halphen, mais qu’il n’avait pu réussir, probablement parce qu’il
voulait se servir de la décomposition de la fonction {(s) en facteurs
primaires, décomposition annoncée, mais non démontrée par Riemann.
Depuis, le résultat ayant été démontré, comme nous I'avons dit, par
M. Hadamard, nous avons essayé de rétablir le raisonnement de
Halphen, dans une Note présentée a I'Académie des Sciences (') el que
nous reproduisons ici.

Le résultat que nous voulons démontrer est le suivant :

La somme des logarithmes des nombres premaiers qui ne dépassent pas x
est asymptolique a x.

Ona (n°23)

) ¢(s) N I 1
(13) t(.‘)‘? “210{,/’([—; '1‘7}7&4".,.),

P

p désignant les nombres premiers.
Soit 0() la somme des logarithmes des nombres premiers qui ne
dépassent pas x.
. ] , . o » Bz
Si I'on ordonne la série (13) sous la forme 2‘;.’;"7 la somme des »

premiers coefficients est — b (n), en posant
] : |
p kS
Y(n)=10(n)+ 0(/&") -+ 0(/2”) A+,

et ce développement est valable pour les valeurs de s dont la partic
réelle est plus grande que 1.

(1) Comptes rendus, 16 janvier 1893.
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Donc

«

N L [zl
Yla) = 2zanu? 75 4

AB étant une parallele a Oy, indéfinie dans les deux sens, et d’ab-
scisse supérieure i 1.

Pour évaluer cette intégrale par la méthode de Halphen, j’integre la
fonction sous le signe / le long du contour d’un rectangle ABCD
(fig. 11); BC, AD étant A Pinfini, CD étant & gauche de la droite =1,

Fig. tr.

Y C 8

0 1 a
D A

et d’ailleurs pouvant étre curviligne, mais tel que le rectangle ne
renferme pas d’autre pole que 1 de la fonction sous le signe f
On a -

1 o2t (s)
_— 2 s e —
20T Jypen = E(3) ‘ ¢
et, par suite,
. Coat (s
(14) Y(z) == -t‘»/ = —C—(:'—)) ds.
BEDA

Je dis maintenant que j

Be

et/ sont nulles. En effet, on a
DA

[

+ Llogr
o 7

ul—

5—1



1
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Alors
!
f 22 8(3) ..
BCouDs ~ s £(s)
1
i e - 1 i
a - 5—2
=_— £ P S eI
20T z . 1\ 2 2 n(s—+2n—2) 5 5s5—1 2
o AT (5— = n==1
e/ BCouDA 2,

tend vers zéro, lorsque BC et AD s’éloignent indéfiniment, parce que
chacune des parties de cette intégrale tend vers zéro.
1l reste done

est infiniment petit par rapport 4 2 pour z infiniment grand.
SiI'on pose

c 22 0 (3
F(x)::—l.—j z” J_(_;_,? ds,
D

2Ty, 5 7(z)
! 1 1
on a
2 (s) 9 g
— _-.___ ' —_ I3,
‘P( ) 20T .45(5) 1__.2:——1 2”1_/ o é

et, puisque la partie réelle de z est plus petite que 1,

...//
A EOGE) ety gre-n e ga- g ds
20T D(‘~C( )

loga [ x° .
i — (123 ds
2im Jy,

= L—;—F(zx) —+ ;I;F(zﬂm) -+ J —2loga.

—g(z)=

La série du second membre, ¢tant convergente, on a

n=om

. I . I o 1.
lim [—2-,; F(erz) + F;,-F(a"“x)—k—...J = 0.
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Posant 2"~ 'x = X,

EARTINN U I [ AU, Iy -
ggﬁmbmzx)-{—;uzx>+...]§_o

ou
lim [— go(X)X—',— 2 logg:l —o,
ou enfin
lim [(’D (;()] = 0. C. Q. F. D.
X=w
Done

b(z)=x(-+A),

A devenant nul pour @ = .
Ainsi §(2) est asymptotique i .
Maintenant on a
1
) =24 (at) < 0(r) < P(a)
ou

‘ [("“A)" 2'%7;[}! < H(x) << x(1-+A).
.;L' -

Donce O () est asymptotique & «, ce que nous voulions démontrer.

33. Ce résultat appelle quelques remarques. Comparons-le avec
celui bien connu de M. Tchébicheff; ce dernier permet de calculer
des limites numériques pour 0(x), tandis que le précédent n’en
donne pas.

Par contre, le précédent permet de démontrer 'important résultat
suivant énoncé, mais je crois non démontré par M. Stieltjes (') :

Le nombre des nombres premiers compris entre z et (1 -+ k), quelque
petite que soit la constante h, va en crovssant indéfiniment avec x.

En effet, la somme des logarithmes des nombres premiers, compris
entre (14 A) 2 ot a, est égale &

(t--2)z(1+4+AY—z(1-+A)=z(h+A+ A" —A).

(Yy Comptes rendus de U Académic des Sciences, 6 mars 1893.
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Le nombre de ces nombres est done plus grand que

2(h+A+AL—A)
log (1 +/A)x

expression qui croit indéfiniment avee a.
Remarquons aussi que ce nombre est plus petit que

z(h+A+Ah—A),
logz ’

done la fréquence des nombres premiers compris entre x ¢t (1 +/A)x

est plus petite que
h+A -+ Ah—A

loga

et, par suite, tend vers zéro.
Enfin, remarquons que dans la formule (14) on peut achever U'inté-

gration, puisqu’on connaitle développement de -(-)) en fonction des 2.

On trouve ainsi

~ 3 asinalogx - cosa loga I !
Y(z)=a — a\/x 2‘ & = --A~;L 1—-—1> -I- G — logm®.

_}..

o«

Si, comme 'annonce Riemann, les « sont réels, on voit que la dif-
férence ¢ () — « ne peut atteindre un ordre de grandeur supéricur

. Lt
.

a x*

34. La fonction 7 (s). — La fonction 7 (s) est la fonction qui est
définie pour &(s) > o par
ey — § (=0
7(s) = (2 1)

Nous allons montrer qu’on peut faire de cette fonction une théoric
analogue & celle de {(s).
On a

— ( ~~I)" 1 as=t o P(i—s8) [ a5t
7 (s)= Z(pn I i Py da == R / ’:&;Tz’-_-&»_(./‘lx.
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La fonction 7 (s) est holomorphe

7.(0) =14, .
o (— 0/‘)m_(_])k]_?iﬁ_.(/:-{—r)(/: +2)...(9,/.-)’

2

en posant

1 o 2‘( E, z?"
P 2 o(r.2...n)

35. Expressions geéncrales dey (s) :
T'(ir—ys) as=1
20T o (A S
E, E, . -

(s)= Lo - 2 I as—! J
A o, [ (s‘) SN__F ," m — . .J ~=- .l.’(-S'),_ A P (}—J:['E'

7(8) =

Nous jugeons inutile la démonstration de ces formules, absolument
analogues & celles relatives a la fonction {(s).

36. Relation fonctionnelle :

F(r—s) x25~dx

2T o CEeE

20k

Un pole de la fonction sous le signc/ est

(k- {?) [T:’
son résidu est

. T, T
- sin (s 1) 5 {cos(s—r) 5

(o k 4+ 1y = 2

(__ ,)/H-l

L’ajoutant au conjugué, on trouve

. T
P sm(s—l);

(2~ 1)t=s i 9s=1

(___ ,‘)/r t-1
Done, en raisonnant comme au n° 26, on trouve

I'(r—s)mn*=tsin(s — ;)g
'/.(‘9):"‘ oi—1 J“/.(I'—'q)’
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relation qui peut cncore s’exprimer en disant que la fonction

() r ()

ne change pas par le changement de s en 1 — .

37. Valeurs de 7y (s) pour s entier. — De la velation entre 7 (s) et
y.(1—s), on déduit
. ™
7.(1) = 7
et
. . It T 2fe-4-1 Ek .
/‘(2A+I)M§<;> T O

mais on n’a pas les valeurs de 7 (s) pour s entier positif pair.
Appliquant une méthode analogue & celle de la remarque du n° 28,

L — oAy
on trouve les valeurs principales des intégrales “eoey en fonction

Y0

de . On trouve, par exemple,

T 0db
Vp/ m”"’ /|’/‘(fl),
40

T 62 0
Vi / Li/-}' —4my(2),

....................

38. Zéros de la fonction <y (s) et décomposition en facteurs /)nmm/('s
— On a

T(r— s)ms-tsin(s --1) E

y“»(x——.s-) T Pt

Les zéros du second membre sont zéros de 7 (s). Ce sont les nom-
bres — (24 — 1) (£ enticer et positif). De plus, il peut exister des
racines {3’ telles que 1 — (3’ soit aussi racine. La formule analogue :
celle d’Euler
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montre que 7 ne peut s’annuler si &(s) > 1. Les racines B’ ont donc
leur partie réelle comprise entre zéro et 1.

On peut former une fonction 0(¢), analogue & la fonetion £(¢), rela-
tive & {(s), qui n’ait plus pour racines que les nombres «’, liés aux §'
par la relation

En effet, on a

=1 Ta

1 s B I R L L TL
(a7 1) <Z> 1‘<~»9 ) = j x* e Ydr
- - 0

ou
s
1 (n) 2 1,<1+.s“‘) - —tam—uﬁf;—”l
e | 7 ) == N3 Yda.
(2n +1)" \ 4 2 )
Done, en posant
k2 T
-l —(2n 1) —
2‘ (— 1)t (2n—1)e fe=g(a),
0
on a
148
T CENSYS A e 1zt
7(8) (7> I <—2) ~/ x * g(x)da
A 0
Or

comme on le tive facilement de formules elliptiques; donc

18

NTTE /e s o 5=l st
7 (s) (E) 1‘(1 *"S) ::/ x? o(x)de+ | x? glax)dr
) R 2 /1 l )
) :__—_! o] _i
= x * o(x)dr -+ x *o(x)dx
1 1

- Changeons s ¢n § - ¢Z, et posons le premier membre égal & 0(¢), il
vient
10 ~ 1 t
0(¢) = :a/ x *cos 5 logz o(x)dx.
1

Ann.de U’Ec. Normale. 3* Série. Tome X1, — AvaiL 1894. 16
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On démontre identiquement, comme M. Hadamard I'a fait pour
£(2), que 0(¢) est du genre zéro en ¢*.

39. Applications arithmetiques de la fonction <y (s):

- I
5) :iil I — T’
(=n*

le nombre premier 2 n’entrant pas dans le produit

- /1-1—1 rtl 1
L__ = ]0 [ ! —+ (_:‘_.Q:_ N _:I.
Z 2 p\ p‘.!.s‘ [)I»

En opérant, comme on I'a fait au n° 32, on démontre que, cn
posant

x Pl

1

o(a) est infiniment petit par rapport a a :

1

X

2 (1) ¥ log gp=Bua;

1

a
Z logp — &+ Aa.
1

On en déduit que la somme des logarithmes des nombres premicrs
de la forme 47 + 1, qui sont plus petits que 2, et celle des logarithmes
des nombres ‘prcmicrs de la forme 4 — 1, qui sont plus petits que x,

d’autre part,

M{s

sont asymptotiques &
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v
e

CHAPITRE IIL

40. Les sériesz ’% et Z (”i‘;T_'C)}y du Chapitre précédent présentent

ce caractere commun que les coefficients e, s’y reproduisent périodi-
quement de un en un dans la premiere, de quatre en quatre dans la
seconde. Nous sommes done assez naturellement amené i étudier les
séries dans lesquelles les coefficients se reproduisent de p en p, ¢’est-
a-dire les séries de la forme

2 [ | 2 ) ) N al,
SN T BN .2 A
(ph 1) (ph —=2)* (phk~+p)*
k=0
CONVERGENCE DE CES SERIES. — THEOREME. — St o, + oy 4+ ... -+ 0,524 0,

la séric est convergente pour &(s) > 1, et divergente pour s (s)<C 1.
St oy 4 oy . .. @, == 0, la séric est convergente pour &(s) > o0, cl di-
pergente pour &.(s) < o.

Il suffit d’appliquer la reégle du n° 18. La somme des £p premiers
coefficients est égale a
Loy a4 ..o ap).

L’abscisse de la droite de convergence est donc égale &

. ol k(oy—4 ttp~.. .-
lim sup.1 BlA (ot oat }—a,,)|’
im0 log kp

c'est-i-dire que cette abscisse est égale a1, si o) + ...+ o, 0,
etd o8l o, + oy ...+ o,=o0.

41. Series premiéres et non premiéres. — Un premier exemple de ces
;. . . . . a1 .
séries périodiques est obtenu en multipliant 2 ~ par une expression

de la forme

oy 22} an
= b= g
¥ 2 h
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On obtient ainsi le produit

'1+1 ‘ \:OC|+0€-3_41 L %n
‘_:_ ;"]‘-..)(T}' _2_.5: ...,/ls

On démontre facilement que, dans ce produit, les coefficients sc
reproduisent périodiquement de M en M, M désignant le plus petit
commun multiple des nombres 1, 2, ..., 4, dont le coefficient dans

7 2%’ (74 o .
la somme = + =% +.. .+ 5% est diférent de zéro.
Exemple :
1’ 1 1 1
TR

‘1 2 Z 11 I N I 1 ’
08 ns o s 'Q_s ‘5\ /I\ cc e

I 1 | } “ iR ,
o~ iy~ o S
' i 1 1 1 ) .+

N CE T

1 1
e S S U T
3(1-‘ (a4 1) (2a) (20 -+ 2)°
(qui présente cette particularité que les signes en sont alternés).
Que I'on multiplie la série ainsi trouvée par une nouvelle expres-
sion de la forme

Br | B B
e

et on trouvera évidemment une autre série périodique, car eela re-

vient & multiplier 27} par

oy -+ 4 _Cffi@,/ﬁ'_

19 NV Ut

La période de la nouvelle série sera le plus petit commun multiple
des nombres 1, 2, ..., AL dont le coefficient est de zéro, ¢ est-a-dire
MM’ (M désignant le plus petit commun multiple des nombres 1,
2, ..., £ dont le coelficient est différent de zéro).

Plus généralement, soit une série périodique de période ¢

24 74 24
ISP S () I
IS 25 (]b
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qu’on multiplie par

’@
o

ﬁh
; F- 7)’

e

1 8

1)

Soit M le plus petit commun multiple des nombres 1, 2, ..., & dont
le coefficient est différent de zéro. On démontre facilement que dans le
produit les coefficients se reproduisent périodiquement de My en Mg.

42. Donc les séries périodiques peuvent se distinguer en deux :
1° Celles qui ne peuvent provenir de la multiplication d’une autre
séric périodique par un facteur

J*)
@1 ph
R R A
2° Celles qui en proviennent.
Nous pouvons appeler séries premiéres celles de la premiere espece.
1% Exemple. — Cherchons la forme générale des séries périodiques
de période 3 ¢t non premicres.

On doit avoir
Mg ==3,

done
M =3, g =1

ou
M=, =3

L'hypothese M == 1 ne donne rien. Reste M = 3. Les indices des nom-
bres doivent étre diviseurs de 3, de sorte que la forme générale cher-

chée est ; b e
23 I c1 J|+ 3
A'ﬂ)Z/L*_ﬁ(T;‘“ 9“ P’)_,_

N . , . e I I
¢’est-i-dire les séries danslesquelles les coefficients de = et de = sont

égaux.
2¢ Fawemple. — Formes générales des séries périodiques non pre-

mieres de période 4.

M(/ = /l:
M=, g=1 ou M=o, ¢ =23
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ce qui donne

o () (B ) = (e PP e B2
et

[[(Ee3) ] (B B)
(16) (._5‘1“/1 O Yak CaYy | Yy GaYi el

( "(Tl»-‘+—"r—+‘§s‘+“7‘“‘>”

D’ailleurs ces deux formes ne sont pas distinctes : la série (15) sc
réduit & la série (16) en y faisant
Bi=oys, La== ot (Ya—71) + a7y, o= (22— o) 71 - a7
Remarquons que la série 7 (s) est premicre.
3¢ Exemple. - Forme générale des séries non premitres de pé-
riode 6 :
M =6, q ==,

M =3, q =2,
M = 2, g == 3,

d,()l\l
L I A (@x @2 63 (3«;
<—.\' -i._. ._.2.;. _|_ o .) ‘,l_.‘. _i_ ;A_ ..I_ 3s ._!_. —G,g

_ (?_x LB - B, B - By Bit+Po a-% 4Bt @_(*)@L‘P> T

4L
(a2)a | (L)
) It 08 | s 33

Oy Y oy Gy Yy oy Y Ly o UoY1~+ Cas
= _lfll_;___yl+__1_/_’~r._l_/l+~_.&+_%}__i‘_1__i@_r__ﬂ e
1é 28 3% 4% he 69

ooy oy o; . 0
[(4 +—3+—1‘) .. ] <—i+—3>
] 18 ¥ 3.«/ i 'l"’ 9,8

. (“131 oy 08y 030y o0 0y 0y + o0y | 00 a:,ag> |

g Py 35 - W 5e -+ 6*
Dailleurs la seconde série n’est qu’un cas particulier de la premitre;
on I'obtient en faisant

;Gl'“—:ix'/u “2:((22-—0(1)"-/1, (53:-;: Z1 Y3 C’»‘-.:(dg—" “1)73’
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D’une facon générale, si p est pair, la série obtenue, en faisantg = 2,
n’est qu'un cas particulier de celle obtenue en faisant ¢ =1, puisque
la séric & période 2

est égale &

43. Le cas ol la période p est un nombre premier est particuliere-
ment simple : il faut prendre alors

g=1, M=p,
et la série est de la forme

LR (’ﬁ_ L BAY A AL A B
i ) e *7,.«~—> ---- s Iy s T

\

Cest la seale forme de série périodique de période p qui ne soit pas
premidre.

En général, soit A le nombre des diviseurs de p : il y a A — 1 formes
de séries non premitres, si p est impair, ¢t A — 2 sculement si p est
pair.

44. Scries indépendantes. — Toutes les séries périodiques de période p
s’expriment linéairement en fonction de p d’entre elles, tellement
choisies que le déterminant de leurs coefficients soit différent de zéro,
par exemple en fonction lincaire des p séries

-
. Rl
(s :;;2‘ _—
k() (pr
(=]

Mais on peut aller plus loin. Soit & un diviseur de p,

[) ::/l’d.
On a
EN(s) + Ey(s) . . .= Eha(s) = p's &) (5).

On pourra ¢tablir autant de ces relations qu’il y a de diviseurs de p, en
n’y comptant pas p lui-méme; car, pour d = p, I'égalité précédente se
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réduit & une identité. Done, en désignant par A le nombre des divi-
seurs de p, on aura A — 1 équations semblables. Comme, d’ailleurs,
chacune de ces équations contient une £ que les suivantes ne contien-
nent pas, ces équations sont distinctes. Donc on peut exprimer les
p fonctions % en fonction de p — A+ 1 d’entre elles, qui ne sont pas
d’ailleurs p — A + 1 quelconques d’entre clles.

Parmi ces p — A + 1 séries, on peut en choisir A — 1 ou A — 2, sui-
vant que p est pair ou impair, qui ne soient pas premicres et qui s expri-
ment, par conséquent, par des séries de période moindre.

14" Exemple : p == 2. — Une série indépendante {(s).

2¢ Baxemple : p == 3. — Deux séries indépendantes, par exemple,

Xio)= (5 2)+ (o 5) +o= 2 (1= 5),

Xa(9)= (5 — ;'> + (} — )+

On obtient facilement

E3(8) = e o e e e e e X () o XL ()
E3(s) = = }—45 F = b lei(.s) - X, ()]
E“(S‘):—l—*i—‘l*‘ -+ L - e ![X (5)— X, (s)]
2 af 58 8¢ T T b b
10 L S1()]
() == PY; -+ 65 + o° He= a1
3¢ Exemple : p= /4. — Deux séries indépendantes, par cxemple,

C(s)ety(s). On trouve facilement

El(s) = ’1; -+ 'r!? -z C(s) (1 _— ..’.q) - &,

I

) = g g =20 (5 f)

hfey— L1 _L(s 1 A
() =g 5 "T(‘ ';;'é>“‘7’
£ () == gy o gy = o)
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4¢ Exemple : p = 6. — Trois séries indépendantes, parmi lesquelles
on peut choisir {(s) et X, (s). Ete.

45. Cas ot p est premier. — Ce qui précede montre les simplifica-
tions qui se produisent dans le cas olt p est premier. Dans cecas, ilya
p — 1 séries indépendantes, par exemple les suivantes

2 (5) __zn I -+ o - ol -+ + ot
ARAS) = (pr-+1)  (pn—+2)  (pn—+3) 7 (prn—+p)
n=>90
(/\‘:I,?,, L p—T,ap=e?l >
ou bien les suivantes .

A — f.‘____.._._.._r - —_
ak(s)_—Z(/{—l-n[))” (A—I72; ey P I)s

nez

et ces séries appartiennent bien & la période p, en ce sens qu’elles ne
peuvent s’exprimer en fonction de séries & période plus petite.
Nous nous bornerons donc maintenant a ce cas de p premier.

46. Relations entre les deux systémes de séries indépendantes. — 11
existe nécessairement entre les deux systemes de séries y, et &, des
relations permettant d’exprimer les séries de 'un des systemes en
fonction des séries de I'autre.

Posons, pour la symétrie,

, I
() =C(s),  ap=1, Eh(s)= T

S Lo Lp=pEs
Oy = g s Oy Y =&y,

af oy o o T = P,
=P %p,

Nous supprimons l'indice supérieur qui est toujours p.

Sil’on élimine y, et £,, il reste p — 1 relations qui permettent d’ex-

primer un systeme de fonctions, en fonction de 'autre
Ann. de I’ Fc. Normale. 3° Série. Tome XI. — AvriL 1894.
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47. Relation fonctionnelle. — On a

Tia—s 25!
X.k('g) = (2iTE ) 2keT dez.
f e-T—e P
Un pole de la fonction sous le signe f est
*(2=3)
2T | W —~ |
P

o étant un entier quelconque, positif ou négatif, et le résidu corres-
pondant est

i 2k
21rY'-l P
_<—17/ (wp—Fky=
Donc
. o
1a(s) __ [(am\t emnFoainh O —
Ci—s) — P (wp— k)t-s
) =00
s—1 (_1)55‘.._2,‘ E .
(17) —— (21;7'5> e-" 2 w”[gp—k(l— S)—i—e‘(“'—”m&-(l — S)J
21T §—1 __'”i“_,r -(_q.._l)ii. —(3—1‘11: ’
:“<1T> e Pl Thali—s) e Fh(i—s)|,

On a p — 1 relations de cette sorte, dans lesquelles, d’ailleurs, on
peut ne laisser subsister que les fonctions y ou que les fonctions &.

48. La fonction y(s) est holomorphe. — On le voit immédiate-
ment par la formule

T(r—s) 251
2 (s) = - f T de.
A e~%—gi P |

L’intégrale reste finie, et les valeurs 1, 2, 3, ... de s qui rendent
I'(1— s) infini annulent I'intégrale.

49. Valeurs de ces fonctions pour s entier. — 1l est d’ailleurs facile de
déduire de cette formule les valeurs de y,(s) lorsque s est un nombre

entier négatif. En effet, dans ce cas, la fonction sous le signe/étant
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uniforme, 'intégrale = 2iw, multiplié par le coefficient de a—; dans le
développement de cette fonction.

On peut poser

I
-———zm:AO—P- Alx+...+Azt+. ..,

e~*—e P

les coefficients Ay, A,, ... se calculant de proche en proche par les

formules
2kim
1—e P >—— ,

2kim
A1<1——e P ) — Ay=o,

2kzﬂ
A A
Ali—e > 4 2L =,

I 1.2
2kim
- Ag Al .Ao
Al 1—e P ) — 22 _— 0 =
A“‘(’ ¢ ) r T T3
..................................... ,
. 1 , 25—t
de sorte que le coefficient de — dans le développement de e
x -
e*—e P
est A_;.
Done

X,It(s) =T(1—s)A_
c'est-a-dire
we(— =T+ A,

[ étant un entier positif.
Considérons la relation (17); remplagons-y s par —/, il vient,
d’apres ce qui précede,

—l __21'7:/. _ i'n:?
A= (2777—1) ¢’ [( l ’251)—Ic(1+l)+°’ “%k(]—l_l)]

ou, séparant les parties réelles des imaginaires et posant A,= a,+ ib,,

—l—1
al+ib,::—<7‘—ﬂ> < os%f—?-r — b'n?—{‘—->
P P P

o0 (140 T [Bs(1-) +Epes i D)+ 500 (140 D (G4l + ) —pmna+0] |

i
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ou

cos(l-+1) g [Ee(t 4 0) + Epr(1 4+ D)) + i sin (L + I)—E[Ek(l ) — g (1 1]
= <2—£>[+1 (cos—Z—/ﬂ + Isin 3/{—71) (ar+ £b;),
L P P

d’ol1, changeant/en { —1,

b

in , AR akm .ok
cos-—g—[ék(l)+ g,_,,.(l)]__—(—p—) <a1_1 cos—;— — by, sin -—p—-):

LA, . at\! akm . okm
Sln?[&ls(l)—gn——/v(l)]—““(?) (bl-—1 COS'—‘p‘-‘ -+ /- SIN » )

Si { est pair, la premiere équation donne lavaleur de Ev(D)~+ &, (D),
mais la seconde ne donne pas celle de &,(1)— £,_x(1), parce que les
deux membres sont nuls.

Si / est impair, la premiere équation ne donne pas la valeur de
Ex(D)+ E,(0), tandis que la seconde donne celle de &, (4) — &, (/).

Ainsi la série

. . N L
ci(s)+ 91""'(5)*2 (k+np) * (p—k4-np)
n=]

, . . . _ akm
s'exprime pour s pair, en fonction des (ranscendantes =, €08 —>=
. okm
s ——-
1)
La série

I3 —_ = S - - :
QA'(S) E,[)-—k(‘s‘)'—'z (/r__i_nl))ﬁ' (1)——/5"!"”'17)5
n=1

s’exprime en fonction des mémes transcendantes pour s impair.
Ces résultats sont d’ailleurs dans Euler, qui les tire de I'égalité

Tn(x —m
cos ( )

an x x x &
—_— =1 - ) 1— 1+ - - e
mt m—n n-+m 2N — m 3n-+m

Ccos
n

qui permet de trouver les fonctions symétriques des quantités

1 1 1 1
b - ) ) ——_ b
n—m n+m 3n—m 3n-+m
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et par suite

(= 1)
2[(9/¢—1—1 yn—m]* [(Qh—i—l)n-—\—mj‘

On peut arriver au méme résultat par un calcul d’intégrale définie.
On trouve facilement

< I . (—1)*
[(2/fe 1) — m] K [(2h+1)n ~+m)

- l(\)/ (,_ L \-l/n ni-=1 ! P__(_[’/Il) "’m(/l_

=

Appliquant & cette intégrale une méthode analogue & celle du n° 28,
on obtient une relation entre la somme cherchée S, les sommes d’in-
dices inférieurs et la valeur principale de I’ mt(wnlo

emmil (o ).v omil

s-1

(/,--Ill'(J . (:IL[(} e

70

Or cette intégrale est purement imaginaire, quelle que soit la valeur
entitre de s. Done ce caleul donne S de proche en proche.
On pourrait de méme considérer
=3 (U el DA
[(2h~+1)yn—m] ~ [(2h41)n-+m]
En fonction de ces sommes s’expriment les valeurs principales des
intégrales

o T —mil) (e y V81 i)
e gi—1© F(—1) e A0
A e—nill . pnil

Si dans les sommes S on fait n = p, L= kil vient

=3 S Gl VA
w5 = 2-( (‘/z[) ~i—/’)" (hp+p—h)

== gk(.v) +Eprc(8) si s est pair
=E(8)— Ep—ic(5) si s est impair,

de sorte quon retrouve les résultats précédents.
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50. Exemple : p=3. — Voici, par exemple, les calculs développés
dans le cas simple dep =3 :

% (8) =1C(s);3

51(3):';]'_;.—}"—:—4—...,

. 1 I

52(.9):“; —f- -5—.; +...,

, I I
Relations entre les v et les &:

it Jak y= 34,
Gy Sy Yy == 3 &y,
oy~ Oy s == 3 &y,
/3= 35537
d’ott
o1 352
a=5( )+ g (G ),

. 3.1:—‘:
Ea= 4 (oaya+ ouys) + T (o171~ as72)

et

1 - .
1= gy {[— ) + 3] &t [(1— ) + 3,1 6 |,

I P o
Zgzmg[(1——a1)+3-*'a1]cf1+[(x——a2)—-}—3-"0.2_]52;.

Relations fonctionnelles :
a7, (8) 2\ g im, s . -
r(—,’:—é)—=<3> [c‘ TTa(—s) e "'-'a,(x—n},

272 (¢ » 7\ $—1 N T N
_[‘o}(l/..—(:)) f— <-7—31C> [e‘ 1)2g1('_3)+e ( 1),) 52(1’—“S)J.
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Remarquons qu’on peut donner & ces relations une forme plus
simple. Pour cela, ajoutons-les et retranchons-les.
Posant

On a d’ailleurs

2 3(r— 31 o

a1x1+d2X2:<'*‘J-I;.**“,—:-b.—~|—g;)~}—...................::-——(—JT_T)T——)X‘(S),
1 I I 1

oty Yy = g == (ot — o) [(T‘ —— —;> -}~ <7‘$ — ;);) 4. ] = (g —ay) Xu(s).

Les relations deviennent alors

: 351y | . (2m =t T X
T B Xi(s)= o <-;«) cos(s—1) ; Xi(1—35),

,‘,A/yg - Xy(s) ==~ 2 <3E>51 sin (s —1) 7-::- Xp(1—5).

Sous cette forme chacune des relations ne contient plus qu'une
fonction. La premitre n’est autre que la relation connue entre {(s) et

{(r—s), car
Xu(0) =) (155

9%

mais la seconde est nouvelle. Elle peut s’exprimer en disant que la
fonction

(2 (5)

ne change pas par le changement de s en 1 — 5.

15. Appliquant i ces fonctions X, X, les calculs du n° 49, on trouve
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pour s entier

ﬁO*‘ 1cotg ‘
X i | ve / 2 ) )Xo ()
: 1(3)-1——1—'—2“.(3__]) . Facost ) F I—?“ ) (

__‘I(I__. >‘(<9_1)_1 (im)* (,,__’___‘> X, (s—2) ...

S ¢ 2 S(S‘——I) 05—
§--2 (lﬂ')\ -
-+ (— 1) 03 ( — )Xy (2)
(= 1) (im)*13 Lo — %‘ (- 25)13)“
- — I 0y

2...(8—1)

(—1)5—1s T Gs-1dp I
X, (ﬁ') -t '*—““"——'(.S‘* S <VP\/0 1 +~) L(;S 7 dj ) -+~ (I - '9;__ l’> XZ (S‘)

"(%ﬁ) ('—*—#)"2@—-04—----»- (— ryse LTS ~~—<n+z>\ (2)

$(s—

T aim\$!
— )SFL(m st e e [
+( yi ) -:\/; \/:z< 3 >

2., (s—1)

20,

qui permettent d’exprimer X, (s) lorsque s est pair et X, lorsque s est
impair, et aussi les valeurs de

» TC 0
Gs—1 (:(»L;

VP [/
A 1 -+ 2cosl

en fonction des sommes X,, et celles de

T gs—1 f
/ ——0-———5—2—* b
, - 2cos ]

en fonction des sommes X,.
Exemples :
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52. Zéros de X, (s). — Par la considération de la relation fonction-
nelle, on voit que X, (s) admet{pour zéros les nombres impairs néga-
tifs, et d’autres zéros’« tels que 1 — o soit aussi un zéro.

Ona

Xg(s):]] ! I’

p désignant tous les nombres premiers excepté 3, et prenant le signe
+ si p=1(mod3), le signe — sip=—1(mod 3).

53. Généralisation pour p nombre premier quelconque. — Cecinous
conduit naturellement & chercher s’il existe pour p, nombre premier
quelconque, des séries analogues & X, et X,, c’est-a-dire jouissant
d’une relation fonctionnelle analogue 2 la relation entre {(s) et
(1 —s).

Pour cela, considérons la série la plus générale

(42 Ap—q

- s W ) . e
1“)-—2(,)»_1.;)««‘ Graar ot Ty
n=:0

Si dans I’équation (17) on fait successivement £=1,2, ..., p—1
et que 'on ajoute apres avoir multiplié respectivement par

2 -1
a0y, @ai, ..., Qpqal7h,

il vient

v

/ 1 2 'a,a1+a,af+...+a,,_1a’,"'_{ @iyt Qa0+ oo ot
T'(r—s) 1’ 2¢

- Gy Gy Qg 02y oo @pqg b} + Uy~ Qg+ oot Qpy
(p—1)° P

_ [om\*1 (¢—1)-—- Upey — Bp—sy ay
_<1)> 2[1‘“‘ e +"'+(1)-—I)‘"“

—ls=1)5F @ Gy @p—1
Z[_Il—-a ol—s +"'+(p__l)l—s]

dAnn. de VEe, Normale. 3¢ Série. Tome XI. — Mar 1894. 18
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Cherchons & déterminer @, a,, ..., @,-, de sorte que

a, (273 a])'—‘l

(o) ——=——=...=
Qp—t Ap—2 ay
oy~ @i 4. . o+ g ot
(19> (ﬁ) “1
@ o+ Ayl . ., ot Qo A0y~ o g DT
- =...= b

(23 ap-—i

() a+ay+...~+a,_=o.

Si ces conditions sont remplies, on voit que I’équation (18) ne
-contiendra plus que F(s). Elle donnera une relation entre F'(s) et
F(1—s).

54. Voici une premiere solution des équations (19) qui se présente.
On satisfait & ces équations en posant

=0
o= I

On sait, en effet, d’apres Gauss que

h=p—1

h /,M k J’.'(,,_“s
S (5T =)

h=1

. 1
IR
La valeur commune aux rapports [ 3(19)] sera alorsi* l Vp, cest-
a-dire
+ Vpsip= 1(mod4),

+iyp si p=—1(mod}).

Ces valeurs trouvées pour les coefficients @, satisfont, d’ailleurs, a
toutes les conditions (19) comme on le voit facilement.

Par suite, la fonction
(20) F(s) =i( (jl;> (%> (ﬁ—/;i\)

puiy  (pnay T (pap—y

h=0
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satisfait & la relation
.%(p-—l)!\/_ F(S) o\ st - (s_ni-;f _(.9_“"_;’5 P
[/ T = | — P—le e F(f —
P T(r—s) P - (1—s)

ou

'(77—1>'fﬂ—3) - F(s) 2\ st p—3\7,,
l \/I)m ::2(—1—)—> COS(S+ —-;—)EI‘(I —S),

¢’est-a-dire

- F(s o\t .
\/pm(—i)s): <—11E> QCOS(S—I)gF(S) si p=1(mod4),

o s 1
\[I;l_(lr(_——i)?j ::-(%)f—) 2sin(s——1)§F(s) si p=—1(mod4),

relations qu’on peut encore exprimer en disant que

F(s) l‘<§> Gj) dans le cas de p= 1(mod4)

ou

F(s)T (L-—«':i?) <E> ’ dans le cas de p=—1(mod4)

ne change pas par le changement de sen 1 — s (*).
On établit facilement les valeurs de ces fonctions pour s entier po-
sitif et pairsi p==1 (mod4), sentier positif et impair si p==—1 (mod1).
On trouve aussi les zéros de ces fonctions qui sont les entiers né-
gatifs pairs dans le premier cas, les entiers négatifs impairs dans le
second.

(1) Considérons les séries de M. Ilurwitz (woir I'lntroduction)

étendue aux valeurs impaires de 2, non divisibles par p. Lorsque p =1 (mod 4), cette série
n I

est identique & la ndtire E <;)) e Mais si p=—1(mod4), la série de M. Hurwitz

2 <£> L a commo période 2p.

n) ns
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55. Comparaison avec les séries de Dirichlet. — 11 vient assez naturel-

lement & I'esprit de comparer ces séries i celles qu’a employées Lejeune-

Dirichletpourladémonstration de son beau théoréme sur la progression

arithmétique.
Soit g une racine primitive de p. Soit v I'indice d’un nombre en-

tier n, cette racine primitive étant prise pour base. Soit » une racine
de I’équation 27~' — 1 = o. Ces séries sont

oY
3

g étant choisie, I’équation #?~' — 1= o0 a p — 1 racines, ce qui donne
p — 1 séries de cette forme. Je dis d’ailleurs que, sil’on considérait
une autre racine primitive g, elle donnerait les mémes séries.
En effet, on a
g'=g* (modp).

Donc soit v I'indice de » dans le systeme de base g;
» Y » dans le systeme de base g'.

Ona
avi=v (mod p —1).

o0 Y (%)

z 2 2 ’,
s 5
n U:ult

et ’on voit que la sériez%:,— est la méme que celle qui, dans le se-
cond systeme, aurait été formée avec la racine w*.

Les séries (20) sont des cas particuliers desséries de Dirichlet; car,
pour w = — 1, la série de Dirichlet se réduit 2

Donc

L—_*X:2@

Vo ns

Maintenant on peut se demander si les autres séries de Dirichlet sa-
tisfont aux conditions (19). Mais il est facile de voir qu’il n’en est pas
ainsi, et qu’il n’y a que les séries correspondant & w = == 1 qui y satis-
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fassent. En effet, on doit avoir

mlndjai 4 m'“‘”ocf T r;)i"d'(”_”o:’;"l . (,)i"d‘iag —+ (,)i'“l'ga?‘_; _+. ..

mind.l 0)ind.2
ou .
0ol -+ 2o . L 0P las"T wat?. . 4 wPlof
® - »? -
ou
of 0ot 4. L P2 T = P (f - s L)
d’otr
wP-3=1.
Comme
mp—l =1,
il en résulte
wi=1,

d’ou

56. 11 reste donc maintenant & trouver toutes les séries qui satis-
font aux conditions (19).
Pour cela égalons les rapports (19g) 2 S, il vient

Aoy Ao a7 apo+ agal . ap ol
a1 a[)-—l

2 N—1
- ay % p—y -+ “2?‘1)-—1 e I o ap_, O(;,_1 . S
Ap—y

v
(1) Les séries 2 % donnent lieu i Iidentité

=11
n (O3

I-—-qs

g désignant tous les nombres premiers, excepté p, ot = étant I'indice de g. On démontre,
Q’ailleurs, facilement que ces séries] sont les seules parmi les séries de période p qui

ouissent de la propllété
2 Up I I I
105 Ap

pS
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ou
[ a(oty—S)+ ayoi+...+ap_al ' =o,

Aoty + ay(ai—S8)+...+a,ab ' =o,

(21)
( Ay Oy~ A0} .. apq (hZ]—8)=0o0.

Nous avons donc pour déterminer S I'équation

o —S o o .. al—t
2 3 p—1
. o ai—S ad ... 24 .
¢(8)= =o.
2 -
Op—y “ry .. ... abTl—8

57. Pour résoudre cette équation je remarque qu’on peut I’écrire
sous la forme suivante. Soit g une racine primitive de p

of — 8 of’ . ot
g2 3 r
o af'—8 ... o
— 1 i i —
(22) 9(8)= =o.
P of e oM —8

Sous cette forme, cette équation est un cas particulier de I’équation
suivante

a—S b ¢c ... h k {

b c—S d ... k | a
Y= LT

l a b ... . h k—S

La décomposition d’un tel déterminant a été donnée par M. Glaisher,
sans démonstration, dans les Comptes rendus de la Société pour I avance-
ment des Sciences (1877). Voici comment on peut y arriver. On a

a8 b ¢ ... h kI
$(—8)= b ¢+S d ... k ( (‘¢ ,
! a Lo k+S
d’ol
H—8* W o ... He=-Y
He=-1n  H—82 W ... H—2
$(8)(—8)= '

W e L H_s
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n désignant 'ordre du déterminant, H désignant la somme
L e e e

et H® la somme des produits de chaque quantité a, b, ¢, Zpar celle qui
la suit £ rangs plus loin, et ol il faut remarquer que

I.I(Ic)._—_ I{(n"/n:) 3

$(S)b(—8) est donc un déterminant tournant. On voit, par suite,
qu'on a

Y)Y Y—8)= [ [ (H =8+ ol + 0 '+ .+ or=tH»-D)

- ] l
= l I [(a+wb+m?c+...+o)”—1l)<a+£+—°5+...—|— 7_—1>——Sﬂ],
5] 0] )

le signe [[ s’étendant a toutes les racines de I’équation

" — 1 == 0.

Les n valeurs de S* sont donc données par la formule
b ¢ l
S=(a+wb+o?c+..+o" ) a+—+ 5 +...4+—= )
w 0] w

Ces valeurs sont, d’ailleurs, deux & deux égales, excepté celle qui
correspond & w = 1 et celle qui correspond & w = —1, cette der-
niére n’existant que si n est pair.

Par suite les vacines de Y (S) sont données par n expressions de la
forme

b ¢ 4
i\/(a+ mb-{—m’c—i—...—i—m"—ll)(a-l—a—I—J—i-...—}- F)’

dans laquelle on donne & w ses n valeurs et devant lesquelles il reste
a choisir le signe.
Or, je dis qu’on a

Y(S)=[S—(a+b—+...+0][S—(a—b+c+...4+k—1)]
(23) g XH,[SZ——(CL—}—(»I)-{—...—{-—o)”""l)(a—i—g+...+ #)J,
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si n est pair, et

( $(S)=[S—(a+b+...+ )]

(24) 3 l

’ b e
H. 2 n -1 el a-—) s
< [S —(a—+—c.)b—l—. o w? 1)<a Y e G)IL—1>J

!
si » est impair, le signe I I s’étendant aux racines o, de facon que w

et '5 parcourent toutes les racines excepté == 1. Autrement dit, & part

la racine @ + & +...+ [ etla racine a — b +...+ £ —/, qui n’existe
que sin est pair, toutes les autres racines sont deux a deux égales
et de signes contraires.

En effet, donnons a a, b, ¢, .. ., £, [les valeurs particulieres

a=1, b=o, ¢c=o, cey k=o, l=o.
Alors
1—S o o 0 —S o o 1
0 —8 o 1 o —8 i o
)(8)= . |=0-8)
o 1 —S o 0 1 —S o
I o o —8 1 0 o —8
1—S 0 o X
o 1—S 1 o
=0—8)| - ...
0 1— 8 -5 o
1—8 o o —3
1—S o o 1
0 1—S I 0
—_-(1—5) e
0 o) e — 8 —1 o
) o) 6} —8 —1

—(—8) (=8| 4 8y

n ] . n . ;.
\ 5 ‘ désignant le plus grand entier contenu dans » ce qui vérifie la
décomposition annoncée dans ce cas particulier.
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Cette décomposition, ayant lieu pour certaines valeurs réelles de a,
b, ..., [, aura licu pour des valeurs réelles voisines, car les racines ne
peuvent sauter brusquement du positif au négatif. Les égalités (23)
et (24) étant vraies pour une infinité de valeurs de @, b, ..., L sont des
identités, par suite elles sont vraies pour toutes valeurs dea, b, ...,/
les deux membres étant entiers en a, b, ..., L.

58. Revenons maintenant & I'équation (22). Ici n = p — 1 est pair;
on voit alors que les racines sont

o = B A BT

o — o sl
et
. L 8" Pl
N/ (oo .ol of T (0 e e e )
3] .
D’ailleurs
R e S R T
Yy (VP sip=1 a
o e gt PN ‘//):1 f \/_ / (mod 4),
( “+ yp sip==—1 (mod 4)
et
. - aAV'J ab’""“
(@ + woF 4. . 4= 0l ot >(“”+ ™ et (,—-—),,_1)
=H -+l ... 4 or-1P-Y
r—t_ p—1 p—1
©) "'_'.’;‘"'_ -——~—‘ — 1 _
el — i T A (p—Dw 2 — o 2 !
p—1
=poe 2 o=p,

p—1
sulvant que © * ===1.

Donc, finalement, les racines de ¢(S) sont

e [’
1( p—1)% )—
&,
-+ | ) o
\//_ aux mémes degrés de multiplicité,
—Vp
~+- L\/[—)

}aux mémes degrés de multiplicité.
—ivp

Ann, de ' Fe, Normale. 3¢ Série. Tome XI. — Ma1 189/ 19
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X T . = o p—
La somme des degrés de multiplicité des racines == 7y/p est L —

, C e - . - p—I
La somme des degrés de multiplicité des racines == yp est »P—;— -1,

1
. Zip—=1 —
eny comptant la racine i* Vp-
L’équation (22) est donc completement résolue.

59. Considérons d’abord la racine — r. Etant simple, elle n’an-
nule pas tous les mineurs du déterminant (22) : done elle donne
pour a,, @, ..., a,, un systeme unique de valeurs, qui est d’ail-

leurs
) ==y ==...==p_;.

Ce systeme de valeurs ne satisfait pas a la condition
Ay~ Ay~ . A=Ay =03

mais il correspond a la fonction

pour laquelle on trouve facilement une relation fonctionnelle.

60. Considérons maintenant les racines == yp, == ¢ y/p.

A T'une de ces racines correspond au moins un systéme de valeurs
@y, ooy .

Ces valeurs satisfont 3 la condition

A=y~ .~ pyey == O}
car ajoutons les équations (21), nous obtenons
(S +1)(ay+ay+...ap-y)=0,

et puisque S3£ — 1,
A+ Ay ..y = 0.
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61. Plus généralement, le premier membre de I'équation en S
étant un déterminant symétrique, soient S, S’ deux racines diffé-
rentes de cette équation, soient

Ay @y, R a,

/

! ’
ay, @y, ..., @

P

deux systemes de valeurs de a,, a., ..., a,, correspondant respecti-
vement & S etd §, on a, d’apres une propriété connue des équations
de cette forme,

ay @y +aydy +. . .+ a,al, =o.

62. Je dis maintenant que les valeurs trouvées pour a,, a,, .
satisfont aussi aux conditions (19,,).

En effet, ces équations expriment que les deux coefficients a; et
@, sont égaux ou égaux et de signes contraires. Or il est visible
que, si dans les équations (21) on fait @, = «,_;, deux équations équi-
distantes des extrémes deviennent identiques a cause de

e @y

oy = o},
. ) —1 . , . .
et qu’il reste L;« équations pour déterminer «,,a,, ..., a,_,, a

savoir
( A i
a(o0y Aol ' —8)ay(af 4+ af™?) ot a, \oyt +a’ )

p—1 p—1
—_— — 1
_ ‘ o q . ‘
a(a —+ay™')  Hag(e] +a4;2—5)+---+a,,_1<a2 + oy’ )

N

2 2 2

De méme, si I’on fait, dans ces équations (21),

A =~—CQp- |

Pt Py
p—1 2 P2 2 2 - —
a, <ap_1+ 5’-,3-1) —+ (aﬂ_l -+ a/,_l) dreeta, o\ o, o, S )=o.
~ r-t
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’ . N — 1 N .
elles se réduisent encore 3 2 ——> 4 savoir
—1 n—1
n—1 2 p—2 ( Fi.’ l.’. _H)
ay(ay —al'—8)+ay(al  —al™?) Fota, oy —a =o,
-
ay(otg —ab™) +as(ay —obt—8)+..+a,, oyt oyt > =o,
2
rt Pt A
—_ . 2 2
a, <oz,,__1— aE) —+ a, (al'i_, — “’/)iji> ~+uee N S) —o.
2 2 2 2 2 2 2

Donc les coefficients «,, a,, ..

tions.

o Qpy

satisfont & toutes les

condi-

63. Remarque. — Des équations (25) on déduit pour déterminer S

I'équation de degré B—:}I-,
oy +oal™t—8
R
g+ oc;,’;}
T2 2

o, al~t—8§
oy —oh?
)
<.D2(b) N
pP=1
pt ™ I
2 R

of +af™?
aj4+aft—8
2 D=2
aq ol
2 __ P 3
oy — b S

)1 1
: 2 ,"'2_"”
o, oy
] —1
aralPik i
a,t -+ o,
) =1 )1
/2 =
ap—i ('_ /‘z/»—i S
e 2
—1 —1
E’a— p—-f“
o — oy
o p—1
Ea“ ’T -+
oyt —
—~1 -1
= G5
oyl — Ty — S
e T3

=0,

Ce qui montre que I’équation (22) doit se décomposer en ces deux-
la. La décomposition est, en effet, facile a faire.
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De plus, en formant o,(S)o,(— S), on trouve

p—t

91(8) s (—S) = (8*—1)(82—p) 2

-2

et de méme
]7—1

92(8) pa(—8) = (8*+-p) = .

Donc ce sont == y/p qui donnent, pour a,, a,, . .., a,_,, des systemes de
valeurs dans lesquels @, = a,_;, et les racines == i\/p qui donnent des
systemes de valeurs dans lesquels @, = — a,_;.

64. Ces valeurs sont réelles. En effet, si, dans les équations (19¢)»
on change ¢ en — i, ce qui revient & changer «, en «,_, on obtient

Apy Oy App@? .. A apal™  a, yos+a, i+ .+ ajal™t
a, ' Ay

Les systemes de solutions de ce systeme dans lesquels a;= @, sont
communs avec le systeme

Aoy Ao+ Ay BT @A apg o
Ay, iy

qui est le systeme (19g).

Donc les solutions n’ont pas changé par le changement de ¢ en — ¢,
donc elles sont réelles.

On verrait de méme que les systemes de solutions correspondant a
a,= — a,_ changent de signe par le changement de ¢ en — 7. Donc
elles sont purement imaginaires, et, comme d’ailleurs on peut prendre
poura,, a,, ..., a,_, des valeurs proportionnelles, on peut dire qu’elles
sont réelles.

65. On obtient ainsi p — 1 séries jouissant d’une relation fonction-
nelle. En effet, pour p<5, I’équation en S n’apas de racines multiples.
Pour p > 5, I'équation en S a des racines multiples. Ces racines,
d’apres une propriété connuc des équations de cette forme, an-
-nulent tous les mineurs du déterminant (22). Donc & ces racines
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multiples correspondent une infinité¢ de systemes de valeurs de «,,
@y, .. .. @y, dont £ sont linéairement indépendants, en désignant par
kVordre de multiplicité de la racine S. Ces £ systémes donnent £ sé-
ries linéairement indépendantes. En tout on trouve donc p — 1 de ces
séries.

Les coefficients a,, a,, .. , @,_, une fois déterminés, on ohtient une
série F(s) qui, si S = == yp, satisfait &

SF(s) _ [am\*! !5—1)%—:4 )—-fs—n%‘{

= (%)H zcos(s—l)gl?(x—s).

Si S ===7yp, la fonction F satisfait &

SF(s) _ [am\s G —ts—1) T N
1:(;*_“9‘)‘ = (7)“) ["‘ ¢ F(r—s)--¢ Fr—s).
— 2T 5—14 F a1 g T n 3
W-——<7)-> usm(.s——-l)——?:l(x—.s).
66. Remarque. — De
SF(s) _ [am\s ! . T i
iﬁ:—;} — <-f~)-> 2 COS (8 — r); F(r—s),

on déduit, en changeant s en 1—s,

SPr—s) _ <ﬂr>-sz cosZT R (s).
P 2

Multiplions membres & membres
(8*—pYF(s)F(1- s)=o,

82— p=o, S ==\/p.
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De la relation

SF(s) am\5t L LT .
rfm:— 7 zzsm(s—x);l«(x——s),
on déduirait de méme
S == i\//),
ce qui prouve d’unc facon délournée que I'équation en S n’a, outre la
racine — 1, que les racines == \/p, =+ i\/p.
Premier exemple : Le cas de p = 3 a déja été traité.
Deuxiéme exemple : p = 5.

- —1—=8 a4t
91(S) = L

S at4+a—>5
a pour racines

—1 ¢l a—oat—oat4at= \/5;

0 (8) ==

ob—oa—8 ot — o'
at—od  a—oat—8
a pour racines

= iy/5.

Toutes ces racines sont simples et 'on trouve facilement :
Pour 8 = + /5, la série

qui satisfait &

VEF(s) <7r :

s—1 TE[’
rm-_ -—,_,——> ACOS(.S‘——I)-; (I-—-S),

pour S = +£\/5, la série

4 . — 4

. 4T . AT - . 2T = . 4T

25111-;)— 2sm-,—,—+\/5 zsm———-r3 —1—\/:) .’asm—-ﬁ
. D « [

—f= RS

¥ Y 35 - & +...
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qui satisfait a

V5 F(s) __

am\$—t T .
Ti—3) (——5—> 2sm(s—-1);1(1—s),

pour 8 = — iy/5, la séric

. 4T
2 8in —

. 2T = . 2T . . 4T
2 8SIN —— — /D 281N — — /9 2 81N —
5 - 5 \/ 5 \/ 5 .
IS Y 3 [ls Tt

qui satisfait a

VEE(s)  /am =t T i
IT;T)'—<_5—> .zsm(s—n);l.(r——.s).

Trousiéme exemple : p = 1.

wm
a=e’;
o —+ G(G—' S 012“}— a!} 0!3-}‘ a’r
0, (8)=| o+ at4-at—8 o'+ o
o+ ot A oo — 8

A S AR AR X .
=— (1 8)

A e A A
ab 4o — P —

aitob e at— ot §
a pour racines

qui sont simples.

a--of— 9

0(S)=| a’—oa s

ot ot — 8§

o — ob b — gt

ol
o8 — ot

ab— o a?—ab— 8

. . o . ) ot g e g e — § ot 4o ol — o
=(a*—caf—af+ o —ad -+ a*— 8)

a?_ali_l__ai%_l_a[b C{'—-OCG"*"C(:“—(Z"—S

a pour racines
--{\/7, racine simple,

-+ i\/7, racine double,
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Les racines simples donnent : la racine + /5

(Dot (evReosEat (1) (e0r Foreos ) -
+ 7

s 28 3s
(1-+v7) (cos =+ cos§E>——z (1+y7) cos 2T —1 (1+\/§)c056—_7-t—1
- /45 Z + = + a -+

la racine — /7

(1——\/5)(:05%75—1 (1—\/§)cos¥——l (.Iﬂ\/;)(cosg_lr—i—cosfi—n)——z
-+ — / /
¥ 2% 3¢

(—v7) (cos ?"‘ cos%?) —2 (1=(/7) 005?'7&—*1 (r—-\/ﬁ)cos%g—x

- 45 + 55 6°

la racine — iy/y
.om . 8w 4 8w 10T
2sm7+511177~ 2sm——«+s1n7 2sm—~+sm~7——
I + o8 + 3s
. 8w . 10T . 2T . 4T 81r
28“’1*—7—+Sln——7—— 2sm——+sm—7— 9Sﬂ—-7~+S]

_ — 7 — - 7l 4.

45 % 6

+ /7, racine double donne deux séries linéairement indépendantes ;
par exemple
T I I I I I

.l,_ - __._l B T o —

TR N T T TR
et

o 7

BT TR T E T T e

et il est facile d’écrire les relations fonctionnelles auxquelles satisfont
ces séries.

67. Généralisation de la fonction £(t). — Enfin, pour compléter
I'analogie entre nos nouvelles fonctions et les fonctions £(s) et 7 (s), il
reste h trouver des fonctions analogues & celles que nous avons, aux
n® 27 et 38, désignées par £(¢) et 0(7).

Ann. de "Ee. Normale. 3* Série. Tome XI. — Mar 18¢4. 20
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, . o a R
Nous avons trouvé des fonctions F(s) = };‘ ~ de quatre esptces,

)8

satisfaisant & quatre relations

T
— .-.2(:05(.5'——1):I‘,(l—s),

Vp Fi(s) (:17r\ s=1

P(r—s) P

:f\(é/—)qu()—s') — <?pn>\~19 cos(s—r1) 7;7: Fy(1—s),
\_I{_/"(ZI_F:;:(_% _ (%r)s‘l.z sin(s —1) T)f Fy(r—s),
G ()™ (s F Rt

Ces relations peuvent s’écrire sous une autre forme :

rd * \ _...:‘
Fi(HT (—;~> (7—:) * ne change pas par le changement de s en 1—s.
\ / N w:s.
Fy(s)T (%) <;—j> * change de signe » »
\ s
Fy(s) F(-l—%——f) C—:) * ne change pas » »
\ \ =3
F,(s)T < . _":s) GE) * change de signe » »

68. De la on déduit, comme aux n® 29 et 38, les zéros de ces fone-
tions.
Les fonctions F, et F, ont, comme zéros,

—ak (k==0,1,2,...)
et les fonctions F, et F,
— (2k +1) (k=o0,1,2,...)

De plus, ces fonctions ont respectivement des racines {8, ., 8,, B,
telles que 1 — 3, t — f,, 1 — [3,, 1 — B, soient aussi racines.

Nous allons done former, comme nous Pavons fait pour{(s) et (s),
des fonctions holomorphes qui n’admettent plus que ces racines-li.

Il faudrait pour cela avoir des fonctions analogues aux fonctions ¢
et ¢ des n* 27 et 38.



SUR LA FONCTION {(§) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. 155

Voici la marche que nous suivrons.

Nous remarquons que la relation fonctionnelle & laquelle satisfait ¢
ou ¢ permet de démontrer celle d laquelle satisfait { ou 7. En effet,
les formules des n** 27 et 38

O T SR =
r<5>ﬁ C(S)-_._ 5_(—8-:73 -t .[ (x -+ x >'\!J(JL) dgl),

T4

PGS s s
I‘<I:iif> <g> /(s)::/ <1 P4 3)(9(1‘)(11:

1

montrent immédiatement que le second membre, et par suite le pre-
micr, ne change pas par le changement de s en 1 — s. Inversement, il
est probable que de la velation & laquelle satisfait € ou 7, on doit
pouvoir déduire celle & laquelle satisfait g ou 2. C'est, en effet, ce que
nous allons montrer tout & heure, et par analogie, puisque nous
connaissons les relations auxquelles satisfont F,, F,, F,, F,, nous en
déduirons des fonctions ¢, 9., 2,, 9, analogues i o et 2, d’ol ensuite
les fonctions holomorphes ayant pour racines (3, ., B, §..

69. Soit, en général, une fonction F(s) développable pour &.(s) >1Zo

2 ) o p . e e

en serie Z el et supposons que cette fonction jouisse de la propriété
que

6 7F(s) l‘(/) + f)
24

ne change pas par le changement de s en £ —s, 3, 2, b, £ étant des
constantes.
Ona

(en désignant par A un chemin d’ailleurs quelconque, et qui pourra
changer dans la suite, mais situé a droite de Oy ct s’étendant de — ooz
a4+ owi); d'olr

v L (L 8) g b -y_.__'_f!‘_@_tf_)
ey — m'/\_-)—,m)—-d.s ou yrev=— T ds.
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Faisons y = n*Ba, il vient

14 B 26 g=n*Br — 2 / Lo +5s) ds.
alm ), RS’
Faisons successivement » =1, 2, 3, ..., multiplions par «,, «, ...
et ajoutons, il vient, en posant Z ayne P = (),
. 1 (T(s+0),
Boab () = — / U T2 R as) ds
praty(e) sin ), oo (as) ds,

ou encore

Brati(e) = — 5

2T -4
A

Il faut supposer que le chemin A ait été primitivement choisi assez
loin & droite de Oy, pour que dans les transformations successives, il
soit resté & droite de la droite de convergence de la séric 3 2. On
peut supposer, par exemple, que A soit une parallele & Oy d’abscisse
a >t. Ainsi

-0l $

1 ,“"‘ < S\ /e
(27) (j/).xl'klb(él-'):m rJ al(/)"i" &>l (.‘) ds‘
P %

Changeons, sous le signe J, s en £—s, et remarquons que
s \,
iy S v 7 Y
¢ “‘I‘(b—l— ;)l‘(s) ne change pas par hypothese, on a
k-—ttwi

I 1

(28) ﬁl) x//q/(x') —_— _7! PR e L

20T o,
x* 1\*%
hett= wi z

Mais 'intégrale du second membre, prise le long de la parallele
8 P

, M \ ) % ¢y P ’ 3 b I b I
d’abscisse a, est, d’apres la formule (27), égale 4 2723° <3?> Sb(;)
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Par une intégration effectuée le long du contour du rectangle ABCD

(fig. 12), AB et CD étant & U'infini, on déduit facilement (f et/
. AB D

étant nulles> I'intégrale du second membre de (28) en fonction de

Fig. 12.
Y D c
x
0 a/ Jemau
A B

1 P . .
x};(;) et des résidus contenus dans le rectangle. On a ainsi une

relation entre ¢ () et ¢ <;>
Ainsi, & la velation fonctionnelle entre F(s) et F(£ —s) correspond
d ] vl ‘Ie 2 ) l' _l .
une relation entre ¢ () et & <J>
En appliquant cette méthode aux fonctions L (s) et (s), on retrou-
verait facilement les propriétés des fonctions ¢ et @ des n° 27 et 38.
70. Ceci posé, prenons maintenant les fonctions F,(s) = E% qui

I

sont telles que F, (s) I(;) G;)

13

ne change pas par le changement de s

en 1 — s.
Posant
‘P1(w)~':2“ue P ’
on trouve
4ol ___f
. 2
L r(3)(3) me
0 (@) = ~ —— 2P ds  R(a)>o,

2 20T

a—owi
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et par le changement de sen 1 — s
. S
1—a-reoi N 2
1<_*) <_7£> F,(s)
I 2/ \p
2 20T \/z :
Ve 1\2
l—tt—ooi :;

Or @ > o, supposons &« <1, il en résulte 1 — @ > o0, de sorte que

Pintégrale d d membre égale 2.2im.5, (=
intégrale du second membre égale 2.207.9,( —)-

¢ (x) =

Donc
Vo e () =g, (%)

: s
\ . b TP AVZANE
Pour les fonctions F, (s) = Z ~ telles que Fy (s) l())(—/’;> change
de signe par le changement de s en 1—3, on trouverait de méme que
la fonction

niaar

()= D by

jouit de la propriété

s

Ensuite la fonction Fy(s) = %’ telle que T, (s) (%) 1<L'li> ne

2
change pas par le changement de s en 1 — s, donne, en posant

_ommr
E nege U= gy(2),
A i s

. r (l_"___’" </77".\ 2]«‘(9)
TX 1 .2 P '
— oy(2) = —— -
P 20T E

A—wi x?

par le changementde s en 1 — ¢

It 4=mi ]1<‘ . g> <7r>
) 1 x ) 2 P
T oy (2) =t —— —= ds,
\/'p 2 2T [z < [>;

lett=—=wi
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d’olt facilement

x” <P3($):<Ps<‘[‘> .

X,

n : ] dy H
Et enfin la fonction F,(s) = E — donne une fonction
_nimax
o, () :2 nd,e P
telle que
3 I
x* @, () =—q, <—> .

X

Comme cas particuliers on a les séries

nem
cpl(w):Z:([%f)e '.- si p=1(mod4),

pour lesquelles
- I
VE e =0(1),
et les séries

ST
| n T —— o i .
%(«’1"):'—“211 <;>( r si p=—1 (mod4),

pour lesquelles

& 1
x*oz(x)= %<:c->

71. Maintenant nous pouvons donner I’expression des fonctions ho-
lomorphes ,, £,, £,, £, analogues & &.
Prenons d’abord F,(s).

On trouve facilement

5 N
= 1<p1(x)dx—{—/ z* 1q)l(ac)a’.:e:.
1

0
En faisant, dans la premitre intégrale du second membre, le chan-
. 1 .
gement de variable —, ¢t tenant compte de la relation

D 8
x2* o (z)=¢; =)
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on obtient

w )

Sous cette forme, il est apparent que le second membre, et par
suite le premier, ne change pas par le changement de s en 1 — .
Cette fonction

S4+1 §—2

Fi(s) :fm<x~7+ J‘T> o1 () dez.

[ETEN

s

"(3)() o

n’a plus que lesracines ,. Remplacons s par { + ¢ et posons le pre-
mier membre de (29) égal 4 &,(¢), ona

. w3 PA
E(2)= z/ z cos logz o, () d.
. l .

Les racines o, de &, (¢) sont liées aux racines P, par les relations
@i: ‘é -t o 7.

Une fonction Fy(s) donne

()G

JEIEN

21 s w5
Fy(s) :/ 2 o (x) dx +f 2 ' oy () dz
“0 1

o [ 52 ot
= «1, 2 —r 2 >cp2(x)dx
oy

ou, remplacant s par § + # et posant le premier membre égal (&, (¢),
. ” 3 tloga
E(t)y=2] x *sin- ,) 0o ( ) da.

o/

Une fonction Fy(s) donne

s

I‘(l —: S) (g>—EF3(s) :/O,x— o3 (z) dx

CRIE ol w8
];—"/ x * gu(x) d.z'-}-/ x * oy4(x)dx
. 2!
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d’olt

oYy
0
=
o~
=
I

S i
: o/ Z " Cos 5 logz o (z)dae.
. 2

Et enfin F, (s) donnerait de méme une fonction

£

ez - 1 l
(L) =2 / a " sin - logx o, () dx.
J, )

Les fonctions &,, £,, =%, ' sont du genre zéro en ¢*.

~1

72. Application de la mdthode précédente a d awires fonctions. —
Revenons & la méthode générale du n° 69. En Pappliquant i d’autres

3 . Wik . - . 3 .
fonctions 2‘ % Jouissant d’unce relation fonctionnelle analogue aux
précédentes, on en déduit d’autres fonctions ¢ (a), jouissant d’une
. C I
e 3 ) "0t oy 1Y ARA e
relation entre § () et #<1>
Exemple : la fonction

n

Ry sy (s) = 3 28,
E=S)

a, étant 'exces du nombre des divisears de n qui sont==1 (mod4)
sur celui de ceux qui sont == — 1 (mod 4).

Comme
r (i)n‘{(s)

et .
r(.' js) (7{:) % (5)

ne changent pas par le changement de s en 1 — s, il en sera de méme
du produit de ces deux fonctions, et, par suite, aussi de

I (s)yF(s)(m)==.

dnn.de U Ee. Normale. 3* Série. Tome X1 — Mar 1894, 21
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Posant alors

o

2 Ay T g (r),

1

on obtient, par le calcul indiqué au n° 69,

1 R
:‘)( €O (‘17‘ — (g (,__ e e e
(30) ¢la)=9g ,)‘ 4

Ce résultat pouvait, d’ailleurs, s’obtenir autrement; car @, == le quart
du nombre de facons dont n est décomposable en deux carrés. Done

V| |l -
e o - ‘ o = NATCY
/l}_‘r/,lc AL ] I .»ZL L I D)
1

et en se reportant a la relation a laquelle satisfait Xe "™, on retrouve
facilement la formule (30).

En combinant de méme par multiplication les séries Iy, ¥,, Fy, F,,
on obtiendrait des formules analogues.

73. Voici encore un autre exemple :
Nous partons de la fonction

Fs) (s)gis )= !l;<n',:),

en désignant par A(n) la somme des diviseurs du nombre n. On

verra facilement que
C(s—1)(2m)*F(s)

ne change pas, par le changement de s en 2 s.
Posant alors
O A(n)e i
Z )”“ == (),

Iy
‘

on arrive i

blz) _ 1 ”’(II) _sA

AT A a* | aT

en désignant par £A la somme des résidus de la fonction

«

T(s—1)(ama)*L(s)l(s—1)
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contenue dans un rectangle ABCD ( fig.13), BC ayant une abscisse com-
prise entre 2 et 3, et AD entre — 1 et o.

Fig. 13.

A bl

Apres calcul facile on arrive &

|_p l | ) (1-' } T T L ! l(,n‘ I

l) LA AN Y T R

La considération des fonctions {(s)C(s - 3), C(s)C(s — 5), ... don-
nerait des formules analogues, mais plus compliquées.

T4. Rapport avec la théorie des fonctions et du groupe modulaires. —
Maintenant remarquons que toutes ces séries sont périodiques. Prenons
par exemple la fonction ¢, (z) du n° 70.

On a

\

’ 1
@y ( :) g (x) el g (i~ 2pl)==g(x)

Posant « =~ {y, on peut exprimer ces relations en disant que des
valeurs de la fonction pour un certain argument y, on déduit les va-
leurs de la méme fonction pour argument déduit du précédent par les

substitutions
( o P ‘ ( 1oap
e (,) . 0 )

On aura donc les valeurs de la fonction pour tous les arguments
déduits dey par les substitutions du groupe dont les deux précédentes
sont les génératrices.

Considérons deux fonctions @, correspondant aux deux nombres
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premiers p, ¢, tous deux de la forme 4n -~r1, ou tous deux de la

() R

forme 47 — 1. Soient 0" et o'*’. Le rapport 2i- est une fonction modu-
P1

laire, invariable par les substitutions du groupe, dontles substitutions

génératrices sont

o 1 C1apg
( el ( )
.1 0, L0 1
Ces considérations établissent un lien entre la théorie des fonc-
. Up s V. ST .
tmnsZ—'_i a coefficients périodiques, et celle des fonctions et du

’L-\
groupe modulaires.

75. Remarque. — Enfin nous terminerons en exprimant des séries
de la forme
D
(am?* - o bmn -+ cn*)*
m,n
(a, b, ¢, entiers; m, n prenant tous les couples de valeurs entieres,
0,0 excepté) au moyen des fonctions précédentes.
Nous citerons seulement ici comme exemples les formules suivantes

E(EJ - =C(s)y(s)+C(2s),

St 7)1-

Z "‘T.“j'l"z'-‘"rj. w ,[) (I - )]5)4 ($)0(s)

1 X . | | N . I,
T <( — '.ZAﬁ)g(zs) -+ ;;SC(.9,JZ(.9) - ;;g(u,s),

2

0(s) étant la série & période 8

1 L 1 I I
' 39 bt 71 ..

On peut démontrer ces formules en évaluant le nombre de fois que
chaque terme est contenu dans chaque membre.
Mais ceci appelle des recherches plus générales.



