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La théorie des fonctions presque périodiques sur 3a droite
et dons 3es espaces vectorie3s a n dimensions a éte établie
par E.Bohr a partir de 1924. LTexposé qu’on va en donner repo-
se sur 3a définition due a Bochner : une fonction f(x) est
presque périodique si 3fensemble de ses "translatéees"”

ft (x) = f(x+t)

est compact. Cette définition a été étendue par V.Neumann ré-
cemment aux groupes que3conques . DTautre part (dans 3e cas
de Bohr), Stépanoff et Tychonoff en avaient déduit 3a notion
d Mespace™ d’une fonction f(x), dont 3es éléments sont 3es
f.(x) et 3eurs fonctions 3imites . On va ici réunir ces diveis
points de vue en montrant que Ja théorie des fonctions presque
periodiques équivaut essentie33ement a 3a réso3ution du pro-
bleme suivant : comment peut-on représenter un groupe donné G
dans un groupe compact. 3a représentation étant continue si G
est supposé donné comrae groupe topologique ? On va voir , en
effet, que toute fonction presque periodique permet de défi-
nir une te3 3e représentation, et réciproquement une te3 3e re-
presentation définit une c3asse de fonctions presque périodi-
ques, a savoir 3es va3eura prises sur G par 3es fonctions con-
tinues dans le groupe compact ou G est représenté . L?app3 lca-
tion des théorémes de Weyl (cf. exposé | de De3sarte) sur 3a
representation des groupes compacts donne a3ors tous 3es théo-
remes de la théorie des fonctions presque périodiques : ce

qui rend Inutiles les démonstrations données pour celles-ci



par Weyl et von Neumann, démonstrations qui apparaissent main-
tenant comme cas particuliers de celles données pour les grou-
pes compacts. Les autres probléemes de la théoiie (fonctions
presque périodiques analytiques, généralisations des fonctions
presque périodiques) trouvent aussi leur interprétation natu-
relle par cette méthode d?exposition

Soit G un groupe quelconque : soit f(x) une fonction bor-
née sur G , quelconque si G est supposé discret, continue Ssi
G est supposé donné comme groupj topologique . s étant un élé-
ment fixe de G, x et y des éléments variables, considérons la
fonction

fa(x,y) = f(y“3s x )

On dira, d’aprés la defibition de Bochner généralisée par von
Neumann, que f(x) est presque périodique sur G, 3i 1llenienble
des fonctions f,(x,y) est compact au sens de la convergence
uniforme , crest a diro si de toute suite de fonctions fs on
peut extraire une suite uniformément convergente . Ces fonc-
tions et leurs limites forment donc un ensemble qui peut étre

considéré comne un espace topologique comptact ( c'est , dans

le cas de Bohr, 1,Tespace" do la fonction tel qu’il a éte de-
fini par Stepanoff et Tychonoff), Les fonctions fS étant en
correspondance avec les éléeéments 3 de G, il revient au morne

d’introduire dans G la topol ogie definie par la distance

(s»t) = borne [fg(x;y} - ft(x,y)]

borne "| f(y“3s x) - f(y“3t x)|



Cette distance jouit évidemment des propriétés suivantes

(s, t) £a(s,u) + (0,1)

(s,t) * (su,tu) = <us,ut)
D’ou l'on déduit

(ss* tt' ) m (as*,ts*) 4 (ts’, tt»)

= (s,t) + (s',tT)

Si e est I'élément unité, on voit en particulier que les élé-
ments s tels que (s,e) =0 forment un sous-groupe g ; et
l'on a

(3,t) =(st“30) = (t”3s,0)
g est donc un sous-groupe invariant, et 1fon a (s,t) =0
si s et t appartiennent a la méme classe suivant g, et dans
ce cas seulement

f étant presque périodique, on pourra, de toute suite s,

extraire une suite convergentj au sens de la distance (s,t)
c'est a dire telle que

lira, (s,,s ) =0
1,3 & 1]

DTapres 1les' inégal ités trouvées, on voit aussi que si Sj et
tj sont des suites convergentes, Sjtj en est une encore ; de

méme s”3 , car S S = (s s”3 ,e) = (s”71,s”3
(5,59 = (5,573 &) = (s71,573)

Complétons donc le groupe G en lui adjoignant toutes les Ili-
mites de suites convergentes ; ou plus exactement, considérons
toute suite convergente (s®) comme un élément d'un nouveau

gr?v-P° G qui sera defini comme espace meétrique au moyen de
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]Ja distance

(S\¥) = 3im. (s.,t }
.t ~>0 1 «

30s e3éments S et T devant étre considerés comme identiques Si

Ccs,T) = 0 . L’on définira 3e produit et 3»inverse dans 75 par
3es égadlités 1 T = (s.t.)
i
IP3 t )

A tout S on peut faire correspondre 3a fonction

f(x,y Ii) = 3im. f (x,y) = 3im f(y~3s. x)
I oo ai I —00 I

et cette correspondance est biunivoque, car on s 1

(S\T) * borne |[ffx,y \'"f) - f(x,y|T)]|
dTou i3 résu3 te en méme temps que, pour x, y fixes , f(x,y ] S)
est une fonction continue de 'S

s étant un eé3ément de G, 3a suite (3,3,3,... ) est a3ors un
élément de G, qui sera noté 3 : 3es 3 forment un sous-groupe

G » partout denso dans G isomorphe a G/g . On a

f(*»y I's) - f(y 3 x) , dTou i3 s Toi;swit que, pour x, y fixes
f(x,y | S) nT<bst pas autru chose que 3a fonction f(y 3s x),
considéree comme fonction de s et pro3ongée par continuité au
groupe G . 3n particu3ier, f(s) est une fonction de s, conti-
nue au sens do 3a distance (s,t) , ot qui, pro3ongée a 7? par
continuité, engendre 3a fonction f(*ST) = f(e, e Js) et
f(x»y»1l ) n'est pas autre choso cji\o f(y 6- X') .

G étant compact au sens de lu distance (s,t), et 30s 'S

étant partout denses dans G, G est compact ; étant drai 33eurs
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meétriqgue, clest (parg.16) un groupe do Hoor . Si , do plus, G
est supposé topologique, donc f(x) continue sur G, 2s corres-
pondance entre s et "s est continue ; autrement dit, si une sui-
te s tend vers s dans G, les "s* correspondants tendent vers
S dohs Ti . Sinon, on effet, on pourrait, 7?2 étant compact, oxfcs?
traire une sous-suite des s. qui converge vers un autre élémen-
S' : mais alors les fonctions f(y“ s”x) correspondantes ten-
draient uniformément vers f(x,y {S) : ce qui est impossible
si T~ " cor elles tendent vers f(y” s x), quels que soion’
x et y, en vertu do 1s continuité de f sur G

On voit donc que toute fonction presque périodique sur G
définit une représentation do G dans un groupe de Haar compact
G-

Il on est de mimo d’un ensemble de fonctions f. (x),
presque périodiques sur G, en nombre fini ou dénombrable
si , en effet, f~(x) définit une représentation de G dans un
groupe G, qui a tout s do G fasse correspondre "%;dans C%
on peut considérer |’ ensemble dos f.(x) comme définissant une
représ ontati on de G dans le produit direct de tous les *G"
( qui ost encore, un groupe do Hosr compact) . Il suffit pour
cela de foire correspondre a tout s dons G | ’élément (5-4,512

.) de ce produit direct
Il en résulte que la somme, le produit, le quotient (si

le dénominateur a une borne inférieure > 0), la limite unifor-

me do fonctions presque périodiques, sont presque périodiques



sur G.
Réciproguement, supposons que 3Ton se donne une représen-

tation de G dans un groupe compact G, : soit 7? 3a fermeture
dans G de 3’image de G; désignons par éf, 3’image dans d d’un
é3ément que3 conque s de G, par » un é3émont que3 conque do 7?.
Si f(F) est une fonction continue que3 conque sur 7i, e33e est
uniformément continue et 'bornée, et 3o0s fonctions de x,y de-
finies par

f(x,y|lU) « fCF"3 ST x)
formont un ensemb3e compact : 3a fonction f(s~) est donc une
fonction de s, présque périodiquo sur G. Autrement dit, toute
représentation de G ¢ans un groupe de Eaar compact détermine
une classe de fonctions presque périodiques sur G. continues
sur G si G est un groupa tojbo3ogique.

App3iquons maintenant les résultats de 3’exposé précédent
(De3sorte ). La fonction f(S'), continue sur "5 deduite do 3a
fonction presque periodique £{x) donnée sur G, pourra étre
déve3oppée dans 75 suivant les coefficients des représentations
unitaires de G, ot sera limite uniforme de combinaisons liné-
aires finies de tois coefficients . lvilcis, G se trouvant repre-
sentai dans G, toute représentation unitaire de "G en est une
aussi de G: et ses coefficients sont des fonctions presque
pénediquos sur G. Toute fonction presque périodique sur G
HOT jPnc lirai te unii'ormj d¢ combinaisons 3inéaires finies de

opresentations_unitsi r33 de G, et réciproquement : c’est 3e



. 37

théoreme d'aporoximation

Pour interpréter de méme le développement en fonctions
orthogonales, il faut définir, au moyon des seules valeurs de
f sur G, 1leintegral e ftm du prise sur G i le groupe
compact étant supposé avoir la mesure totale 1, cette intégra-
le peut d'ailleurs étre considérée comme une valeur moyenne
et sera notée \(0O (f); et I'on aura, quels que soient X et Y
dans 1?7 :

U (f) " j f(Y~ F Z) dF

f(S) étant une fonction continue sur G, le second membre peut
étre calcule par |’intégrale de Riemann : on pourra subdiviser
G en ensembles mesurables W,, de diametre assez petit pour que
3'on ait

I \% (f) -z_ mW*f | < £ il

quels que scient Z et Y, pourvu quo {§C W . Soit 3 1»image

de G dans G, ou mdme plus généralement, n'importe quel ensem-

ble partout dense dans 1? : I'on pourra remplacer 1£ EIj, YV,
par des points x, s., vy, pris dans 3, et 1'on aura donc

t

i1ir -y mwW.fy'nstix) | <o |
pourvu que c W', d'ailleurs, ona mW=mG=1

Reéeciproquement, si la constante A est telle que 1'on puisse,

quel que soit ¢y 0, choisir les s\ dans 3 et les coefficients

ci 0 de maniere quo ~ 1 . et que l'on ait

|la-Y-d fiy'Vjx) | <C I
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quoi s que soient x et y dsns E , on a
A = \\V (f) .B
étant partout dense et f continue, on aura en offet
|a- i(y-~x)
a-I», .. |
quels que soient | et 7 dans 7I, d’ou, en intégrant par rap-

port a U et ? sur 15

Ja - N _ci.tV& ) ! 6
donc, puisque ci = A=Y\C (f) . Onvoit ainsi , f é-
tant continuo , qu'il existe une constante ot une seule , é-

gale & V\Xj (f)» qui soit -limite uniforme d’une suite de fonc-
tions de la forme ~ ¢ f(jF W.X les ¢ étant ~ 0 et tels
que \t c — 1, les S étant pris dans l1l'ensemble J3 et
X ot y étant quelconques dans B * Si en. particulier, f(x)

eat presque périodique sur G, il exlateune constants et une
seule, ‘'limite uniforme de fonctions
- Y~ f(y* s4x) (cr ™~ o, f_c1=1);

cottc cons tant© sera notée nX (f), et appelée la val eur moyen-
ne do f'x) sur G (dbapres von Neumann); ot | ’on aura donc,
ai i(s) eat la fonction ”~ continue sur le groupe compact "5
qu’on déduit de f(x)

Ht, (f) = J f(F) dF

Soit maintenant M(x) une représentation unitaire irréduc-

tible, de degré r, de G; les élements de la matrice M(x)f(x)
seront presque périodiques sur G, et l'on écrira

M(f) = \% M(x)f(x)J
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D’ailleurs , f(x) et M(x) définissent une représentefion de G
dans un groupe compact 15, do sorte que, si "s:désigne 1»élément
de "5’ correspondant a s dans G, ot 13 un élément quelconque de
T, f ot M, prolongées par continuité a "» , déterminent respec-
tivement une fonction fQUT') continue sur G* ot une représenta-
tion irréductibl e M(ST) de 1?7, et que | Ton ait

M(f) *JAM(S’) f(F’) dF’
Soit g’ le sous-groupe formé des eléments !'£ tels quo 1’on ait
identiquement en x», y» : f ) « F(y’~3x») f(F’) sera
constante sur les classes suivant g/ ot le groupo quotient
G’/gr ne sera pas autre chose que le groupe compact *Gdéfini
par FX) sur G. T(F>) sera alors développable en série (conver-
gente ou sens de UZ sur G1) suivant les coefficients des repré-
sentations do ij*/gf#

Si donc MS’) nTcst pas | une do ces représentations, on
aura MTf) = 0; pour que Mf) f 0, il faut que HT3 se réduise
a une representation de U. Autrement dit, on a Mf) =0 pour
JLC.utQS les représentations unitaires irréductibles M(x) de G
s_auf su plus pour les représentations (x) ( en nombre fini
ou on infinité dénombroble) qui correspondent a celles du grou-
pe compact g défini par f(x) sur G et f(x) est develooooble

en Séri e

Fi*) =2 j m“iV()Q

»

suivant les éléments m* ~ de ces représentations les coof-
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ficionts étant donnés par les "formules de Fouriorw :

1o'VII = MV)(F) = 1UL[m(s)(x) f(x)] = f K(v)(S)f(i)ag-

et 3a série étant convergente "on moyenne", c*est a dire que
Si fEI(x) désigne 3a ra-ieme somme portiol3e, on a

¥ ov o @) =0
C’est 3e théoréme ion&amentol do Bohr, étendu par Von Neu-
mann »

Considérons on particu3ier 3e ces ou G est isomorphe au
groupe additif des nombres rée3s : G étant maintenant noté ad-
ditivement, 3a définition des fonctions presque périodiques sc
réeduit évidemment a ce3 3e do Bochnor, Le groupe "G défini par
une fonction presque périodique sur G sera évidemment abé3ien
puisqu’i3 contient un sous-groupe abé3ien partout dense, a sa-
voir 3Timage de G ; 3a théorie de Bohr n’est donc pas autre
chose que 3a théorie des représentations du groupe additif des
nombres réels dans un groupe abé3ien ccmpact . Mais les repré-
sentations unitaires irréductib3os de G sont bien connues * on
vertu d’un théoréme généra3 sur 3es matrices permutab3os, tou-
te représentation d’un groupe unitaire abé3ien peut en effet
etre ramenée a 3a forme diagona3e, de sorte que 3es représen-
tations irréductib3es sont de degré 3; ce sont donc ici 3es soO-

lutions continues des équations

Ye-xedo. 1Yo
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et ce sont donc les fonctions *"(x) = e , 05 étant un nombre
réel quelconque, f(x) étant une fonction presque periodique,
eur laldroite, on voit donc qu’il existe au p'*us une infinité
dénombrable d’”exposants caractéristiques” tels que

IU [01“* tc0 1 * 0
et que f(x) est devel oppable en série, convergente en moyenne
suivant 1los o * , ou bien encore que f(x) est limite unifor-
me de combinaisons linéaires finies des e . Cle sont les
théoremes classiques do Bohr, la démonstration qui vient d’en
étro donnée étant au fond la méme que celle de Weyl. On a dos
résultats analogues si G est le groupo des translations d’un

espace vectoriel a n dimensions, les e devant seulement

étre remplacés par les fonctions
V(X)) = el**I*l 4<%3*2 +.... +*n*n >

Remarquons encore, dans ce cas, que 3a moyonno \TC (f) d'uno
fonction presque périodique pout encore étre définie do la ma-

niére suivante (c’est la définition classlauo)

Yt (fi = ir-j f(x) dx
X eyt X

f(x) étant wi.tp.iti uniforme do ”polynomes exponentiels” de la
forme J cv e , Il suffit de vérifier qu’il on est ainsi
<\ i 9@ X . . e :
pour i(xj = o0 . mais pour ces fonctions la vérification
est Immédiate
Donnons maintenant quelques indications sur les généralisa-

tions dos fonctions presque periodiques . Il suffit, pour obte-
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nir une telle généraliaction, de définir une classe de fonctions
presque périodiques par la conditionque 1*ensemble des fg(x,y)
soit compact, non plus ou sons de la convergence uniforme, mais
en un autre sens convenablement choisi: en méme temps, on pourra
cesser d’exiger que f(x) scit continuo sur G. Pour cela, en géné-
ral, on remplacera la distance etudiée plus haut par une enatre
distance, qu’on pourra définir do différentes maniéres* on écri-
ra
(S»t) = Il fs ~ ft ||
et I ’on verra comme plus haut que, si |I’on complete G en lui ad-
joignant les limites de suites convergentes au sens de cette
distance, G se trouvera représenté ’ans un groupe de H'pr com-
pact G. Si les s, forment une telle suite convergente, ayant
pour limite un élément S do G , on définira f(x,y7T 15 comme la
limite ( au sens de la distance employée) des fonctions f , si
Ta distance employéo jouit de propriétés convenables, on ?;ouve-
ra qu’il existe sur G une fonction et une seule définie a un en-
semble de mesure nulle prés, ffST) telle quo l'on ait, quel que
soit S :
i{x,y)u) * f(y~sSx)
au sens de 1s distance, c’est a dire , plus exactement
I f(x,y |S) - f(y-3iT x) || =0 ®

Réciprcquement, si f(S) est une fonction donnée sur £rf satis-

faisant a certaines conditions qui dépendent de la classe étudiée

f(s) sera une fonction de s, presque périodiquo sur G au sens do
cette classe
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Si en particulier, | ’on prend pour G le groupe additif dea
corabros réela, on obtiendra une théorie de ce type en prenant
pour distance jji —gj 1 une diffy & stances acudiées par Stepa—
nofx, Wcyj, Besjuozzteh v Voir le livre de Besicovitcli ou ce-
lui ¢e Tava;’u,. Ggj ionotions ag B~"sieoviteh, par exemple, ne
sont pas autre chose que celles qui correspondent aux foncti-
ons f(B’) de la claaae Lp sur le groupe 17 - (on entend par la
comme on sait, les fonctions pour lesquellea \f(sT)j™ est
integrable aur G) 1 il oat donc évident quo cea fonctiona pos—
aedent une série de Fourier, ot quo, pour la clasao L2, on au-
ra un théoreme de Fischer-Riesz4

Plus simple eat la théorie dea fonctiona presque périodi-
quoa analytiques 1 soit f(a) une fonction analytique de la va-
riable complexe s, réguliere dans la bande o — R(s) b
(R(3) designe 2a partie réelle de a). On conaidére lrensemble
dea fonctions t~fa) = f(s + iIT ), X désignant un nombre reel
quelconque; on dira quo f(a) est presque périodique ai cet en-
semble eat compact au sens de la convergence uniforme, c*est

a dire au sens de la distance

(t ,'t1) ~ borne ( f )
B&R @ Y&D ~ T
le groupe G, qui e3t ici le groupe additif des nombres réols
c , etant complété, ici encore, par |’ adjonction des limites
7 dea 3uitea convergentea Tv , on posera

f(a | T) = lin f(s + i T )
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ot 20 dévo2oppenont do cotto fonction suivant 20s caractéres

A (Y) du groupe G donnera -
frc " ~p ¢y (s).010T

Los coefficients ¢ (s) sont des fonctions ana2ytiques de s,
en vertu de 2eur expression
cv (@ = ¢ Tf(s J7) ~ (M

7"‘ ~
X (1 « \ . T
(7) étant 2e caractére do G qui so réduit a o vV sus G;

mais on doit avoir
iC(a + i *?') = fr +75 (a)

donc i

(a + 1 T1l) = el°tvt e (a)
et par conaéquont

c* (s) = cv gios- 8 ,
C étant une constante, co qui donne 2e déve2oppement do
f(s) en série de Dirich2et

f(a) = L) C 0ieS>S

Bnfin, 2’on peut so demander s’12 existe * sur 2es groupes

de Lio, dos fonctions presque periodiqgues dans des cas autres

gue ceux étudiés par Bohr : 2a réponse ost negative . 12 suf-
fit , d’apres ce qu’on avu, do recherchor 2es représentations
unitaires d’un groupe de Lio , G, gque nous supposerons connexe

Pour ce3a, nous conviendrons d’appe2er quasi~c20s tout groupo



do Lis (connexe) qui est infinitésina] emont 1o produit direct
d’un groupe semi-3implo clos par un groupe nbélien ; et nous

ferons U3age du théoreme suivant, do 3. Carton, qui permet de

reconnaitre , au moyen dos seules constantes de structure,si
un groupe eat quasi-clos : pour qu'un groupe de Lie soit se-
mif3imple clos, il faut ot il suffit quo so forme Ip (e)

(V.B.C.rtan, Mémorial fasc.42, parg.32) soit définie négative]
pour qu'il soit quasi-clos, il faut ot il auffit que (0)
soit définie ou somi-définie négative . Il en résulto immédia-
tement que tout sou3-groupo de Liqg d'un groupo clos ou quasi-
clos est quasi-clos. 3n particulier, toute représentation u-
nitaire d'un groupe de Lio connexe G représente G sur un sous-
groupe de Lio d'un groupo unitaire , par conséquent, sur un
groupe quasi-clo3: on aura une toile représentation chaque
fois qu'on aura un sous-groupe invariant g do G, fermé dans
G, tel que le groupo quotient G/g soit quasi-clos. Si Il'on
a deux tels sous-groupes g™, ¢ on a simultanément deux re-

presentations de G 3ur les groupes quasi-clos

X: = s/g3 Y8 = <%
donc une représentation dans le produit direct vy do
ces doux groupes, qui est encore quasi-c]Jos 1 cette derniere

représentation est un homomorphisme do G sur un groupe (quasi

clos, puisque c'ost un sous-groupe de A X Y ) isomorphe
3
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ou groupe quotient G/gg . Oy designant Il'ensemble dos éléments
communs a g* ot a Autrement dit, si g et f sont tels quo
les quotients de G par ces groupes soient quasi-cl os, le grou-
pe g3 formé des éléments qui leur sont communs, jouit de la
mémo propriéeté, ot par suite, il existe un sous-groupe inva-
riant g possédant cette propriété, et contenu dans tous les
sous-groupes qui la possedent . Toute représentetion unitaire
de G est alors, en réalité, une représentation de G/g; toute
fonction presque périodique sur G étant deéeveloppable suivant
les reprosentati ons de G, est constante sur les classes suivant
g, de sorte que cfést on réalité une fonction presque périodi-
que sur le groupo quasi-cl oz Gl/g,

Mais , par sa définition méme, un groupe quasi-cl os est
infinitésajoment isu-norpie au produit direct d'un groupe de
Lie clos par un groupe abélien: et il suffit , pour l'obtenir
do former le produit direct d'un groupo de Lie clos K par un
goroupe Vn isomorphe eu groupe des translations d'un espace vec-
toriel a n dimensions, et de prendre le quotient de ce produit
Kx vn P~r un sous-groupe formé d'un nombre fini d'éléments
La recherche des fonctiona presque périodiques , sur un groupo
quasi-clos , se rameéne ainsi au méme probléeme sur les groupes
clos d'une part, sur les groupes V d»autre part: or, sur Vn
le probleme est résolu par la théorie de Bohr; et sur un grou-
pe compact toute fonction continuo est évidemment presque pe-

riodique, de sorte que le probléme est trivial . En définitive
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on voit quo 1d géneraiisation de von Neumann ne deéefinit, sur
les groupes de Lie connexes, aucune nouvelle fonction qui no
so rameéne a colles déja connues . 3n revanche, il existe des
groupes denombrables (par exemple les groupes libres a un nom-
bre fini ou dénombreblo do générateurs) qui admettent evidem-
ment des représentations unitaires non triviales . Il serait
tres intéressant do rechercher si tous les groupes dénombrables
on admettent aussi : c’est une question qui ne semble pas en-

core avoir été abordée
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