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3.- La définition des groupes est connue Lfensem-

ble des é]orients d»un groupe abstrait G sera considéré comme

un espace, 3lespace du groupe; y operent transitivement deux

groupes de transformations T groupe des translations a gau-

sll/\

che, qui font correspondre a tout point x le point

s étant un élément fixe arbitraire; et groupe des transla-

tions a droite, faisant correspondre a x, le point xs ces

groupes, isomorphes a G, portent dans la théorie de Lie le

nom de premier et second groupe des parameétres. Opérent éga-

lement dans l»espace do groupe le groupe des automorphigmes

dont nous n’aurons pas a faire usage, et le groupe P des au-

tomorpliismes intérieurs ou groupe adjoint ; c'est le groupe

des transformations par un élément du groupe, faisant corres-

pondre a tout élément x 1»élement s“3xs ; il est homomorphe

J’ Gnsemble dos €éléments de G auxquels correspond dans

r la transformation identic-ue est fpar definition) Ile centre

Ns , |11, les ensembles trans-

dS G * LT°n lignera Par su

formas d'un sous-ensemble 3 de G par les transformations

( x = sx), (x —y xs), (x X

E*F (3,v étant deux sous-ensernbl os quelconques)

) respectivement, et par

| ensemble

des produits d»un élement de 3 par un éelément do F.

Si dans le groupe G, 1»on se donne un sous-groupe g,

éléments do G do répartissent en classas suivant g (Ne-

bengruppen), c'est a dire un ensonbles xg ( ce sont des
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cl assos a gauche; il y a aussi, suivant g, une répartition

en classes a droite gx, nais pour unifier les notations nous
nTen ferons jamais usage). Les classes xg sont transformées
entre elles, transitivement, par le groupe des translations
a gauche : si on les considére comme les points d'un espace
H, H sera donc le champ d'un groupe de transformations tran-
sitif homomorpho a G ; on dira Que cTest 1*espace homogéne
defini par g dans G , et on écrira F = G/g . Si g est un
sous-groupo invariant,. H est 1Tespace du groupe quotient; on
géneral, le groupe des transformations de E est le quotient
de G par le plus grand sous-groupe invariant de G contenu
dans g : si 1Ton nTa en vue cue 1 Tétude des espaces homogenes
on pourra donc supposer que g no contient aucun sous-groupo
invariant . g, consideré comme point do E, sera note 0 ; la
classe xg, considerse de méme, sera noté P = xO ; les trans-
formations do E qui laissent 0 invariant sont celles qui cor-
respondent aux éléments de g, celles nui laissent invariant

P = x 0 sont celles du groupe transformé xgx

Une fonction f(x) définie pour tous les éléements X
du groupe, et prenant, soit dos valeurs réelles, soit des va-
leurs complexes, sera apooléo une fonction du groupe . Une
fonction f(p) des points d'un espace homopréno E — G/g n'est
pas autrg chose gqu'une fonction du groupe G, constante sur
chaque classe suivant g. Nous utilisorons, dans ce qui suivra,

la th«orie moderne de la mesure et de 1l'intégration donnée par



M. de Poase] , dans 3 Texpose A.
3.- Soit un espace ou opeéere un groupe de transfor-
mations G; supposons que ce soit un espace mesuré, et que
la mesure y soit invariante par G . A3ors, H étant un ensem-
ble mesurable quelconque, s un €élément de G* le transformeée
s de 3 sera mesurable , et 1’on aura, m désignant la mesure
m( s3 ) =m3
Il en résulte que 1’intégrale ssrs aussi invariante; si on
la note par f(P) dp, ffsP) sera mesurable en meme temps que
f(P), et 11lon aura, f étant intégrabl e (ou bien non-négative
et mesurable)
f(P) dp = f(aP) dp.
Une différentielle étant un symbole de mesure, on peut ex-
primer |’égalité de deux mesures par | ’égalité symbolinue
de deux différentielles, donc ici
d(ap) = dp

Nous ne nous occuperons, dans cet exposé, que des

espaces mesures homogénes. S’il s’agit plus particulierement
de |’ espace de groupe d’un groupe G, la mesure sera notée m
et Ifintegrale J f(x) dx ; m sera dite une mesure invarian-

13 (plus precisément, invari ante a gaucho) , cette invariance
s’exprimant par | ’une des égalités

m3 = m(s3) , J°f(x)dx = | f(sx) dx, d(sx) = dx
Si de plus, m est invariante par la transformation (x -v x—3)
1’on aura:

mS = m(s3) = mis’1l) = m(3"3s“3)= m(t“3*-3s-1) = m(sSt)
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t Z ?
d’ou J f(x)dx =] f(sxt)dx = f(x ™™)dx

dx = d(axt) —d(x~")

Nous dirons alors que la mesure est bi-invariante : elle est
invariante a la fois a gauche et a droite

la notion de produit de mesures permet de définir
une mesure invariante dans le produit direct de deux ou plu-
sieurs groupes (on nombre fini) si 1'on connafit une mesure
invariante dans chacun des groupes facteurs w Si la mesure
dans chacun des groupes facteurs est bi-invsriante, le pro-
duit des mesures sera une mesure bi-invsrianto dans le grou-

pe produit

3;-1l arrive on généra] que dans les groupes que

| Ton peut avoir a étudier ce n'est pas une mesure qui est
donnée a priori, mais une topologie. Tel est , par exemple,
le cas des groupes de lie : pour ceux-ci, Hurwitz avait mon-
tré en 1697, en utilisant un invariant intégral facile a
construire, qu’il existe bien une mesure invariante. liais
l1*existence d’une toi lo mesure dans une classe trées étendue
de groupes topologiquee nfa été démontrée quTen 1933 : c’est
a Haar que | ’on doit cette belle et importante découverte»
gue nous allons exposer maintenant.

Considérons d’abord, d’une maniére générale, un es-

pace satisfaisant aux conditions suivantes

I°- uno topologio y est définie par un systeme de voisinages
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(au sons do Hausaorff);

2°- 3a famillo do voisinages peut étre remplacé o par uno fa-
N

0J

-3°- 3 Tespsco ost 3joca3 emont compact: tout point P posséde au

milie ~0noEbrsblt (11 asione do dénombrabi3ité);
moins un voisinage compact (3). 13 en risulta , comme on sait
gue 3T.jspsc]j or,t raétri sab3o0 : supposant qu’on y introduit une
métriqgue, noue désignerons par S (3,3’) 3a distance de doux
ensembles 3, 3’ fborne inférieure dos distances d’un point do
3 a un point do 3’), et par d(3) 30 diametre de 3 (borne su-
périeure des distances do deux points de 3). Si un espace sa-
tisfait a ces conditions, c’est a dire s’i3 est métrisab3 e,
separab3o et local ornent compact, tout sous-ensemb3e fermé
peut encore etre considéré cornue un espace de meme nature.

La théorie de 3a mesure dans ces espaces repose sur

3e théoréme suivant, de Carathéodory (2)

(3) Nous ne suivons pas 3’usaire de beaucoup do mémoires moder—
nés ou 3a tendance apoarait de réserver 3e mot "compact” aux
ensemb3es fermes . Pour nous, comme pour Fréchet et Hausdorff
un ensemb3 e compact, dans un espace topo3o0gique, est un ensem—
b3o dont 3a fermeture est compacte.

¥*) Carathéodory n’a deyg3oppé sa théorie de 3a mesure que
dans 3es espaces euc3idiens: mais_ses démonstrations s’ ap"03i—
quent sans changement au cas étudié ici.
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Soit ™ j) une fonction de Carathéodory d”™ns un espace
topo3o/?ique nieti*l 3abll c. Pour dgijjg to™us 3@s onsoinbl es ouverts
possédent 3e propriété do Carathé odory, 13 faut. et. 13 suffi t
o, . H satisfasse Ji_3Tealomo_ suivfint

Ik** S i.doua ensembJea 13 11T ont uno distsnco

S ( )Yy 0 , on a (3 + 37) = "l 3»

Si nous nous p3acons maintenant dune un espace sa-
tisfaisant aux conditions le. 3°, 3° , 3a condition nécessai-
re ot suffisante pour que p>3 soit fini sur tous 3es ansem'c3 0s
compacts est que 3»on ait 1*axiome

I * Tout point P possede au moins un voi sinarre do
mesure finie.

De T et Il reésu3 te que tous 3es ensemb3es ouverts
(en particu3ler 3lespace entier) ot tous 3es ensemb3es de
Bor 8 sont mesurab3 es . Una mesure 1 satisfaiaent a | et
Il sorii apoe3ée une mesure de Radon, deux mesures de Radon
étant considérées comme identigues si e3iea coincident sur
tous 3es ensembles ouverts ( ou, ce qui revient au meme, sur
3es ensemb3es fermés) : e33es coincident a3ors our tous 3es
ensembles de Bore3. Pour une mesure de Radon. toute fonction
continue est j3Q3ureb3e: 3Tintégralde correspondance i f(pJ <w
sera oppe3eo une intégra3de de Radon-Stie3tjes. Si dTai33eurs
3’on se donne une foncfcion j*XL définio seu3 ement sur 3es en-
semb3 es ouverts SL , et satisfaisant sur ces ensomb3es aux

axiomes | et Il, onjpeut 3a pro3on,?0r. c’ast a dire en dedui -
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ro une mesure de Radon(dite "réguliére™) coindidant avec le

fonction donnée sur les ensembles ouverts ; il suffit pour

cela de définir v¥*3 * quel qgye soit 3 ccwne la borne infé-

rieure de / i’r‘—i K pour 3 d Q(@Ly) . Gyt époncé subsiste
ai I ’on remplace la famille des ensembles ouverts p& la fa-
millp dénombrable Gp 0 formée par tous les voisinages com-
pacts et par les réunions finies de tels voisinages. On on

dédu.it que les espaces 1P sont séparables : les combinai-

sons linéaires finies, a coefficients rationnels complexes,
des fonctions caractéristigues des ensembles de (j? y sont
partout denses ; en particulier, ll.2 est un espace hilbertien
s’il ne se réduit pas a un espace a un nombre fini de dimen-
sions (ce qui ne pourrait arriver que sip*- s’annulait en de-
hors d’un nombre fini de points).

Si M>est une mesure de Radon, et f(P) une fonction

non négative, intégrable sur tout ensemble mesurable compact
3( ) = C f(p>ar , est une mesure de Radon, dite de
base ’
4 .- Un groupe G est appelé, comme on sait, groupe

topolo”Nique, si 3on espace de groupe est défini comme espace
topologique au sens de Hausdorff par une famille de voisina-
ge V , et 3i le produit y x est une fonction continue de

| ensemble des deux éléments x , y. Les transformations

(x sx),(x & xs), (x —= Xx ) sont alors continues; et si
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-tL ost un enaomble oururt, 3 un onaomtiio quelconque dans G,
L 3 ot 3SL sont dos onseinb3es ouverts. Un sous-“roupo
g, formé dans G, ost oncoro un groupa topo3ogiquc; 3T spaco
homogéno H = G/g ost un ospaco topo3ogique au sons du Huus-
dorff si on y prond pour voisinages l1los ensembles Vg -
ot les transformations do Gy sont continuos. Si g ost un
sous-groupo invariant formé, 1o groupe quotient G/g ost un
groupa topologique . Si g ost a la fois ouvort ot fermé dans
G (donc sommo do composantes connexes de G , on voit faci-
lement qu; H = G/g 03t un espace discret, ou tout point pose
sede un voisinage reduit a ce point. Par exompio, T étant un
voisinago do | 'unite tel que V =V " , ot 7yk 1 Tens ombl o des
produits de n élements de 7, soit V°° la réunion de tous les
\/n pour n = 3,3,3 ... : c’est un groupo, ensemble do tous
les produits finis d’elements de y, qui est ouvort comme
reunion d’ensembles ouverts, mais aussi fermé, car si s ost
point d’accumulation do V** | il y aura un point de 1’un des
VXI dans sV , et s sora dans vn ! . Si 'V est connsxo, V /™
est alors la composante connexe de |’unité, donc un sous—
groupe invariant, ot le groupe quotient ost discret. Si G
lui—-mémo est connexe, on voit qu’il est engendre par 3es élé-

ments d’un voisinage quelconque

(1) Il n’en serait pas ainsi si |’on supposait seulement quo
ri? B[e?sdux't X ost une fonction continue de clhacune des va-



I1.-H. -9

5.- Nous allons démontrer maintenant qu'il existe-
dons un groupe do Haar une mesure de Radon et une seule, in-
variante a gauche, non identiquement nulle, et définie a un
facteur constant prées ; cotte mesure sera appelée la mesure
de Haar, et sa valeur sur les ensembles de Bore! sera désignée
par m.

S'il s’agit dTun groupe do Lie, 1Ton sait définir lo-
cal ornent au voisinage de 1Tunité un élemont de volurne que
1 Ton peut transporter en tout autre peint par le groupe des
translations a gauche . De mémo , dans le cas général , nous
commencerons par définir localement une mesure approximative
L’on sTappuyera sur le 1nmme suivant {ici comme par la suite
Lp3 désignera la fonction caractéristigue de 1Tensemble S,
égale a 1 sur 3 et a 0 sur W E) :

Lemmo . Supposons quTil existe une mesure de Haar m

soit V un veisinage compact de 1Tunité , tel que V = vl

E un ensemblo mesurable compact . Pour tout £ y C l'on peut

de facon que 1l*onait
g', (s) —j cMf o -y (s) quel que soit s

ot Y- N c+fc ) shtt

N\

Posons en effet ET= EV : E’ sera ouvert, ot tendra
vers la fermeture E de E ( donc vers E si E est fermé) quand
d(V) tond vers zéro; et choisissons ( c'est toujours possible)

une fonction continue ijj (x) telle que 0 - LAx) & (x) =
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-3
f f<=* ) ., Gt quo
N=j<sp(x) dx —(1-£) raV.
I"'on auro
CoE (s) ~— J vy (s“3x) dx
t* Js*

car ~ (s ™) afnnnu]o en dehors de 3’ quand s est dans .

Evaluons 3e second membre par | ’intégrale de Riemann
étant uniformément continue, si | ’on considére 3’ comme une
sommo finie d’ensembles »esurables W de diameétre suffisam -

ment petit, et qu’on choisisse dons chaque W un point x»

on aura
L
3 () TV (s ) tE
ce qQqui peut s’écrire
) L MAb -1
@ -t) g (s) y TX)
ou en posant C mw
P N g -£)
z NT -1
¥y (S 7,7 ¢y (S )

. 1 B
r ch(S Xs>) n Cv V(X S) = CWXV-|-|—(S)

et 37’0on a bien

m 3’ m(37)
c - 7
H v oari- g 7 il t)y mz

3, P étant deux ensembles quelconques, désignons par
(3JF) la borne inférieure dey~ c,, pour tous les systémes d’é-

lemonts x et do constantes c,, 0 te]s que |’ on ait

Z.

2 3 r €

f XJp



Si S, F sont mosurohles , on an déduit en intégrant
mE—Z <c¢. . mF t d’ou (3: F) ——— . D'autro part, si 3

Y mkF
ost compact ot si F a des points intérieurs, S peut etre re-
couvert par des ensembles x~F en nombre fini* donc (3:F)

est fini. L’on a de plus, dans les conditions du 1ernme

2SS _é (S'v)é ziM L
myv mvV
Soit VA une suite de voisinages de 1’unité , do diameétres
. . -1 , .
tendant vers zéro:, soit V\’; = V;‘7 + V\!/ . L’on sura, si 3 ot
3Q dont fermés compacts

ras _ Ilm g Vs>)
n30 M- (30:Vv)

La mesure do Eaar, étant "bien définie par cotte éga-

lité sur les ensembles fermés compacts, est donc unique {a
un facteur pres) si elle existe . Pour la construire par 1la
méthode de Haar sans supposer a priori son existence, deési-
gnons par 3g un ensemble fermé compact, ayant des points in-
térieurs (ce sera l’unité de mesuré), et par -M un ensemble
guelconque pris dans la famille o . les Si étant en infi—
nité dénombrable, on pourra, par le procédée diagonal, extrai-
re do la suite Vg deéefinie plus haut une suite partielle
(qui sora encore notée Y. ) de facon que la limite

(R Vii)
1}->« (30:73))

> §1 =

existe pour tout J\ .
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\

Or on a (S:F) ~ 1, car st Y E ~ ‘e H* x >2 °n 8Ura

en tout point, et en particulier sur S, t ¢l cv- On a é-

videmment C'f' (E® ):f! - [/ (S :F) . Et I'on a, quels que
P

soient E, Ef, E"
(E:ST).(E*:3") ~ (E:E")
car les inégalités
f e~ )_ €y Y xfe» * Y et" XL df “f yf 3"
entrainent <fB - 1— alEy W y 3.

On a donc, en particulier, quel que soit E

—————— - L t2 VN~ + ™ (E:E )
(Sc:3) (30:Vv } ]
Par suite AJL est compris entre . =" ot (JC :E ), et est
(EO :BV) -

fini et positif. Si £& (JT, JV) >0 , A(fi+J\V)=Aj 1+ ASX
Si JIQ¢c "C (sl iXi), les s3 étant dans G, pn pourra, d'a-
pres le théoreme de Borel-lebesgue, no garder gqu’un nombre

fini de termes dans le second membre, et on aura alors

X /L - Soit maintenant E un ensemble quelconque
considérons tous les systéemes d’ensembles A'i‘ et d’'éléments
s tels que 3 0 "' (s" M.;), et soit xE la borne infeéeri -
eure do Ail.i pour tous ces recouvrements . XE satisfait
a 2'axiome |; de plus x -TL= A-TL t donc 1’axiome |l est
satisfait, et xJIl. —A.il , donc x n’est pas identiquement

nullu: c’est bien la mesure de Haar.
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6.- Soit mune mesure do Eear: tout automorphismo
continu do G 3a transforme en une mesure de Haar, c’est a
dire 3c mu3tip3ie par un facteur constant. On aura en psrti-
cud ior m (s~ Es ) =m (Es) = A (s).mME ; et A (s) satisfait
a 3’équation A (st) = A (s) A (t) =« on dit que ¢KXconstitue
une représentetion do G . Si G est un groupe de Lie, A (s)
est 3a va] eur abso3ue du déterminant de 3a substitution 3i-
néaire qui correspond a s dans 3e groupe ad.ioint. En tout
cas c’est une fonction continue do s, car si s est dans un
voisinage V suffisamment putit de 3’unité, on a EcsCEOQV,

donc A (s) < 3 + £ et par suito aussi A (s)\ ——---
/| 1+ <

Si A (s) = 3 qued3 que soit s, m est invariante a droite
m(E )i considérée comme fonction de E, est donc une mesure
do Haar, on a m(EJ") = A .mE, d’ou0 mE = A mE, et A =3:
3a mesure est bi-invsriante . Le groupe G est a3ors dit
uni-nodulaire. Si au contraire A n'est pas constant, 3’équa-
tion /A (s) =3 détermine un sous-groupe invariant U, fermé
dans G, et 3e groupe quotient g/t est isomorphe au groupe
des translations de 3a droite . 13 ne peut en étre ainsi
guand G est compact, ni quand c’est un groupe de Lie semi-
simp3e : dans ces deux cas on est certain que 3a mesure est
bi-in~fariante. En tout cas, on a 3es regles de ca3cu3

m(Es) = A (s).mE , d(xs) = A (s).dx ;
ot mM(E ) considérée comme fonction de E posséde 3’invarian-

ce re3ativu a gauche . Soit p3us généra3d ement | e une mesure
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do Redon non nu]]g, toile que 1'on ait (s3) =7"(s).p<.E
jn dira qu'eile ost relativement invariente a gaucho ; V (s)

est alors une représentation de G, ot 1'on voit comme pour

(s) que c'est une fonction continue . On peut, au moyen
de 13 mesure m» , former des intégrales do Radon-3tiel jes
gui seront notees \;é f(x) d (x) ; et I'invariance do

s'exprimera symboliquement par I|'égalité d M/ (sx )=\ (s).d>e(x)

Conaidérons en particulior la fonction d'ensembles do baso.oc

/ i |
«3 (s) =1 X ) d (x)

E

C'est une mesure do Radon; et |l'on aura

mj(sS) = f (x”1) df~r(x) =f ™~ (x~1s-3)d”™ (sx]j
V se -Je
= m (E)

m est donc (a un fccteur pres) la mesure de Haar m ; et si

l*ensemble E est contenu dans un voisinage de s dont le die-

N UIP N
meétre tendo vers zéro, ——— tendra vers \' (s ), donc
AD ~ j WE
-------- tendra vers s), d'ou, par définition de l'intégrale
m E A-
) r>
jw E = JI (x) dx

11

Réciproquement, cette formule définit évidemment une mesure
de Radon satisfaisant a l'équation ju fse) ="V (s). .o E
Cette mesure est donc unique (a un faeteur preées); et elle

est relativement invariante a droite, car de son expression



on déduit que ™ (3s) = A (s) \ (5s) 3. On o on particulior

a un facteur constant \ pres

m (3"1) = C ¢\ (x~3) dx ;

dTou il suit que si 3 est contenu dans un voisinage de 1*u-
nité tendant vers z€éro - —--- tend vers A m A éga-
ra 3 m (3-1)
lement, donc \ — 1. On peut écrire symboliquement
d(x']) = [\ (x’3) dx
7.- la théorie des espaces homogénes se déduit de

ces resultats (Voir 57eilt ""émorial] a paraitre prochainement).

k° ® sul tats complots de 3a théorio sont les suivants

Dans tout groupe do Haar_G (au sens du paragr.4)

A-3—exj_ste un élément do volume dx et un seul toi _gue

m3 - 1 dX soit une mesure de Radon invariante & gauche
(au sens des paragr.3 et 3); et 1Ton a

d(sx) = dx, d(xs)=A (s)dx d(x 3) = A (x-3) dx
§°9_i|§ )( (s) une solution continue do vy (st) =V (s) vy (t):
3 ©X{8k%.unQ mesure de Radon | 3 et une seule telle que
ro (s3) = )( (s) x 3 ; elle est donnée par la formule

3 =/ ~(x) dx

agt,llon a en_mjine_tcm3 ~ (3s) = ¢\ (s) V (s) ™ 3.
§it § un us-groupe fermé dans G, dJ son élément

VOWME invariant, tel que |’on cit d(7 ~ ) = d
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S
d(h €') = 0 (<» ) dn™ . Pour qu’il existe d?ns ] 1ljspf-ce homoge-
ne F = G/c un élément do volume dP relativement invariant
toi quo d(sP) => (s) d? * il fout et il suffit que | ’on

ait, sur g : S (B") — ¢i (G ) N (CQ) ; et dp est alors deter-

miné d’unom aniere _uni_oue par 3’équation

jf\ (x) f(x) dx = ( dP )} fix X>) d% I
Jjn particulior, pour qu’il existe dans E un élément de volu-
mo in?triant dp. il faut ot il suffit que S (<f) —/\ (& );

il en est ainsi nécessaironent quand g est un sous-»groupe in-
varisnt, E étant siorc le groupe quotient ot dP la mesure de

Haar dans F.

S’il s’agit do groupes de lie, <ces resultats sont

faciles a vérifier



