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L'ARITHMÉTIQUE SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES.
Par

ANDRÉ WEIL

a PARIS.

Introduction.

La géométrie sur une courbe algébrique a pour objet l'étude des propriétés
des points et systèmes de points1 sur la courbe qui sont invariantes par rapport
aux transformations birationnelles. Mais soit C une courbe algébrique donnée
par une équation ƒ (x, y) = o à coefficients rationnels (dans un certain domaine de
rationalité Je): appelons points rationnels les points qui sont à coordonnées ra-
tionnelles (dans £), et points algébriques ceux qui sont à coordonnées algébri-
ques; appelons système rationnel de n points tout système de n points tel que
les fonctions symétriques des coordonnées de ces points soient rationnelles, et
système algébrique tout système de points algébriques; l'on peut se proposer
d'étudier les propriétés des points et s) sternes de points rationnels ou algébri-
ques sur la courbe (\ et particulièrement celles de ces propriétés qui sont in-
variantes par rapport aux transformations birationnelles à coefficients rationnels:
c'est cette étude qui constitue l'objet de ce que je nomme Varithmétique sur la
courbe C. En particulier, la recherche des points rationnels sur une courbe
donnée C est évidemment un problème invariant par rapport aux transformations
birationnelles à coefficients rationnels, et rentre, à ce titre, dans l'arithmé-
tique sur les courbes algébriques: lorsque le domaine de rationalité se réduit à
l'ensemble des nombres rationnels, ce problème n'est autre que celui de la résolu-
tion en nombres rationnels des équations diophantiennes à deux variables, ou

1 Afin de reserver le mot de groupe au sens qu il a pris depuis Galois, je parlerai toujours
de systèmes de points, bien qu on ait 1 habitude en geometrie algébrique de parler de groupes de
points sur une courbe.

3 6 - 2822. Acta mathematica. 62. Imprimé le 4 novembre 1928.



2 André Weil.

encore (ce qui revient au même) de la résolution en nombres entiers des équations
diophantiennes homogènes à trois variables.

Depuis Diophante, qui leur a laissé son nom, l'on a étudié une foule d'équa-
tions particulières de cette sorte, et certaines d'entre elles ont provoqué des
efforts considérables: il suffira de citer l'équation xn + y11 = i, dont l'impossibilité
en nombres rationnels pour n > 2, affirmée par Fermât dans ses Observations
sur Diophante, est restée indémontrée jusqu'à ce jour. Mais ce n'est qu'à une
époque toute récente que les progrès de la géométrie sur les courbes algébriques
suggérèrent d'aborder par des méthodes analogues l'étude générale des équations
diophantiennes à deux variables. Hubert et Hurwitz2 remarquèrent les premiers
que la recherche des points rationnels sur une courbe algébrique est un problème
invariant par les transformations Irrationnelles à coefficients rationnels: il en
résultait que l'élément fondamental de classification des équations diophantiennes
à deux variables est le genre de l'équation et non son degré; en utilisant des
travaux de Noether, ils montrèrent comment les transformations Irrationnelles
fournissent un procédé simple pour résoudre complètement toutes les équations
diophantiennes de genre o. Poincaré3, sans connaître, à ce qu'il semble, le tra-
vail de Hubert et Hurwitz, en retrouva les résultats, parmi beaucoup d'autres,
dans un mémoire étendu, qui constitue au reste, comme il le dit lui-même,
»plutôt un programme d'étude qu'une véritable théorie»\ la plus grande partie
de ce mémoire est consacrée à l'étude des points rationnels sur les courbes de
genre i, et particulièrement sur les cubiques. Ce qui s'y trouve de plus impor-
tant, c'est la définition du rang d'une courbe de genre i à coefficients ration-
nels: admettons que la courbe contienne un point rationnel au moins, on pourra
la ramener, par une transformation birationnelle à coefficients rationnels, à la
forme canonique y2 = 4xB— g2x — g?t\ soit alors u l'argument elliptique sur la
courbe, de sorte que x=jpu et y = p'u: si u et v sont les arguments de deux
points rationnels, les formules d'addition des fonctions elliptiques montrent que
les points d'arguments n + r, n — r sont aussi rationnels (ce qu'on peut voir
géométriquement, car les droites qui joignent le point — u aux points - - ??, +ti,
coupent respectivement la courbe aux points u + i\u — v). En d'autres termes,
les arguments des points rationnels forment un module; soit q le plus petit
entier (fini ou infini) tel qu'il y ait dans ce module q nombres w,, u2, . . ., uq

1 Veber die diophantischen (Heichungen vom deschlecht Xull, Aeta math. t. 14 1890, p. 217.
8 Sur les propriétés arithmétiques des courltes alqcbrique&t J. de Liouville V), t. 7 J901 , p. loi.
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formant une base (ce qui veut dire que tout nombre du module sera de la forme
mxux -f m2% + •••+ mqUq, les mt étant entiers): g + i est appelé par Poincaré le
rang de la cubique et de la courbe initiale; c'est un invariant par les trans-
formations birationnelles à coefficients rationnels; on peut dire, brièvement, que
c'est le nombre minimum de points rationnels sur la courbe à partir desquels
tous les autres puissent se déduire par des opérations rationnelles.

Dans le dernier paragraphe de son mémoire, où il aborde les courbes de
genre p quelconque, Poincaré montre que, pour généraliser les résultats trouvés
pour le genre i, il faut considérer, non plus les points rationnels sur la courbe,
mais les systèmes rationnels de p points: là encore, il définit un invariant de la
courbe par les transformations birationnelles à coefficients rationnels, le rang,
qui est le nombre minimum des systèmes rationnels de p points à partir desquels
tous les autres se déduisent par des opérations rationnelles.

Depuis Poincaré, le progrès le plus important a été fait par Mordell4, qui
démontra que le rang des courbes de genre i est nécessairement fini lorsque le
domaine de rationalité se réduit à 1 ensemble des nombres rationnels; son ana-
lyse, très ingénieuse, est une application, aux équations de la forme rn/2 =
= x4—px*— qx2 - - rx — s, de la méthode de descente infinie: cette méthode,
appliquée systématiquement pour la première fois par Fermât qui lui donna ce
nom, consiste, comme on sait, à donner un procédé par lequel, de toute solution
d'une équation à étudier, on peut en déduire une autre, et à montrer que l'itéra-
tion de ce procédé ne peut être poursuivie indéfiniment; c'est ainsi, par exemple,
que Fermât démontra l'impossibilité de //2 —»r4 — zx en nombres entiers, en faisant
voir que de toute solution l'on peut en déduire une autre en nombres entiers
plus petits.

Dans le présent travail, je démontre que le rang d'une courbe G est fini
quel que soit son genre p et quel que soit le corps de nombres (algébrique et
fini) que l'on choisit comme domaine de rationalité. Cette démonstration est
exposée au chapitre II: comme celle de Mordell. elle consiste en une application
de la méthode de descente infinie, et se divise par suite en deux parties: dans
la première (§§ il —14), l'étude arithmétique de la courbe G fournit un procédé
par lequel, de tout système rationnel de p points sur (7, l'on en déduit un autre;

4 On the rational solutions of the indeterminaie équations of the third and fourth degrees,
Proe. of the Cambridge Philos. Soc, t. 21 1922, p. 179. — Sur l'ensemble de la question, on
consultera T. Nagell, //Analyse Indéterminée de degré supérieur Paris, (iauthiers-Yillars, Collection
•Mémorial des 8cienees Mathématiques»/ ou se trouve aussi une bibliographie étendue.
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de même que le procédé de Mordell reposait sur la bïssectïon des fonctions ellip-
tiques, le mien est tiré de la bissection des fonctions abéliennes; du reste on
pourrait utiliser la division par n quelconque avec la même facilité. Dans les
§§ 15 —19, je montre que l'itération du procédé ainsi trouvé ne peut être pour-
suivie indéfiniment, ou plutôt qu'elle conduit, à partir d'un certain moment, à
des systèmes de p points faisant partie d'un ensemble fini assignable a priori:
c'est ce qui résulte de l'étude arithmétique de la variété algébrique à j) dimen-
sions dont les éléments sont les systèmes de p points sur (\ et qu'on appelle
ordinairement la variété jacobienne de C\ et l'on verra que la descente infinie
fournit, dans ces conditions, le résultat désiré. Dans ce chapitre II se trouvent
du reste quelques points qui ne sont peut-être pas sans intérêt pour la théorie
des fonctions abéliennes, même indépendamment des conséquences arithmétiques
qui en découlent.

Pour pouvoir effectuer la descente infinie dans un cas aussi général, où
l'on ne dispose plus de l'appareil si commode des fonctions elliptiques, j'emploie
des théorèmes généraux d'arithmétique sur les variétés algébriques, que je nomme
théorèmes de décomposition: le chapitre I leur est consacré. Une propriété es-
sentielle des courbes de genre o est que toute fonction rationnelle d'un point de
la courbe peut être décomposée en facteurs dont chacun est relatif, soit à un
seul pôle, soit à un seul zéro de la fonction. Si t est le paramètre sur la courbe,
on a en effet:

f i M ) - k i L M r ) { < J î lJ(M} *•(«

OC

o u d ' u n e m a n i è r e p l u s s y m é t r i q u e , e n p o s a n t t = ~ e t e n r e n d a n t h o m o g è n e :

n

* II («**-#*)

I I (y/« — it
1 = 1

Si de plus les coefficients de ƒ et les coordonnées de Jf sont des nombres algé-
briques, on pourra supposer que l, fi, ah /?/, yh <J/, x, y sont des entiers algé-
briques.

Pour une courbe quelconque, une telle décomposition en facteurs n'est
évidemment plus possible. Il est vrai que la considération des idéaux dans le
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corps des fonctions rationnelles sur la caurbe fournit des décompositions qui,
d'un point de vue purement algébrique, sont susceptibles de rendre des services
analogues: mais elles ne sont pas arithmétiquement utilisables. Or, si Ton se
borne aux courbes et fonctions à coefficients algébriques et aux points à coor-
données algébriques, il existe, sur une courbe de genre quelconque, une décom-
position effective des fonctions rationnelles en facteurs dont chacun est relatif
à un seul pôle de la fonction s'il se trouve au dénominateur ou à un seul zéro
s'il se trouve au numérateur: cette décomposition est donc l'analogue exact de
la formule rappelée plus haut; il est vrai que l'on ne peut plus supposer que
les facteurs accessoires, qui remplacent les facteurs /. et a de cette formule,
soient constants: mais en tout cas ils sont bornés, c'est-à-dire qu'ils divisent des
entiers constants. Ce résultat constitue le théorème de décomposition», et se
trouve démontré dans les §$ i—3. Le reste du chapitre I (§§ 4—10) est con-
sacré à la généralisation de ce théorème aux variétés à plusieurs dimensions sans
point singulier: la démonstration donnée pour les courbes s'étend à ce cas avec
des modifications convenables. Je ne sais pas si le même théorème reste vrai
pour les variétés les plus générales.

Les résultats exposés au chapitre I ont naturellement des rapports étroits
avec la théorie des idéaux dans les corps de fonctions algébriques, qui pourrait
du reste servir à en démontrer au moins une partie. Mais l'on peut lire le pré-
sent travail sans rien connaître de cette théorie, qui d'ailleurs, malgré l'impor-
tance des résultats déjà acquis, a sans doute encore bien des progrès à faire:
je me suis contenté de renvoyer en note aux principaux mémoires où elle se
trouve traitée.5

Dans la conclusion (§ 20) je donne au résultat du chapitre II sa forme
définitive: on trouve que tous les systèmes rationnels de points sur une courbe
dérivent d'un nombre fini d'entre eux par addition et soustraction. On constate
en même temps qu'à toute courbe est attaché un groupe abélien de base finie,
qui ne dépend que du domaine de rationalité, mais qui reste invariant par toutes
les transformations birationnelles à coefficients dans ce domaine de rationalité;
de là on déduit facilement la définition d'une infinité d'invariants numériques
des courbes à coefficients algébriques.

5 Je dois encore signaler tout particulièrement de remarquables résultats de B. L. van der
Waerden, qui paraîtront dans les Math. Ann. sous le titre Zur Produlîtzerlegung der Ideale in
ganz-abgesch losse uni Riaqen, et qui, entre autres applications importantes, semblent susceptibles
d'être employés avec fruit a 1 étude des questions abordées dans notre jchapitre I.
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Enfin, au § 21, je signale quelques-unes des questions les plus difficiles qui
se posent à propos des résultats trouvés. Il y en a encore bien d'autres, car
1*arithmétique sur les courbes algébriques est un domaine presque inexploré.

J'ai reçu de MM. Garnier. Siegel, van der Waerden, des avis précieux au
cours de la rédaction de ce travail: qu'il me soit permis de les remercier ici.

CHAPITRE I.

Le théorème de décomposition.

Par corps nous entendrons toujours un corps de nombres algébrique et fini.
Si k est un corps, un surcorps de h est un corps contenant k.

Dans ce travail, nous prendrons pour domaine de rationalité un corps &,
et le mot » rationnel» devra s'entendre, sauf indication contraire, au sens de
rationnel relativement à k. K désignera toujours un surcorps arbitraire de Je.

1. Un nombre sera dit rationnel relativement à A" s'il appartient à K.
Un être géométrique est dit rationnel relativement à K s'il peut être défini par
des équations rationnelles à coefficients rationnels relativement à K, et il est dit
simplement rationnel s'il est rationnel relativement au domaine de rationalité k.
En particulier: une courbe algébrique plane sera rationnelle relativement à K
si les coefficients de son équation sont dans AT; une fonction des points de la
courbe sera rationnelle relativement à K si c'est une fonction rationnelle, à co-
efficients dans AT, des coordonnées d'un point de la courbe. Un point sera ra-
tionnel relativement à K si ses coordonnées sont dans AT; un système de points
le sera si les fonctions symétriques rationnelles, à coefficients dans A", des co-
ordonnées de ses points ont des valeurs rationnelles relativement à A". Un point
sera dit algébrique si ses coordonnées sont des nombres algébriques.

Soit S un système de points algébriques; nous appellerons K(S) le plus
petit surcorps de K relativement auquel S est rationnel, c'est à-dire le corps
obtenu en adjoignant à K les fonctions symétriques rationnelles des coordonnées
des points de S. Si S se compose d un seul point 3/, K(M) sera le corps ob-
tenu en adjoignant à K les coordonnées de M. K(MX, 3/2, . , Mf) désignera
le corps obtenu en adjoignant à K les coordonnées des points Mx, 3/2 , . . ., Jf*.

Soit alors C une courbe algébrique rationnelle Considérons une fonction
des points algébrique^ de C, qui à chaque point algébrique 31 sur C fasse



L'arithmétique sur les courbes algébriques. f

correspondre un idéal entier du corps K{JI), de telle sorte qu'à des points con-
jugués relativement à K correspondent des idéaux conjugués relativement à K:
une telle fonction sera appelée une distribution sur C, rationnelle relativement
à K. On peut former le produit et le pgcd (plus grand commun diviseur) de
deux ou plusieurs distributions.

Deux distributions r/, d' sont dites équivalentes, et l'on écrit dcod\ s'il y
a deux entiers fixes a, a\ tels que les idéaux d, ô' que d, d' font correspondre à
M satisfassent, quel que soit le point algébrique 3/ , aux relations6:

ôlaè', ô'/aô.

La relation d'équivalence est symétrique et transitive. Si d cv d\ e cv e\ les pro-
duits d.e et d'.ë sont équivalents, les pgcd (d, e) et (d',e') le sont aussi.
Deux distributions d, d' sont dites premières entre elles si (d,d')^i. Con-
venons d'appeler idéal borné un idéal qui divise un entier fixe: alors deux distri-
butions sont premières entre elles si leur pgcd est un idéal borné.

Une distribution d est dite divisible par une autre (t, et l'on écrit a/d,
s'il y en a une troisième b telle que d^a.b. Si d et a font correspondre à
un point M les idéaux d, a, il y aura alors un entier fixe a tel que a ad; réci-
proquement, s'il en est ainsi, on aura a d. Si même l'on a trouvé un entier
fixe a tel que l'on ait a aâ partout sauf en un nombre fini de points dont aucun
n'est un zéro de a, l'on aura encore a d, car il suffira de prendre pour ax un
multiple commun de a et des valeurs de (l aux points exceptionnels pour que
la relation afa1ô soit vérifiée partout.

Soit f {M) une fonction des points de C, rationnelle relativement à K.
Si M est un point algébrique sur Cr, f ['M) sera un nombre du corps K(M), qui
pourra être considéré, dans ce corps, comme le quotient de deux idéaux premiers

entre eux: f(M)= "; en un pôle d e / , nous prendrons A^=i,(X = o, et en un

zéro de ƒ, A = o et a = i . A tout point algébrique M correspond ainsi un idéal
a; la distribution qui prend la valeur a en tout point M sera appelée la distri-
bution engendrée par ƒ, et sera notée [ƒ); elle est rationnelle relativement à K.

2. Nous nous bornerons dorénavant à considérer les distributions engen-
drées par des fonctions sur C, et les distributions déduite*» de celles-là par les
opérations du produit et du pgcd; appelons distributions naturelles celles qu'on

6 X JA signifie que 1 idéal u eut divisible par À.
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peut obtenir ainsi. Nous allons montrer qu'à tout point algébrique sur O cor-
respond une distribution naturelle indécomposable, c'est-à-dire qui n'est divisible
par aucune distribution naturelle non équivalente à elle ou à i ; et toute distri-
bution naturelle est équivalente à un produit bien déterminé de ces distributions
indécomposables.

Jusqu'au § 4, nous désignerons par des minuscules latines les fonctions des
points de G\ rationnelles relativement à un corps K, ou bien la valeur en un
point algébrique M dune de ces fonctions; nous emploierons des minuscules
grecques exclusivement pour désigner des idéaux entiers, valeurs en M de dis-
tributions sur (\ ou bien ces distributions elles-mêmes. Nous écrirons des équa-
tions contenant des idéaux, où figurera le signe -f : ces équations auront un sens
purement symbolique, et signifieront que chaque terme est divisible par le pgcd
de tous les autres; de telles équations peuvent être divisées par tout idéal entier
qui divise tous les termes. Dans ces équations, un astérisque désignera un fac-
teur idéal indéterminé.

Soient x, y deux fonctions des points de Gy, rationnelles relativement à K.
Si y n'a d'autres pôles que ceux de x, avec des multiplicités au plus égales, [x]
est divisible par [?/]. On a en effet: ayk + xP(xy y) -f- Q(y) = o, a + o, P, Q étant

de degré ^k—1. Si donc x = \ y = - , l, [i, o étant des idéaux premiers entre

eux de K(M), on aura: ffj*fc + *A H-*a = o, donc [l,a)la. La distribution a, qui

est multiple de [;/], est donc équivalente à [x] =- ,y—r •

II s'ensuit que deux fonctions ayant mêmes pôles (avec les mêmes multiplici-
tés) engendrent des distributions équivalentes: car chacune de ces distributions est
divisible par l'autre.

Deux fonctions x, y sans pôle commun engendrent des distributions premières
entre elles. On a en effet: axkyl + P(x, y) = o, a + o, P étant de degré <& + Z—1

en x et y, de degré ^k en x et ^l en y. Si x = , y =- , et (A, a) = (a, T) = 1

on a: a?*k
tu

l + -#(a, r) —o, d'où (a, %)ja, sauf en un pôle de x ou de y: mais ces
pôles sont en nombre fini, et en un tel pôle, par hypothèse, [a, T)4=O, donc la
remarque du § 1 s'applique.

Si ƒ a parmi ses pôles tous les pôles communs de x et de y, [f] est divi-
sible par le pgcd de [x], [y]. En effet, ajoutons préalablement à ƒ une constante,
de façon que f n'ait pour zéro aucun des pôles de //: cela remplace [ƒ] par une
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distribution équivalente. Cela fait, 7. et y sont sans pôle commun. Soient

x = - i y = - » / = = T » a v e c
 (A,CF) = (^,T) = ( C , * ) = I . I7.I et [?/] sont premières

entre elles:

if-^HTv %\la\(c(T, Ad) /

d'où (a,r)/a(aa,lô), et (a, v)/aô.
Si ƒ a ^0Mr pôles tous les pôles communs à x et y et ceux-là seulement, [ƒ]

divisera [x] et [y] et sera divisible par le pgcd de [x] et [?/], on aura donc:

Si les pôles communs à f et g sont les mêmes que les pôles communs à x et y,

If] e^ (#1 seront divisibles par le pgcd de [x] et [?/], et de même [x] et [y]
seront divisibles par le pgcd de [ƒ] et [</], donc:

3. Par suite, si A est un point algébrique, le pgcd des distributions en-
gendrées par deux fonctions dont A est le seul pôle commun est une distribu-
tion parfaitement définie, à une équivalence près, par la donnée de A; nous la
noterons (1A\ si A et B sont distincts, dA et (lu sont premières entre elles, car
si x et y sont deux fonctions sans pôle commun, dont la première admet le pôle
A et la seconde le pôle B, \r] et |//] seront premières entre elles, dA divisera
[oc], et dn divisera [y].

Soit alors ƒ une fonction, rationnelle relativement à K, ayant pour pôles

distincts les points Aï, A2, .. ., Am avec des multiplicités respectives r,, r2,..., rm.

Choisissons 2 m fonctions .r,, yt de telle sorte que xt, yt soient rationnelles rela-

tivement à K(At), aient At pour seul pôle commun, et que deux fonctions d'in-

dices différents soient sans pôle commun. On aura: dAl ^ ([.^1], [yà) Or ƒ a
m m

pour pôles les pôles communs à ]_]_.*£< et à H/ /^ ; [ƒ] est donc équivalente au

pgcd de I 11.^*1 et I U , ^ ï L et divise par suite le pgcd de \\ [x,]ri et\i[yt]
ri;

mais pour z^=j [x,] et [ĵ J sont premières entre elles, on a donc:
37 — 2822. Acta mathematica. Ö2. Imprimé le 4 novembre 1928.
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D'autre part ƒ a parmi ses pôles tous les pôles communs à xr
%i et %$, [ƒ]

est donc divisible par (f^ quel que soit /, et par conséquent aussi par l£<îj.

puisque ÛAL et (IAJ sont premières entre elles pour i=$=j. Donc enfin:

t = i

Faisons alors correspondre à tout point algébrique A de C\ par une règle
univoque mais arbitraire, deux fonctions XA, y A rationnelles relativement à Jc{A)

et ayant A pour seul pôle commun; supposons seulement que la règle choisie
soit telle qu'à des points .1 conjugués relativement à Je correspondent des fonc-
tions XA, 1/A relativement conjuguées. Prenons pour (JA le pgcd des distributions
[xA] et [yA]\ et soit io(A,M) l'idéal que dA fait correspondre au point M.

Soit ƒ une fonction rationnelle relativement à K, de pôles (distincts ou
non) AX1 A2, . . ., An, et de zéros Bu B2, . . ., Bn. On aura:

dAnT
 l,\[ƒ]cv^dAl dAj dAnT
 l,\^dBx dlh dBn.

En d'autres termes, nous avons démontré le théorème suivant:
Théorème de décomposition. — C étant une courbe algébrique rationnelle rela-

tivement à h, Von peut faire correspondre ù tout couple de points algébriques Ay M

sur C un idéal w( ; l , J / ) du corps h [A, M) de telle sorte que Von ait, si f est une

fonction rationnelle, arbitrairement choisie, d'un point de 6r, si Al, A2, . . ., An sont

les idoles de f} Biy B2) . . ., Bn ses se ros et M toi point algébrique quelconque:

fiw(Al,31).co(Aî,M). ...w(An,M)

X, /n et le pgcd du numérateur et du dénominateur étant des idéaux bornés, c'est-à-
dire divisant des entiers indépendants de M.

Il importe de remarquer que si un système de points Ax, At, . . ., An est
rationnel, la distribution f/j,. dA, • • • ^An est rationnelle, c'est-à-dire que l'idéal
ùi{Al<t M). a){At, M). .. .ù)(AH, M) est un idéal du corps k{M): ce produit est en
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effet une norme ou un produit de normes relativement à k(M). Pour une raison

analogue, si d est une distribution rationnelle, faisant correspondre à tout point

algébrique 31 un idéal ô(M), et si J/1? MÈJ . . . . J/„ forment un système ration-

nel, l'idéal ô(Mx). ô(M2). ...ô(Mu) est un idéal du corps k.1

Observons encore, sans démonstration, que l'on peut (après avoir au besoin

étendu le domaine de rationalité) admettre que co(A,3I) dépend symétriquement

de A et de 3 / , c'est-à-dire que o>(A, M) = to{M, A).

4. Multiplicités à plusieurs dimensions, — Les résultats précédents peuvent
être étendus aux fonctions algébriques de plusieurs variables; une étude complète
de ce cas serait cependant difficile, et exigerait sans doute une théorie préalable
des idéaux dans les corps de fonctions que l'on aurait à considérer.8 Nous nous
occuperons seulement des variétés sans point singulier, en nous attachant aux
résultats les plus simples et à ceux dont nous aurons besoin dans le chapitre
suivant.

Soit donc V une variété algébrique à n dimensions, plongée dans un espace
projectif à l dimensions, dépourvue de point singulier, et rationnelle, c'est-à-dire
définie par des équations à coefficients rationnels relativement à k. Pour abréger,
nous appellerons surfaces les variétés algébriques irréductibles à n — 1 dimensions,
situées sur V, et rationnelles relativement à un surcorps K de k (c'est-à-dire
définies par des équations à coefficients dans À'). V étant une surface, k(U)
désignera le plus petit surcorps de k relativement auquel U est rationnelle.

Nous aurons à considérer des fonctions sur Ir, rationnelles relativement à
un surcorps K de k] une telle fonction est le quotient de deux formes de même
degré par rapport aux coordonnées homogènes d'un point de V, les coefficients
de ces formes étant dans À'. Les infinis d'une fonction rationnelle relativement
à K forment un système de surfaces (où chaque surface possède une multiplicité

7 La définition des distributions rationnelles et la règle faisant correspondre à tout A des
fonctions •? {* y 4 on* été formulées justement de telle sorte qu'il en soit bien ainsi.

8 Une telle théorie serait également indispensable pour asseoir sur des bases solides la théo-
rie des fonctions algébriques de plusieurs variables et la géométrie algébrique cf. pour les courbes
algébriques le mémoire bien connu de Dedekind et Weber, Theorie der (th/ehraiscJini Fun kt ionen
einer Yeranderlichen, J. de ('relie, t. 92 1882 , p. 181 . Klle rentre naturellement dans le cadre
des travaux généraux de K. Noether xv. p. ex. Abstrakter Aii/hau der Idenitheorie in algebraisrhen
Zahl- und Ftuiktionenkórpcr, Math. Ann. t. 96 1926 , p. 26 et de W Krull Theorie der allge-
meinen Zahlringc, Math. Ann. t. 99 1928 , p. 51 ; elle presente cependant encore des difficultés
Considérables. Dans cet ordre d'idées, on consultera avec grand profit les travaux de B. L. van
der Waerden, particulièrement Zur Xullstcltenthcorie der Pohjnomideale, Math. Ann. t. 96 (1926),
p. 183, ain^i que le mémoire cite note \
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déterminée), qui sera appelé le système d'infinis de la fonction et sera dit ration-
nel relativement à K. Soient deux ou plusieurs systèmes de surfaces, rationnels
relativement à K: s'il n'y a aucune surface qui figure à la fois dans tous ces
systèmes, ils seront dits premiers entre eux; dans le cas contraire, attribuons à
chaque surface figurant à la fois dans tous ces systèmes la plus petite des multi-
plicités qu'elle y possède: on a ainsi un nouveau système, qui sera dit, lui aussi,
rationnel relativement à K, et que nous nommerons le pged des systèmes ini-
tiaux. Soient de même deux ou plusieurs systèmes; et à chaque surface figurant
au moins dans run d'entre eux attribuons une multiplicité égale à la somme
des multiplicités qu'elle possède dans tous ces systèmes: le nouveau système ainsi
formé sera appelé le produit des systèmes initiaux. Si un système *Sr est le pro-
duit d'un autre T par un troisième, ce dernier est appelé le quotient de S par
T et se notera S : ï ; on dira dans ce cas que S est multiple de T et T divi-
seur de S. Le ppcm (plus petit commun multiple) de plusieurs systèmes est le
pgcd de tous les multiples communs de ces systèmes.9 Soient x11x2,...ixm

des fonctions rationnelles relativement à K, et soit S le ppcm des systèmes
m

d'infinis de ces fonctions: S est multiple du système d'infinis de ^jCttXi, quelles

que soient les constantes ai, et est identique à ce système si les cii sont pris au
hasard; on nommera S le système d'infinis de la famille xi, x2, . . ., xm.

5. Comme pour les courbes, une distribution d sur V sera une fonction

qui, à tout point algébrique M de F, fera correspondre un idéal ô du corps

K{M), de sorte qu'à des points conjugués relativement à K correspondent des

idéaux conjugués relativement à K. Soit f (M) une fonction rationnelle relative-

ment à K; soit, en tout point algébrique M où ƒ n'est pas indéterminée, f = >
o*

k et a étant des idéaux premiers entre eux de K(M), de sorte que A = o,f f=l
en un zéro de ƒ, et l = 1, a = o en un infini de ƒ; soit A — a = o aux points d'in-
détermination de ƒ, qui sont les points communs aux systèmes d'infinis de / et
de /, on dira que a et À sont les valeurs respectives, en J/ , des distributions

9 Ces dénominations de pgcd, de produit, etc., reçoivent leur sens plein par la considération
des idéaux dans le corps des fonctions rationnelles sur V. Nos «surfaces» et nos «systèmes de
surfaces» ne sont autres, en effet, que les Primdivisoren» et les »Diri8oren» de B. L. van der
Waerden (loc. cit. note '\ § 8 , au travail duquel on pourra donc se reporter pour des démonstra-
tions purement algébriques de nos affirmations.



L'arithmétique sur les courbes algébriques. 13

[ƒ] et I - 1 engendrées par ƒ et -,. Si xx, x2, . . . , xm sont des fonctions ration-

nelles relativement à K, le ppcm des distributions qu'elles engendrent est une

[ m

2 J # I . A | quelles que soient les constantes a*,

et qui sera dite engendrée par la famille xu x2, ..., xm: on la notera [xt, xt, ..., xm].

Nous nous bornerons à considérer les distributions naturelles», c'est-à-dire les distri-
butions engendrées par des fonctions ou des familles de fonctions et les distri-
butions qui se déduisent de celles là par les opérations du produit et du pgcd.

Soient (I, (ï deux distributions, faisant correspondre à un point J/ les idé-
aux ôy à'; d sera dite divisible par d' si Ion a ô' aô, a étant un entier indé-
pendant de M] si à' ad en tout M sauf en certains points M exceptionnels, d
sera dite divisible par d' sauf en cos points; si ces points exceptionnels appar-
tiennent tous à un système do surfaces déterminé, d sera dite divisible par d'
presque partout. Deux distributions d, (V seront dites équivalentes, équivalentes
sauf en certains points, équivalentes presque partout, suivant que chacune est
divisible par l'autre, divisible par l'autre sauf en certains points, divisible par
l'autre presque partout. Deux ou plusieurs distributions seront dites premières
entre elles, premières entre elles saut' en certains points, premières entre elles
presque partout, suivant que leur pgcd est équivalent à ï, équivalent à ï sauf
en certains points, équivalent à ï presque partout. Par exemple, si la fonction

ƒ est rationnelle relativement à K, [ƒ] et I sont premières entre elles presque

partout (partout sauf aux points d'indétermination de /) .
6. Soient xt1 x2, . •., xm des fonctions rationnelles relativement à JT; soient

Sv et Tv les systèmes d'infinis respectifs de xv et de , et soit S le système
Xy

d'infinis de la famille xx, x2y . . ., xm. On dira que .r,, x2, . . ., xm forment une
famille régulière si, à tout point A de F, l'on peut faire correspondre un indice
v tel que A ne soit ni sur S : Sv ni sur 1\. S'il en est ainsi, m combinaisons
linéaires indépendantes des xt, à coefficients constants, forment également une
famille régulière.

Soit xl1 x2, ...,xm une famille régulière, soit S son système d'infinis, et
soit y une fonction dont le système d'infinis soit diviseur de S: dans ces condi-
tions, [?/] divise 1 ^ , ^ , .. ,xm\. Considérons en effet, dans un espace projectif
à m + ï dimensions, la variété algébrique irréductible décrite par le point de
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coordonnées homogènes xt, x2i . . . , a ;» ,y , 1 quand le point argument décrit F :

cette variété ne passe pas par le point (o ,o, . . . ,o , 1,0), car en tout point de F

on peut déterminer v de façon que — y reste fini; elle est donc contenue dans
Xv

une variété à m dimensions qui ne passe pas non plus par le point (o, o , . . . , o, I, o);

autrement dit, l'on a: a y1 4- 2JxlPl{x1,x2, . ..Ta?m,//) -f Q{y) = oi «4=o, les Pi et
i

Q étant de degré ^Jc—i. Soient, en un point non situé sur S, xt= ', y = »

et (Ax, Â*,..., lm, JU, a) = i ; on aura afik + 2*/.l + *o = o> d'où (lx, Âg, ..., AOT, o)//i :

cr, multiple de [//], est donc équivalente à [xu x2, . . . , #m].

Il s'ensuit que rfewx familles régulières, ayant même système d'infinis, en-

gendrent des distributions équivalentes.

Soient xl, x2) . . . , xm des fonctions dont les systèmes d'infinis sont sans point

commun: elles engendrent des distributions premières entre elles presque partout, ou,

plus précisément, partout sauf aux points d'indétermination de l'une de ces fonc-

tions. Considérons en effet, dans un espace à m dimensions, la variété algé-

brique irréductible décrite par le point > > ? quand le point argument
X± X.y Xm

décrit V: cette variété ne passe pas par l'origine, elle est donc contenue dans

une variété à m—i dimensions qui n'y passe pas non plus; autrement dit, l'on a:

-FI — ' —' • ' 1 = 0 , F ayant un terme constant a=¥o. Si l'on pose, en un
\X± X(g Xm/

point où tous les xv ont des valeurs déterminées (finies ou infinies), xv = v, avea

m

(JU,(F*)=i, on aura: al\*l\* ?}'m + 2 ^ - ^ = 0, d'où fa, as, . . . , am)/a.

7. Considérons maintenant des fonctions xu x2,..., xm ayant respectivement

Si, S2,..., Sm pour systèmes d'infinis, et telles que, si S est le pgcd des SVi les

m quotients Sv: S soient sans point commun. Soit d'autre part / i , / 2 , . . .yfp une

famille régulière dont le système d'infinis 2 soit multiple de S: la distribution

[/n/s* • • -ifp] sera divisible par ([.r,], [.r2), . ., \xm\) presque partout, ou, plus pré-

cisément, partout sauf en un point d indétermination de l'un des .r,. En effet,

d'après la définition des familles régulières, les systèmes d'infinis des mp fonc-

tions y S0lï^ s a n s poinfc commun. Posons donc, en un point où les ~~ sont
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déterminées, Xr = - , avec (l , ,<rv)~i, et t / i , / f , . . -,fP] = Ô, fi ^ j . On aura:

(A ' i j*vFa> 1© premier membre désignant le pgcd des distributions engendrées
\a,Or, A, o)/

par les mp fonctions *, d'où (al, <jt,..., am)/a ô : cette relation est du reste véri-
/»

fiée d'elle-même en un zéro de a*,, car alors 0, = i, et en un point de 2 , car

alors <î = o: elle est donc bien vérifiée partout sauf aux points d'indétermination

des xv.

Soient alors m familles régulières x{;], x{i\ . .., x{*] (v= ï, 2 , . . . , m) ayant les

systèmes Sv pour systèmes d'infinis respectifs, et telles que, si S est le pged des

S%, les S% : S soient sans point commun; et soit de nouveau ft, f2, -yfp une

famille régulière dont le système d'infinis soit multiple de S: [/l? ƒ», . . .yfP] sera

divisible par le pgcd des m distributions [JC{1\ X\}\ ..., x\] J. Posons en effet, en un

point J / , [ / i , /2 , . . . , /p ] = $ et [ X ^ ] = ^ Ö ^ ; d'après ce qui précède, on pourra

choisir l'entier a de manière à avoir (ffj11, a)2\ • . -, d"' )/oâ quels que soient les

indices i% et le point M, sauf peut-être si M est un point <1 indétermination de

l'un des .T^; mais si x^\ par exemple, est indéterminé en il/, M sera sur Sx,

et il y aura j1 tel que x^ soit déterminé et infini en M, remplaçons de même

chacun des x^ qui sont indéterminés en M par un ./^ déterminé et infini en 3f,

et soit jt = iv quand x[%) est déterminé en M: on aura, en J / , (a'1 , a('2\ . . , o[m^)!aô

et orW^:^'} quel (iue soit v. La relation (a1^, d2), . . , dm^)laè est donc vérifiée

en tout point quels que soient les iv\ si donc, en Jf, \x^\x^\.. yx^] = rtJ

on a bien (TJ, TJ,, . . . , rni)'aô quel que soit 3 / . Si Ton considère alors p familles

régulières telles que leurs systèmes d'infinis respectifs aient # pour pgcd et que

les quotients de ces systèmes par S soient sans point commun, elles engendrent

des distributions dont le pgcd est équivalent au pgcd des [r{f\ x'i , . . . , # ^ 1 , car

chacun de ces pgcd, d'après ce qui précède, est divisible par l'autre; si donc,

S étant donne, on peut choisir de telles familles d'une manière au moins, le pgcd

des distributions qu'elles engendrent est parfaitement déteiwtné (à une équivalence

près) par la donnée de S; on le nommera la distribution appartenant à S, et on

le notera ds.

Soient xl,xî...., xm et yv, yt. . . . , yp deux familles régulières, ayant pour

systèmes d'infinis S et T, et considérons la famille constituée par les mp fonc-

tions Xij/ji c'est une famille régulière ayant S. T pour système d infinis^ que nous
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nommerons le produit des familles Xi et y/, et la distribution qu'elle engendre est

équivalente au produit des distributions engendrées par les familles Xi et y y. car

elle est équivalente à la distribution engendrée par la famille régulière, de système

d'infinis ST, qui est constituée par les ^mp fonctions Xitfj, (#,+ i)/// et Xt[y} + i);

mais cette dernière famille engendre la distribution [xx, x2 xm]. [yx, y t , . . . , yP],

car cela résulte du fait qu'en général le ppcin de [sy\, l(s+i)y] et [#(#+i)l

est [.tf].[yl. Considérons alors m familles régulières, ayant respectivement pour

systèmes d'infinis Sly Siy .. ., Sm et engendrant des distributions aly (l2, ..., (iMi

et p autres familles régulières, ayant pour systèmes d'infinis 1\, T.>, ..., Tp

et engendrant des distributions &,, &2, . . ., &;,; formons le produit de chacune

des familles du premier groupe par chacune des familles du second: nous

obtenons mp familles régulières, ayant pour systèmes d'infinis respectifs les

systèmes Su T,, et engendrant respectivement les distributions a,t bt. Soient

S le pgcd des S,n T celui des T%, et supposons qu'il n'y ait aucun point com-

mun aux systèmes Sfi : S, ni aux systèmes 1\ : T: alors le pgcd des (tfl est la

distribution ds appartenant à S, et de même le pgcd des b% est dr- Bans ce

cas il n'y a non plus aucun point commun aux mp systèmes [S,,rl\):{ST), de sorte

que le pgcd ds.dr des mp distributions €iflbv est équivalent à la distribution ds.r

appartenant à S.T: ds r^ds.dr.

8. Or, la variété V étant sans point singulier, l'on peut faire correspondre,

à tout système S, des familles régulières telles que leurs systèmes d'infinis aient

S pour pgcd et que les quotients de ces systèmes par S soient sans point com-

mun10: tout système étant un produit de » surfaces», il suffit de montrer qu'il

en est ainsi pour toute surface V. Soient en effet Ar
0, Xj, . .., Xj les coordon-

nées homogènes d'un point de T, soit V une surface rationnelle relativement à

K, et considérons l'ensemble des polynômes en Xo, Xj, . . . , X*, à coefficients ra-

tionnels relativement à À', qui s'annulent chaque fois que le point (X"o, X n . . ., Xi)

se trouve sur ( \ D'après un théorème célèbre de Hubert11, on peut choisir

dans cet ensemble des polynômes P n P2, .. ., Py en nombre fini, tels que tout

10 II est essentiel, pour qu'il en soit ainsi, que V soit sans singularité ou du moins trans-
formable en une variété sans singularité par une transformation Irrationnelle et biunivoque sans
exception; et il n en .serait pas ainsi, par exemple, sur un eône du second degré. Je dois cette
remarque et cet exemple a B. L. \an der Waerden.

u Hubert, Vcber die Theorie der aUjebrahchen Formen, Math. Ann. t. 36 1890̂ , p. 473
(v. § I, Th. I). Cf. sur ee théorème les mémoires de E. Noether et B. L. van der Waerden déjà
cités.
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N

autre polynôme de l'ensemble soit de la forme jjjPiQi, les Qi étant des poly-
i

nomes quelconques; dans le cas présent, on peut même supposer que les Pi sont
homogènes, de degrés respectifs dt. Soient Px, Pg, . . . , P{J ceux des P, qui ne
s'annulent pas en tout point de F: ils ne s'annulent simultanément en aucun

X;°X?»...X«i
point de F non situé sur U; si PÂ est l'un d'eux, les fonctions 5 -»

où l'on donne aux a tous les systèmes de valeurs entières > o de somme dx,
forment une famille régulière dont le système d'infinis est l'intersection 2x de V
avec la variété à l—1 dimensions P;.(X0, Xj, . . . , X/) = o. Et les systèmes 2*: U
sont sans point commun. Car supposons un instant quils passent tous par A:
alors, en désignant par P un quelconque des polynômes qui s'annulent sur U
et par 2 l'intersection de F avec P—o, on aurait P = 2 / V ^ , et 2: T passerait
par A. Mais, A étant un point simple de I", F a en A une variété linéaire
tangente à n dimensions: soient Fo = 1\ — • • • = FH — o les équations d'une
variété linéaire L à l — n—1 dimensions qui ne coupe pas cette variété tangente,
les F étant des combinaisons linéaires des X à coefficients dans K\ et soit
F(Y0, F j , . . . , Y„) le polynôme irréductible en Fo, F j , . . . , Yn qui s'annule sur
(7, de sorte que F=-o sera l'équation de la variété projetant lT à partir de L.
Si nous prenons P=-/< '(}'0, F j , . . . , }'„), le point .1 , étant simple sur F, aura
sur U et sur I le même ordre de multiplicité, et par suite .2: U ne passera
pas par A.

Faisons alors correspondre à toute surface ?/, par une règle univoque mais
arbitraire, des familles régulières telles que leurs systèmes d'infinis respectifs
aient U pour pgcd et que les quotients de ces systèmes par U soient sans point
commun: supposons seulement que ces familles soient formées de fonctions ration-
nelles relativement à k(fr), et que les fonctions des familles correspondant à des
surfaces conjuguées relativement à Je soient respectivement conjuguées relative-
ment à Je. La règle adoptée permet de calculer en tout point algébrique la distri-
bution dr appartenant à une surface (\ distribution qui n était définie jusqu'à
présent (en supposant qu'elle existât) qu'à une équivalence près; soit (o(U, M)
la valeur de dr en My fournie par cette règle: c est un idéal du corps k(U, M)
(c'est-à-dire du plus petit surcorps de Je relativement auquel V et M sont ra-
tionnels).

9. Convenons de dire qu'un système de surfaces est constitué par les sur-
38 — 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 5 novembre 1928.
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faces Ul9 U2i • • • > Um s'il se compose de celles des Ui qui sont distinctes, chacune

étant prise autant de fois qu'elle figure dans la suite U1, ü g , . . . , Um. Nous

avons démontré le théorème suivant:

Théorème. — Soit S un système de surfaces rationnel relativement à ÜT, con-

stitué par les surfaces UXy LÈ,..., Um: à S appartient une distribution ds ration-

nelle relativement à K, et Von a:

Soit x une fonction rationnelle relativement à K\ soient S et T les sys-

tèmes d'infinis respectifs de x et de —. Considérons m familles régulières

x

P\\f{i\ - - •> f{h] (v== *> 2 ' • • •' m) telles que leurs systèmes d'infinis respectifs soient

des multiples BVT de T, et que les quotients Iiv soient sans point commun:
alors le pgcd des m distributions [/W, f%\ . . . , / ] l

i )] , qui est multiple de I — I >

est équivalent à dr'y soit donc ci une distribution telle que cïrcoal —I. Les

fonctions xf^\xf^'\...,xf1^ forment une famille régulière de système d'infinis

RVS; donc le pgcd des m distributions [xf[l\ xf{*\ .. ., xf\]] \ est équivalent à ds:

mais il est équivalent à r#[^], puisque x est égal en tout point au quotient des

valeurs de I I et de [x]. Nous avons ainsi le théorème suivant:

Théorème de décomposition. — V étant une variété algébrique sans singularité,

et rationnelle relativement à Je, Von peut faire correspondre à toute » surface» algé-

brique U et à tout point algébrique M sur V un idéal w[U,M) du corps k{U,M),

ayant la propriété suivante: soit ƒ une fonction arbitraire d'un point de F , ration-

nelle relativement à K, et soient respectivement U1, ? / 2 , . . . , Up et U\, C/T'2,..., U\

les surfaces constituant les systèmes d'infinis de f et de -=\ on aura, en tout point
j

algébrique M sur V:

,M).œ(Ut,3[). ...w(UP,M)

k et fi étant des idéaux bornés, c'est-à-dire divisant des entiers indépendants de M.lf

12 Ici, contrairement au cas ou V était à une dimension, le pgcd du numérateur et du dé-
nominateur n'est plus nécessairement un idéal borné.
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Observons que toutes les notions que nous avons définies jouissent, comme

on dit, de Y invariance relative, c'est-à-dire qu'elles sont invariantes par toute

transformation birationnelle et biunivoque sans exception. En particulier, nos

résultats sont valables, non seulement pour les variétés sans singularités, mais

encore pour celles qui sont en correspondance birationnelle et biunivoque sans

exception avec une variété sans singularités.

io. Démontrons encore un résultat dont nous aurons besoin an cbapitre I I .

Soit de nouveau Y sans singularités, et soit t une transformation de F en elle-

même qui, à tout point M de I", fasse correspondre sans exception un point

bien déterminé tM de F dépendant rationnellement de J/ , de telle sorte que

tout point P de F, sans exception, corresponde à r points bien déterminés, dis-

tincts ou confondus, qui seront appelés tlP: une telle transformation sera ap-

pelée une transformation (i,r) sans exception de T" en elle-même. V étant une

surfa'ce sur F , et P un point qui décrit V, nous appellerons t~l V le système

de surfaces composé des surfaces décrites par les points t~lP, chacune de ces

surfaces étant affectée d'une multiplicité égale au nombre de points t~lP qui

coïncident avec un point pris génériquenient sur elle; et, si S est un système de

surfaces constitué par les surfaces L\, U2, . . . , Uin, nous appellerons t~l S le pro-

duit des m systèmes t~lUt. De toute fonction f (M), ayant S pour système

d'infinis, l'on déduit au moyen de t une fonction f(tM) ayant t ~l S pour système

d'infinis; et si les fonctions/i,ƒ*,...,ƒ& forment une famille régulière de système

d'infinis S, les fonctions/1(fJ/),/2(^J^),.. .,fh[tM) formeront une famille régulière

de système d'infinis t~~lS.

Soit alors S un système quelconque, et considérons m familles régulières

f^i\P%\ - - ̂ A%) (v== !> 2> • • •» m) telles que leurs systèmes d'infinis aient S pour

pgcd et que les m quotients soient sans point commun. Le pgcd des m distri-

butions [J^iKf^iK •••,./Y)] est équivalent à ff>: soit a)(S, M) sa valeur en un point

M. Alors les m familles ƒ,"(*J/), f?(tM), .. .,f^{tM) seront régulières, et telles

que leurs systèmes d'infinis aient t~lS pour pgcd et que les quotients soient sans

point commun. Par conséquent le pgcd des distributions qu'elles engendrent est

équivalent à dt~lï>'> mais ce pgcd a pour valeur en M l'idéal o)(S%t3f). Donc

la distribution qui a pour valeur œ{S,tM) on tout point ahjéhriquc M est équivalente

à la distribution appartenant à t~~lS. Si l'on connaît la distribution appartenant

à S, on en déduit ainsi celle qui appartient à t~~lS. Ce résultat peut aussi s'é-

crire, en désignant par oj(t J S, M) la valeur en M d'une distribution appartenant

à
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CHAPITRE I L

Les sys tèmes rationnels de p points sur les courbes de genre p .

i l . Soit C une courbe algébrique de genre p , rat ionnelle re la t ivement à h.

Soient u\ ( v = i, 2, . . .,_p) les p intégrales normées de première espèce sur 0.

Prenons un système fixe F de p points Ax, A2,.. ., Ap sur C: à tou t système

de p points Mx, 3L2, .. ., Mp nous ferons correspondre le point de l 'espace

(uly w 2 , . . . , up) qui a pour coordonnées:

P ç
>* I

Convenons de considérer des points de l'espace (u) comme identiques si les
différences de leurs coordonnées forment un système de périodes des intégrales
wv. A tout système S de p points correspond alors un point u et un seul; et
un point u correspond en général à un système S bien déterminé (ou en tout
cas à une série linéaire complète de systèmes équivalents). En raison de cette
correspondance, nous parlerons indifféremment du système S ou du point u qui
lui correspond; cela conduit à ne pas distinguer entre des systèmes équivalents, et
aussi, par exemple, à dire qu'un point u est rationnel relativement à À" s'il cor-
respond à un système rationnel relativement à K. Si les systèmes S, S', T cor-
respondent aux points ?/,?/,?•, nous noterons S+S' — T le système correspondant
à u + u—v, c'est à-dire au point dont les coordonnées sont les combinaisons
uv + uv—vv des coordonnées de u,u\v\ ce n'est là, du reste, que la notation
courante en géométrie algébrique.

Dans ce qui suit, et jusqu'à la fin de ce chapitre, le mot de système dé-
signera, sauf indication contraire, un système de p points sur C.

12. F étant le système fixe choisi plus haut, soit fy{M) une fonction de
degré 2p ayant chacun des points de F pour pôle double, et ayant des zéros
doubles en p points formant un système y. Si s est un système quelconque
formé des points Jfx, 3/ s , . . . , 3IP) nous posons:

h é t an t une cons tante que nous fixerons plus loin.
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Considérons deux systèmes variables g, g' et deux systèmes fixes g0, g\, ainsi
que les systèmes G=^-g-\ g—F et G0 = g0 + g'0—F\ soit <p la fonction de degré
2jp qui a pour pôles les points de G et f et pour zéros ceux de g et g'; soit
de même g)0 la fonction avant pour pôles GQ et F et pour zéros g0 et #'o. Sup-
posons que F et y n'aient aucun point commun avec </,ƒ/, G,gOJg'o, Go, et tra-
çons sur la surface de Riemann de C un contour fermé £ divisant cette surface
en deux morceaux, dont l'un 3 contienne F et y et l'autre & contienne g,g, Cf,

9o,9oi G~o- La fonction xfj = ^ aura pour pôles G,gQ,gQ et pour zéros G0,g,g'.

Considérons 1 ' intégrale :

Dans ê, log/ r est régulier, cette intégrale aura donc pour valeur:

D'autre part, quand on décrit £, log /y et log xp reviennent à leurs valeurs ini-
tiales, on peut donc intégrer par parties et écrire notre intégrale:

Posons, s étant un système de points Mt1 M2,..., Mp:

o(r)
on trouve, pour valeur de l'intégrale, log xp étant régulier dans 3: 2 log , . •

Choisissons alors h de façon que Fy(g0) F7(g'o) — F7(G0); nous aurons:
Fy(G)

et en particulier, pour g = g':

[ ! ^ ] \ G = 2g-r. (B)
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13. Supposons maintenant qu'il existe sur C des systèmes rationnels de p

points, et que r%gQ,g\ soient de tels systèmes. Si les points M, f de l'espace (u)

sont rationnels, les points u±v le seront aussi: les points rationnels forment un

module (ou, en d'autres termes, un groupe abélien par rapport à l'addition).

Nous nous proposons, au cours de ce chapitre, de démontrer le théorème

suivant :

Théorème de la base finie. — Le module des points rationnels de l'espace (u)

possède une hase formée d'un nombre fini de points.

En d'autres termes, il suffit de connaître sur C un nombre fini de systèmes

rationnels pour trouver rationnellement tous les autres.

Si ce théorème est vrai pour un surcorps À" de k, il sera aussi vrai pour &.

Car le module des points u rationnels relativement à Je est contenu dans le mo-

dule des points rationnels relativement à K et est de base finie si c'est le cas

pour ce dernier. Cette remarque nous autorise à remplacer, au cours de la dé-

monstration, h par tel surcorps que nous voudrons, sans que cela diminue en

rien la généralité du résultat. Nous supposerons en particulier que les 22/J— 1

systèmes y (qui se déduisent de T par l'addition, au point correspondant à F dans

l'espace (M), des 22i>—1 demi-périodes non nulles) sont tous rationnels: car il en est

ainsi si l'on a remplacé h par un surcorps convenable.

Appliquons le théorème de décomposition à la fonction fy(M); nous obtenons:

rj(M) et H [M] étant les valeurs en M de distributions rationnelles et X et fi

divisant des entiers fixes. On a donc, si # est un système rationnel formé des

points Mt, M2,..., Mp:

Soit ft = - , o et a étant des idéaux entiers, et posons
a

o =

Si est un idéal de h. Prenons, dans chaque classe d'idéaux de h, un idéal fixe;
si o est celui qui est de la classe de £2, l'on aura:
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où le premier facteur est un idéal principal entier qui n'est susceptible que d'un
nombre fini de valeurs: désignons celles-ci par (m'j), (m'2)y . . . , {ni M), les m'i étant

des entiers de h. Soit donc (m'i) ce premier facteur et soit — = (a'), a étant un
a

F (S)
nombre de Je; J ,[ sera une unité, qu'on pourra écrire é*°. e\l... ek/ si e0, s, . . . er

m i ci

est une base pour le groupe des unités de h. Prenons /, égal à o ou i suivant
que Jet est pair ou impair; on aura:

» .e^ . . . er
 2 .

m'i e*$... «**• n'est susceptible que d'un nombre fini de valeurs distinctes, donc :

F7(S) = m.a2 (C)

a étant un nombre de h, et m étant un entier qui ne prend qu'un nombre fini
de valeurs distinctes quand on prend pour S tous les systèmes rationnels.

Si le système S correspond au point M, nous poserons Fy(u) = Fy(S); Fy(u)
est une fonction abélienne de u.

14. Disons que deux points rationnels w, v appartiennent à la même classe,

et écrivons Moot«, si chacun des 22p—1 nombres j^r\, obtenus en choisissant y
T y (V)

de toutes les manières possibles, est le carré d'un nombre de h. (C) montre que
le nombre h des classes est fini. (A) montre que si woor, w'oor', on a aussi
w-h M'00 1;-f 1/; il en résulte que par rapport à l'addition des systèmes, les classes
forment un groupe abélien fini. La classe unité est la classe des points u tels
que chacun des nombres F7(u) soit le carré d'un nombre de £; dans ce cas nous
écrivons « x o . (B) montre que si u est un point rationnel, 2u000: le groupe
des classes n'a donc que des éléments d ordre 2.

Inversement, si wooo, les 22p points — (qui se déduisent de l'un d'entre eux

par l'addition de toutes les demi-périodes) sont rationnels. L'on a dans ce cas,
par hypothèse:



14 André Weil.

ay étant un nombre de Te qui dépend de y. Dans cette équation, <#(F) et
représentent les produits, étendus à tous les points de F et de y respectivement,
des valeurs de la fonction xfj qui a pour pôles les points du système uy de gQ

et de g'o, pour zéros doubles les points du système — et pour zéros simples ceux

de Go. Or si A et B sont deux points fixes, r™ es^ u n e fonction abélienne de

—; par suite -~-7-r est une fonction abélienne de —, et il en est de même de la
2 ' F <D{y) 2 '

lu\ a>(r)
fonction .F-1 — I ~~r~~ . Quand les coordonnées de u augmentent d'un système de
périodes, cette dernière fonction, étant égale à YF7{U), se trouve multipliée par
un facteur ± i : mais ce facteur ne peut être + i quelle que soit la période,
sans quoi la fonction serait une fonction abélienne de u; et en laissant fixes
p ~ i points du système ?/, la fonction, considérée comme fonction du j ; l e m e , serait
rationnelle sur C et aurait pour pôles simples les points de F et pour zéros
simples ceux de y, ce qui est impossible.

11 y a donc des périodes pour lesquelles la fonction se multiplie par — i ;

donc, parmi les 22p points , il y en a 22p~l pour lesquels elle prend la valeur

a7 et 22p~x pour lesquels elle prend la valeur — a7. Soient g, g' des systèmes
correspondant à des points pour lesquels elle prend la même valeur, on a:

Fy(g) a>lt(r) (Dq.(y)

Posons 0 = ~ , c'est la fonction qui a pour pôles doubles les points de

g et pour zéros doubles ceux de g'; et, si s est un système formé des points

Mu MÈ,...,MP, soit G{*) = 6(3fî)6{MË)...d(3Ip) = ~!f}; l'égalité précédente

devient:

i'W) ©(y) '

En se reportant aux définitions de F7 et 0 , on voit que cette égalité est par-
faitement symétrique en F et y d'une part et g et g' de l'autre. Nous venons
de démontrer que si F, y, g sont donnés, il y a 22p~1 choix de g pour lesquels
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elle n'est pas satisfaite: donc, si g,g', F sont donnés, il y a 2%p~~l choix de y
pour lesquels elle n'est pas satisfaite. Autrement dit, de quelque manière que

Ton choisisse g et g\ il y a 22 p - 1 choix de y pour lesquels F:{g)~-^-j-T et

l'\(g') "7̂ -777 on^ des valeurs rationnelles opposées. Par suite, dans l'équation de

degfré 22p dont dépend la recherche des systèmes correspondant aux points -̂>

les racines correspondant aux systèmes g, g' ne peuvent appartenir à un même
facteur irréductible, et cela quels que soient g, g'; ces racines sont donc bien
toutes rationnelles.

14 bis. (Observons, pour ceux qui connaissent la théorie des fonctions abé-
liennes, que les considérations précédentes ont des rapports étroits avec la théorie
des demi-périodes syzygétiques et azygétiques, et peuvent servir à la reconstruire
par une voie purement algébrique.

Remarquons aussi que, dans les §§ 11 —14, nous aurions pu sans difficulté
supplémentaire nous servir, non pas de la Dissection des fonctions abéliennes,
mais de la division par n, n étant un entier quelconque; au § 11, il aurait alors
fallu appeler fy(M) une fonction de degré np, ayant chacun des points de F
pour pôle d'ordre n) et ayant des zéros d'ordre n en p points formant un sys-
tème y. Dans la formule (A), il n'y aurait qu'à remplacer, au second membre,
l'exposant 2 par l'exposant ;?; la formule (B) serait remplacée par une autre,
obtenue en itérant n fois la précédente, et qui donnerait F7()ig—(n—1) F) comme
puissance ?2-ième exacte. La suite subsiste presque sans modification, à condition
de supposer qu'on a, au besoin, adjoint préalablement au corps Je les racines
w-ièmes de l'unité.

Cette remarque est importante, car il arrive, dans certaines questions, qu'il
faille utiliser la division par n avec des valeurs élevées de n).

15. Supposons dorénavant qu'il y ait dans l'espace (M) une infinité de points
rationnels (sans quoi le théorème de la base finie n'aurait pas besoin d'être dé-
montré). Dans chaque classe, choisissons un tel point, et soient a1}a2,...,aA
les points ainsi choisis. Soit u un point rationnel quelconque, soit a celui des

at qui est de la classe de w, 011 a ti-faoco, donc (§ 14) les points sont

rationnels; soit u l'un d'eux, soit de nouveau a celui des at qui est de la classe

de u: on obtient ainsi un point rationnel u" =• ~~ , sur lequel on opérera de

39 — 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 6 novembre 1928.
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même, et ainsi de suite indéfiniment. Le théorème de la base finie sera dé-
montré si nous faisons voir que la suite de ces opérations conduit nécessaire-
ment à un point u^ faisant partie d'un nombre fini de points bt1b2i .. ,bm dé-
terminés a priori: car alors les a et les h forment ensemble une base pour le
module des points rationnels de l'espace (u).

Pour achever la démonstration, nous étudierons, par les méthodes du cha-
pitre précédent, la » variété jacobienne» de la courbe C: on appelle ainsi toute
variété algébrique dont les points sont en correspondance birationnelle et biuni-
voque avec les séries linéaires complètes de systèmes de p points sur la courbe C\
elle est aussi en correspondance biunivoque avec les points de l'espace (M), si l'on
considère comme identiques des points de cet espace qui ne diffèrent que par un
système de périodes; et elle est en correspondance birationnelle avec les systèmes
de p points sur C.

v étant le vecteur de composantes v1,v2,...,vp, nous désignerons par &(v)
la fonction thêta des p variables r% qui est formée avec les périodes des inté-
grales normées wn u\, . . . , wp.

13 Si P est un point (que nous prendrons algé-
brique) sur (\ et si §2P~2 désigne le système des 2p — 2 zéros d'une différentielle
de première espèce, on sait qu'il y a 2lp systèmes 7?, de p points tels que 2Ri
soit équivalent à 2P+(ê2p~2, chacun de ces systèmes correspondant à une des
22p demi-périodes; et si B est celui qui correspond à la demi-période o, l'équa-
tion &(u) — o, où u désigne le point qui correspond à un système S, signifie que
le point P fait partie d'un système équivalent à 11+ S—F. Nous supposerons
que JR, et par suite le point P, sont rationnels, ce qu'on obtient au besoin en
remplaçant k par un surcorps.

Pour fixer les idées, nous nous servirons des fonctions thêta du 3e ordre
de caractéristique o: on sait qu'on appelle ainsi toute fonction entière 0(r) des

p variables vli v2, . . . , vp telle que ~^r se reproduise lorsqu'on ajoute à v un
& (v)

système quelconque de périodes; il y a P = 3 P de ces fonctions qui sont linéaire-
ment indépendantes, toutes les autres sf ex primant linéairement en fonction de
celles-là. Soit @(v) l'une d'entre elles, et soit u le point correspondant à un
système (Mt, 3I2, . . . , Mp) : alors -3(-, est une fonction symétrique des coordon-

%r (u)
nées de 3/j, M2} . . . , Mp, qui s'exprime rationnellement (avec des coefficients peut-

18 Sur les propriétés, utilisées ici, des fonctions thêta, v. p. ex. Krazer-Wirtinger, Enzykl.
d. math. Wiss. II, B. 7.
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être irrationnels) en fonction de ces coordonnées. Réciproquement, soit f une
fonction symétrique rationnelle de ces coordonnées, à coefficients rationnels ou
non, telle que ƒ\&%{u) soit fini pour tout u\ f.&*{u) sera alors une fonction thêta
du troisième ordre de caractéristique o. Or, E et P étant rationnels relative-
ment à ty la condition, pour une fonction symétrique ƒ des coordonnées des Jf*,
d'être telle que ƒ. &s{u) soit toujours fini, est une condition rationnelle relative-
ment à k: puisqu'elle est satisfaite par P=$P fonctions linéairement indépen-
dantes, on peut choisir ces P fonctions de manière qu'elles soient rationnelles
relativement à lm: soient fx,f*, .. .,,//> les fonctions ainsi choisies, et soient St(u) =
—ft. &*(u) les fonctions thêta correspondantes.

16. Considérons, dans un espace projectif à P — i dimensions, la variété V
à ^-dimensions décrite par le point de coordonnées homogènes Xi=-O,(u) (« =
= 1,2, . . . ,P ) quand u décrit l'espace (M); F est aussi la variété décrite par le
point de coordonnées fx,f2, . ..,ƒ/> quand 3/ l 5 J/2, .. ., Mp décrivent indépendam-
ment la courbe C: c'est donc une variété algébrique rationnelle relativement à k.
V n'est autre que la variété jacobienne de C, car: i° à tout point u correspond
un point et un seul de F; en effet, si toutes les fonctions St s'annulaient en un
point w0, la fonction &(u—a)d-(u — b)â-(u-\-a-î- b), qui est une fonction thêta du

p

troisième ordre et par conséquent de la forme ^jCtGi(u), s'annulerait en w0 quels
i i

que soient a, 6, ce qui n'est pas; 2° à tout point de F ne correspond qu'un point
u, à un système de périodes près; sinon, en effet, il y aurait deux points uo,vo

et un nombre g tels que l'on ait, quels que soient a, b:

ce qui est également impossible.
De plus, la variété jacobienne F est sans singularités. Car si un point u0

correspondait à un point singulier de F, la matrice à P lignes etp+ i colonnes:

( * de,(u) oe,(u)

serait de rang < p + i en t*0, et il y aurait cQ,cx,.. .,ep tels que l'on ait en i*0,
p ^

quelle que soit la fonction 0 du 3e ordre: co& + ^f%- — o. Soit en parti-

culier &(u) = â-(u—«0 + a)&{u—fc)#(u + w0—-a + 6), a et b étant tels que
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p

&(u0—b)&{2u0—«4-6)4=o. On devra avoir 2jc*~~à—==o> e^ ce*a e n

a où â-(a) = o: mais on sait qu'à un tel point Ton peut faire correspondre un
système de p—i points P1? P 2 , . . . , PP~\ sur 0, et réciproquement, de telle sorte

p~l ç v

1 J
que av = a^-\- 2J I dw%, donc 2J~J dwv(Pt)~o {i= 1, 2, . . . ,#—1). Le déter-

1 A %~l

minant \ct du\(Pt)\ s'annulerait alors quels que soient les Pf: mais c'est impossible,
puisque les différentielles du\ sont linéairement indépendantes.

p

Alors, les résultats du chapitre I s'appliquent à V. Soit O(u) = xig/0/M
1

une fonction du 3e ordre, s'exprimant en fonction des 0/ avec des coefficients
et rationnels relativement à k: l'équation 0(w) = o définit sur V un système
de surfaces rationnel relativement à £, qui est l'intersection de V par le plan
p

2jetXi = om, soit o)(u) la valeur, en un point rationnel w, de la distribution qui
1

appartient à ce système de surfaces: c'est un idéal du corps k. Soit, de plus,
a un point rationnel fixe, et considérons la transformation qui, à tout point ti,
fait correspondre le point U~2u—ct] U correspondra ainsi à 22p points u dis-
tincts. C'est une transformation (1, 22p) sans exception de V en elle-même. Si
donc nous considérons le système de surfaces, défini par 0(2// —r/) = o, qui est
le transformé du système 0(M) — o par cette transformation, la distribution
appartenant à ce nouveau système aura pour valeur en w, en vertu du § 10,
l'idéal o)(2u~a).

Soit maintenant € une demi période quelconque; elle correspond à un sys-
tème y que nous avons supposé rationnel (§ 13). Considérons la fonction:

0(2ii- a)

a, c et les coefficients et de 0=^e t 0< étant rationnels, les systèmes d'infinis de

F et de -_̂  s u r V sont des systèmes rationnels; si donc on a choisi convenable-

ment le coefficient C, la fonction F est, sur F, une fonction rationnelle rela-
tivement à Je. Soit t](u) la distribution correspondant au système de surfaces
défini par &(u—a + £) = o; on aura:
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F(U) = l *>*(*) v*M
tiu}(2u—a)

X et fi divisant des entiers indépendants de w.
Supposons que &{u~-a±£)-¥o, et par suite î?(t#)#o, donc Nt]{u)^:i. En

prenant les normes des deux membres, on obtient l'inégalité:

[JVco(w)j2< m(a, e). \ X F(u)\. XÙ)(2U—a).

17. Admettons, pour simplifier le langage, que k soit normal, c'est-à-dire
identique à ses conjugués (sinon on remplacerait A par un surcorps normal).
Considérons les automorphismes de A, c'est-à-dire les transformations de A en
lui-même qui conservent les relations rationnelles: ce sont les opérations qui
constituent le groupe de Galois de A. Si A est imaginaire, ces automorphismes
se répartissent en paires d automorphismes imaginaires conjugués, et nous ne
garderons qu'un automorphisme de chaque paire; si A est réel, nous garderons
tous les automorphismes; soit o égal à 2 dans le premier cas, à 1 dans le second;
et soient en tout cas A, A, A,... les automorphismes conservés, A étant l'auto-
morphisme identique.

A transforme C en une courbe C, également rationnelle relativement à k.
Tout système de points (ou toute fonction) rationnel sur C est transformé en
un système (ou en une fonction) rationnel sur (\ Choisissons sur C les *p in-
tégrales normées de première espèce, et formons avec leurs périodes la "fonction
thêta, &(r). A tout point rationnel u de l'espace (M) correspond un système
rationnel S sur (T, et par suite (au moyen de l'autoniorphisme .4) un système
rationnel S sur 6Y, donc aussi un point rationnel f< de l'espace (û); et réci-
proquement; et si &(u) — o, le point P fait partie d'un système équivalent à
R + S—F, donc le point transformé P fait partie dun système équivalent à
R + S—/\ et #(«) —o. Les fonctions s\métriques rationnelles f\ des coordon-
nées de il/,, M2, ..., Mp sur (\ telles que fiO-^[u) soit toujours fini, sont transfor-
mées en des fonctions symétriques rationnelles ƒ des coordonnées de Ml% M*, . . ., Mp

sur C, telles que ƒ,. t̂ 3(ü) soit toujours fini; et par suite V, variété jacobienne
de Cy qui est engendrée par le point (f1}f2,-- -.ƒ;>), est transformée en V, va-
riété jacobienne de C, engendrée par le point (/i,/2, - ,^ ) - Nous poserons

p

et 0 = 2'1*®" 8* ̂  transforme ei en ë*.
1
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À F(u) correspond, dans Fautomorphisme A, une fonction F rationnelle

sur V\ les systèmes d'infinis de F et — étant les transformés de ceux de F et

-= par Tautomorphisme A, F est de la forme:

0(2 M — a)

G étant une certaine constante. Mais on a, pour u rationnel:

| NF[u) | = | F(u). F(ü). F(ü). . . . Y.

Posons alors, pour simplifier:

. 0(u).Q(u). ...\a

L'inégalité de la fin du § 16 devient alors:

[Q(u)}2 < mj. yf(u, « , . . . ) - Û(2«*-a)

où le facteur m1 ne dépend que de a, â, . . . , «, i, . . . .

18. Jusqu'à présent, nous étions convenus de ne pas distinguer, dans l'es-

pace (u), entre des points ne différant que par un système de périodes. Aban-

donnant maintenant cette convention, choisissons dans chacun des espaces {u),

(ü), . . . un parallélotope de périodes II, FI, . . . . Revenons alors aux notations

du début du § 15, que nous préciserons comme il suit: soit u un point rationnel

quelconque dans / I , nous définirons les points rationnels u\ u', . . . par récur-

rence; soit a,% celui des points a1) a2, . . . , cih du § 15 qui est de la classe de

u^\ nous appellerons M ^ 1 ' un point de i l tel que les coordonnées de a^ =

= 2M'V+I1 — M(|) ne diffèrent de celles de ot que par un système de périodes;

nous appellerons ü^ , ul%\ . . . les points rationnels de 77, /I , .. qui correspon-

dent à u^; et nous poserons n(^ = 2ü% + 1^ — ü%\ . . . ; dans ces conditions, si a^

n'est pas nécessairement dans J2, il n'est pourtant susceptible que d'un nombre

fini de positions, et il en est de même pour &v\ a^\ . . . . Dans la dernière iné-

galité trouvée, remplaçons alors w, ?1, . . . , a, â, . . . par ul%+1\ ûn + 1\ ..., ax%\ â^\ . . . ;

prenons pour f une demi-période telle que &(ul%+l) — a(^ + £)4=o, et prenons

« , £ , . . . dans U, JTZ, . . . . Il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour



L'arithmétique sur les courbes algébriques. 31

aS*\ â^s . . . , * , £ , . . . : à chacune correspond une valeur du facteur ml, soit Mt

la plus grande de ces valeurs. De plus, wl + 1) —r/^±£, ii(r+1) —âw ±e , . . . ne
peuvent se trouver que dans des portions finies des espaces (w), (w), . . . : dans ces
conditions, A[uy û, ...) admet une borne supérieure 31 2. On a donc enfin:

Il en résulte que pour v suffisamment grand, Q(uh!) sera inférieur à une con-
stante, qui pourra être prise égale à J/j J/gH- i. Mais, u, n> . . . étant dans il , U, .. .j
\Q{u)Q(ü) .. .\a admet une borne supérieure Jf3. Posons L = J/3(iW

r
lJ[f2+ i); on

aura, pour v suffisamment grand:

le nombre L ne dépendant que de la fonction 0 considérée.

Le raisonnement précédent est en défaut si l'un des nombres G(f4^) s'an-

nule, car alors io(u^]) = o et iî(uli) est indéterminé. Mais il est aisé de combler

cette lacune en sautant, pour ainsi dire, des échelons dans la descente de u à u\

de u à u\ . . . . Appelons F%{u) la fonction qui se déduit de F{u) en y remplaçant

a par a^ et f par une demi-période, située dans /T, telle que &(H(% u ) - r / ( l ) ± £ ) = h o .

Supposons alors, pour fixer les idées, que l'on ait Q(ul))=¥o, @(M(> + 1)) = O,

0(t^v+2))4=o: dans ce cas, au lieu de passer de M") à u{% + 1^ au moyen de /*'»(w),

puis de t*(v+1) à M<I+2) au moyen de 7s + i(//), nous passerons directement de u^

à M(V+2) au moyen de la fonction F^ i{u). F%(2it—au hl}); en raisonnant sur elle

comme nous avons fait plus haut sur 2**(M)i on arrive à l'inégalité [i2(t^t+2))]4

< M\M\ Q(u^), avec les mêmes quantités Mi et M* que précédemment, ce qui

conduit au même résultat.

19. Prenons pour ex, et, ...,ep des entiers ordinaires (rationnels au sens
p

absolu): nous avons démontré que si l'on pose Q =- 2*etGt et si w(u) est la dis-

tribution correspondante, Xu)(u%)) est inférieur, pour v assez grand, à une quan-
tité déterminée qui ne dépend que des e%. Soit en particulier Ü>,(M) la distribu-
tion correspondant à 0j.

Soient X\%\ X!*\ . . . , X{p les coordonnées homogènes du point de F qui
correspond à u{%)\ Ton a d'après le théorème de décomposition:
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= =

i/ et îi étant des idéaux bornés. Dans chaque classe d'idéaux de Je choisissons

un idéal a*: tdv) étant rationnel, nous pouvons supposer que X1*5, X^\ . . . , X ^

sont des entiers de h et que leur pged est l'un des idéaux aki donc un idéal

^ e t X [ l ) Iborné. Dans ces conditions, pour v assez grand, i^l ^ e t X [ l ) I sera bornée, et
Vi=i '

cela quels que soient les et: mais, les et étant des entiers rationnels au sens ordi-

naire, cette norme est un polynôme homogène en c n ^ , . . . , ep, dont les coef-

ficients sont des entiers ordinaires, pour v assez grand, ce polynôme étant borné

quelles que soient les valeurs attribuées aux variables et, ses coefficients seront

eux-mêmes bornés et ne seront donc susceptibles que d un nombre fini de valeurs,

de sorte que le polynôme i V l ^ j ^ X ^ J ne sera plus susceptible que d'un nombre

p

fini de déterminations. Alors J/j et X^\ qui, en tant que forme linéaire en

ex, e2, . . . , ep, est un diviseur de ce polynôme, n'est plus susceptible elle-même,

à un facteur constant près, que d'un nombre fini de déterminations, ou, en

d'autres termes, le point de coordonnées homogènes X\%\ X(*\ . . . , X ^ n'est plus

susceptible, pour v assez grand, que d'un nombre fini de positions />,, ?>2, . . . , 6m.

Dans ces conditions, d'après le § 15, le théorème de la base finie est complète-

ment démontré.

Conclusion.

20. Reprenons l'étude de la courbe C relativement au domaine de ratio-

nalité primitif Je; et rappelons d'abord la notion, due à Severi, de systèmes vir-

tuels (gruppi virtuali). g et g' étant deux systèmes, composés respectivement de

m et de n points, sur C, le symbole g—g' est appelé un système virtuel de degré

m—n\ deux systèmes virtuels g—g et h—11 de même degré sont dits équivalents,

et sont considérés comme identiques, si g + h' est équivalent à gf 4- h] un système

virtuel est dit effectif s'il est équivalent à un système de points au sens ordinaire
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du mot; il résulte du théorème de Riemann-Roeh que, sur la courbe C de genre
p, tout système virtuel de degré >j) est effectif, #—g et h—h' étant deux
systèmes virtuels, de degrés respectifs fi et *>, ils ont pour somme le système
virtuel (g + h)—(g' + h'), de degré [i + v, et pour différence le système virtuel
(g + h!)—(g' + h) de degré ix—v.

Un système virtuel sera dit rationnel s'il est équivalent à un système vir-
tuel g—g tel que g et g soient deux systèmes rationnels. La somme et la
différence de deux systèmes virtuels rationnels étant encore de tels systèmes, ces
systèmes forment un groupe abélien 0$. Leurs degrés forment donc un module
d'entiers rationnels, et sont tous multiples du degré Q d'un certain système vir-
tuel rationnel Ao. Q est un invariant de C par les transformations biration-
nelles à coefficients rationnels relativement à Je; c'est du reste un diviseur de
2p—2y car le système des 2p—2 zéros d'une différentielle de première espèce
est toujours équivalent à un système rationnel. Si A est un système virtuel
rationnel quelconque, son degré sera kg, et A—JcA0 sera de degré o.

Il reste à étudier les systèmes virtuels rationnels de degré o, qui forment
un sous-groupe g de &. Soit K un surcorps de Te relativement auquel il existe
un système rationnel F de p points: d'après le chapitre II, il y a des systèmes
de p points en nombre fini, gl, gt, . . . , </w, qui forment une base de l'ensemble
des systèmes de p points rationnels relativement à A". Alors, si B est un sys-
tème virtuel de degré o, rationnel relativement à k, r+B est un système de
degré p, donc effectif, et rationnel relativement à K: il sera donc de la forme

n n

I '+ ^mt(gi—r), et par suite B est équivalent à 2 W'*(0*~~O- Ô, faisant par-
1 1

tie du groupe de base finie composé de tous les systèmes virtuels de la forme
2mi{gt—r), est lui-même de base finie. On sait alors, d'après la théorie des
groupes abéliens, que l'on peut trouver des éléments B^ B2y . ., J?r, Cl, C2, . . . , G',,
tels que l'on obtienne tous les éléments du groupe une fois et une seule au

r *

moyen de l'expression ^nuBi + ZÀ^J^J
 e n donnant aux mt toutes les valeurs

1 1

entières, et à nj (pour 1 <ƒ<,?) les valeurs o, 1, 2, . . . , %3— 1, les T, étant des
entiers dont chacun divise le suivant; r, TX, T2, . . . , TS sont les invariants du
groupe: r est sa dimension, Tn T2, . . . , T« sont ses nombres de Poincaré. Nous
avons donc le résultat final que voici:

40 — 2822. Acia mathematica. i>2. Tin primé le 5 novembre 1928.
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Les systèmes virtuels de degré o, rationnels relatiremertt à k, forment *#n

groupe abélien g de base finie: en adjoignant à une base de g un cei'tain système

virtuel rationnel AOi on obtient une base du groupe abélien & formé par tous les

systèmes virtuels rationnels relativement à k. Les invariants r, %x, %t, . . . , T, du

groupe g, ainsi que le degré Q du système Ao, sont des invariants de la courbe C

par les transformations birationnelles à coefficients dans k.

21. Nous avons ainsi démontré l'existence des invariants pour chaque do-
maine de rationalité i contenant les coefficients de C\ donc d'une infinité d'in-
variants arithmétiques de G\ puisque À* peut être choisi d'une infinité de mani-
ères; il serait aisé, du reste, de définir d'autres invariants encore: si par exemple
g* et g A' désignent les groupes formés respectivement par les systèmes virtuels
de degré o rationnels relativement à £ et à un surcorps K de £, les invariante
du groupe quotient g A g;, sont des invariants de C. Mais il serait sans doute
difficile de déterminer les relations mutuelles de ces invariants, qui ne sont peut-
être pas tous indépendants et de trouver quelles sont les valeurs qu'ils sont
susceptibles de prendre. 11 serait particulièrement intéressant de savoir si, lors-
que le genre p et le domaine de rationalité Je sont donnés, l'invariant r peut
prendre des valeurs aussi grandes qu'on veut: ce problème n'a même pas été
abordé jusqu'ici dans le cas le plus simple, celui où p = i et où Je se compose
des nombres rationnels au sens ordinaire.

Avant tout, il importerait de donner une méthode qui permît de déterminer
dans chaque cas la valeur exacte des invariants et de trouver effectivement une
base du groupe des systèmes virtuels rationnels: la démonstration du théorème
de la base finie n'est en effet qu'une démonstration d'existence; elle permet bien,
au moins théoriquement, de trouver dans chaque cas une limite supérieure de r,
mais elle ne semble pas susceptible de rien fournir de plus.

Mais admettons même qu'on connaisse une base du groupe 05: on peut alors
considérer comme connu l'ensemble des systèmes virtuels rationnels, et par suite
tous les systèmes rationnels de m points pour m>p, puisque tout système vir-
tuel de degré ^p est nécessairement effectif En revanche, un système virtuel
de degré <p — i n'est pas effectif en général, et, lorsqu'on connaît la base de ©,
c'est un problème très difficile que d'en déduire les systèmes rationnels de moins
de p points, et en particulier les points rationnels, qui sont précisément ce que
l'on recherche dans la résolution des équations diophantiennes. Le problème le
plus important de la théorie est sans doute précisément de savoir si, parmi tous
les systèmes virtuels de degré ^p—i qui se déduisent dune base finie, il peut
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s'en trouver une infinité d'effectifs: si la question devait être résolue par la né-
gative, il s'ensuivrait en particulier que sur une courbe de genre p > i il n'y a
qu'un nombre fini de points rationnels quel que soit le domaine de rationalité
(par exemple l'équation de Fermât, xn-\-y1l = zn, n'aurait qu'un nombre fini de
solutions pour chaque valeur de n > 2). Cette conjecture, déjà énoncée par Mor-
dell (loc. cit. note 4) semble confirmée en quelque mesure par un important ré-
sultat démontré récemment, et que je suis heureux de pouvoir citer ici grâce à
l'obligeante permission de son auteur: *Sur toute courbe de genre j9>o,etquel
que soit le corps k pris pour domaine de rationalité, il ne peut y avoir qu'un
nombre fini de points dont les coordonnées soient des entiers de À*>.u II est
vrai que les points à coordonnées entières ne sont pas invariants par les trans-
formations birationnelles, de sorte que ce résultat ne ressort pas de ce que nous
avons appelé l'arithmétique sur les courbes algébriques et se distingue essentielle-
ment des questions que nous avons essayé d'aborder ici.

14 La démonstration repose d'une part sur l'application, convenablement effectuée, du théo-
rème de la base finie démontré dans le présent travail, et d'autre part sur une extension nouvelle
des méthodes d'approximation des nombres algébriques qui tirent leur origine des travaux de Axel
Thue. Les théorèmes antérieurs de Thue et de Siegel sur les équations indéterminées ne sont que
des cas particuliers du résultat général cité ici.


