Chapitre XIX

Calcul opérationnel et applications
Nikolai S. Piskounov

A Theure actuelle le calcul opérationnel (ou symbolique) est 'un des domaines importants de I’ana-
lyse mathématique. En physique, en mécanique, en électrotechnique et dans d’autres branches de
la science on utilise les méthodes du calcul opérationnel pour la résolution de différents problemes.
Le calcul opérationnel a trouvé une application particulierement large dans la technologie moderne
de automation et des télécommunications. Dans ce chapitre (sur la base du matériel des chapitres
précédents) seront précisément exposées les notions fondamentales du calcul opérationnel ainsi que
les méthodes de son application a la résolution des équations différentielles ordinaires.

§1. Original et image

Soit donnée une fonction de la variable réelle ¢ définie pour ¢ > 0 (parfois nous estimerons que
la fonction f(t) est définie dans un intervalle infini —oo < ¢ < oo, mais f(t) = 0 quand ¢ < 0).
Nous supposerons que la fonction f(t) est continue par tranches, c’est-a-dire telle que, dans chaque
intervalle fini, elle posséde un nombre fini de discontinuités de 1% espece (cf. §9, ch. II, t. I). Pour
assurer ’existence de certaines intégrales dans l'intervalle infini 0 < ¢ < oo nous imposerons a
la fonction f(t) des restrictions complémentaires. Nous supposerons précisément qu'’il existe des

nombres positifs constants M et sq tels que
(1) [f(£)] < Me>*

pour toute valeur de t prise dans l'intervalle 0 <t < oc.

Considérons le produit de la fonction f(¢) par la fonction complexe e P de la variable réelleﬂ t, ou
p=a+ib (a > 0) est un nombre complexe :

(2) e P f(t)

La fonction (2) est aussi une fonction complexe de la variable réelle ¢ :
e—ptf(t) — ef(aﬂ'b)tf(t) — e—atf(t)e—ibt
= e f(t) cos bt —ie~ ™ f(t)sin bt.

Considérons ensuite I'intégrale impropre
o0

(3) e P f(t)dt = [ e ™ f(t)cos btdt —i | e ™ f(t)sin bt dt.
[ o] /

Montrons que si la fonction f(t) vérifie la condition (1) et a > so, alors les intégrales du second
membre de 1'égalité (3) existent et la convergence des ces intégrales est absolue. Estimons d’abord
la premiere de ces intégrales :
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‘/eatf(t) oS btdt‘ < /|e’atf(t) cos bt|dt
0 0

< M/e_atesotdt = M/e_(“_SO)tdt =
0 0

a— sy
o

On estime de méme la seconde intégrale. Ainsi, I'intégrale / e P! f(t)dt existe. Elle définit une cer-

taine fonction de p, que nous désigneronsﬂ par f(p) :

(4) F(p) = [ e f(tydt.

0
La fonction f(p) est appelée transformée de Laplace ou image L ou simplement image de f(t). La
fonction f(t) est appelée original ou fonction objet. Le fait que F'(p) est 'image de la fonction f(t)
est noté de la maniere suivante :

(5) F(p) = f(t)
(6) f(t) ~ F(p)

soit encore|§|

(7) L{f(®)} = F(p).

Comme nous le verrons par la suite, le sens de 'introduction des images réside dans le fait qu’elles
permettent de simplifier la résolution de nombreux problémes, en particulier, de ramener la résolu-
tion des équations différentielles ordinaires & certaines opérations algébriques simples permettant de
trouver la fonction image. Connaissant 'image on peut trouver 'original soit au moyen des tables
préalablement composées “original-image” (dictionnaire d’images), soit par les méthodes que nous
exposerons plus bas. Des questions se posent alors naturellement.

Soit donnée une certaine fonction F(p). Existe-t-il une fonction f(t) dont F'(p) est I'image ? Si elle
existe, est-elle unique ? Les deux questions regoivent une réponse positive si F'(p) et f(t) satisfont
a certaines conditions. En particulier I'unicité de I'image est établie par le théoreme suivant que
nous énoncerons sans démonstration :

Théoréme d’unicité. Si deux fonctions continues p(t) et 1 (t) possédent une méme image L F(p),
ces fonctions sont identiquement égales.

Ce théoreme sera d’une grande utilité pour tout ce qui suivra. En effet, si lors de la résolution
d’un probleme pratique nous avons pu déterminer 1'image de la fonction cherchée, et si ensuite
nous avons trouvé l'original d’aprés son image, nous pouvons conclure en vertu du théoreme for-

2. La fonction f(p) pour p # 0 est une fonction de la variable complexe (cf., par exemple, 'ouvrage de V. Smirnov
“Cours de mathématiques supérieures”, t. III, partie 2. Editions de Moscou, 1972). La transformation est analogue
a celle de Fourier examinée au §14, ch. XVIIL.

3. On utilise aussi d’autres symboles de correspondances. C’est ainsi qu’au lieu de la notation “~ on emploie
aussi le symbole | et on écrit dans le cas de la formule (6) f(¢) ] F(p) (N.d.T.).



mulé que la fonction trouvée est la solution du probleme posé et qu’il n’existe pas d’autres solutions.
§2. Image des fonctions o((t),sint, cost
I. La fonction f(t) ainsi définie

f(t)=1 pour t >0,
f(t)=0 pour t <O,

est appelée fonction unité de Heaviside et notée oo(t). Le graphique

A Gy(t)

0 t
Fig. 397

de cette fonction est représenté sur la fig. 397. Trouvons 'image L de la fonction de Heaviside :
o0

e Pt ]
L{oo(t)} = /e—ptdt: A g
) plo p
AinsiEL
1
(8) 1 = =
p
ou, plus exactement,
0 < -
o) -
p

Dans certains traités de calcul opérationnel on appelle image de la fonction f(t) I'expression
F'(p) =p [ e f(0)at
0
Dans ce cas on a : 0o(t) < 1 et, par conséquent, C' <~ C, plus exactement Coy(t) < C.

II. Soit f(t) = sin t; alors

L{sin t} = /efpt sin tdi — e P(—psin t — cos t)|® _ 1 .
0 p’+1 o p*+l
Ainsi,
: 1
9 in t < .
9) sin o

(o]
4. Pour calculer l'intégrale [ e P'dt on aurait pu la représenter comme la somme des intégrales de fonctions

0
réelles ; nous aurions obtenu le méme résultat. Cette remarque se rapporte également aux intégrales suivantes.
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III. Soit f(t) = cos t; alors

o0

L{cos t} = /e’pt cos tdt =
0

e P(sin t —pcos t)|*  p
p?+1 o p*+1

Ainsi,
(10) cos t < L

PP+l

§3. Image des fonctions a échelle modifiée de la variable indépendante. Image des
fonctions sin at, cos at

Considérons I'image de la fonction f(at), ot a > 0 :

L{f(at)} = / e~ f(at)dt.

Effectuons un changement de variable dans la seconde intégrale, posant z = at; par conséquent,

dz = adt ; nous obtenons alors :
o0

L{f(at)} = - [ o f(2)ie

0

h r{f(an} =-r (L),
Ainsi, si .

Fp) =~ f(®),
alors (11) clLF (i) — fl(at).

Exemple 1. Nous obtenons immédiatement de la formule (9) en vertu de (11) :

sin at < ———5——
e
ou
(12) sin at < a
- pP4a?

Exemple 2. Nous obtenons de la formule (10) en vertu de (11) :

.1 e
cos at = — >
a(z)" +1
ou . »
(13) cos at 1



§4. Propriété de linéarité de I'image

Théoreme. L’image de la somme de plusieurs fonctions, multipliées par des constantes, est égale
a la somme des images de ces fonctions multipliées par les constantes correspondantes, autrement
dit si

(14 £ = 3 Ci(0)

(C; sont des constantes) et

F(p) — f(t), E(p) — fi(t)

alors (14) F(p) = zi: CiF(p).

Démonstration. Multiplions tous les termes de I'égalité (14) par e ' et intégrons en ¢ entre les
limites 0 et oo (sortant les facteurs C; de sous le signe d’intégration), nous obtenons 1’égalité (14").

Exemple 1. Trouver I'image de la fonction
f(t) = 3sin 4t — 2cos 5t.

Solution. En vertu des formules (12), (13) et (14’) nous obtenons :

12 2
Lf(t)=3 N - . -~
P+16 p2+25 p2+16 p2+25

Exemple 2. Trouver 'original dont I'image est donnée par ’expression

5 20p
F(p) =
®) p2—|—4+p2~|—9

Solution. Représentons F'(p) de la maniére suivante :

) 2 P
Flp) =2 +20
W)= rar P ey

Par conséquent, en vertu des formules (12), (13) et (14) nous obtenons :

f(t) = §sin 2t + 20 cos 3t.

Il découle du théoreme d’unicité du §1 que c’est I'unique original qui correspond a la fonction don-
née F(p).

§5. Théoréme du déplacement

Théoréme. Si F(p) est l'image de la fonction f(t), alors F(p + «) est 'image de la fonction
e~ f(t), autrement dit

si F(p) — f(t)
(15) alors F(p+a) — e f(1).

(Nous supposons ici que Re (p + «) > s¢.)

Démonstration. Trouvons 'image de la fonction e~ f(t) :



L{ef(1)} = / P F(§)dt = / =P+t £ (1) dt.
Ainsi,
L{e™'f(t)} = F(p+ o)

Le théoreme démontré élargit notablement la classe des images pour lesquelles 1'original peut aisé-
ment étre retrouvé.

§6. Image des fonctions e~ sh at,ch at, et e **sin at,e * cos at

11 découle immédiatement de la formule (8), en vertu de la formule (15), que
1

16 — e
(16) o
D’une maniere analogue
1 .
(16") — e,
p—«

Retranchant des termes de la relation (16°) les termes correspondants de la relation (16) et divisant
les différences obtenues par 2, nous obtenons :

1/ 1 1 TR R
= — - —(e*—e™ )
2\p—a p+a)pt+a 2
ou o .
De méme, en faisant la somme de (16) et de (16), on a :
p__
I1 découle de la formule (12) en vertu des formules (15) :
a .
19 = ¢ “sin at.
(19) (p+ a)? + a?
De la formule (13) en vertu des formules (15) il découle :
p + . —at
20 ——— — e *cos at.
2 +ap+

Exemple 1. Trouver 'original si I'image est donnée par la formule

Flp)= ———
W)= o

Solution. Transformons F'(p) de fagon a lui donner la forme de I'expression du premier membre
de la relation (19) :

7 B 7 T 4
p2+10p+41  (p+5)24+16  4(p+5)2+42
Ainsi,
4

7
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Par conséquent, en vertu de la formule (19), nous aurons :
LT
F(p) — 167515 sin 4t
Exemple 2. Trouver 'original si I'image est donnée par la formule

Fp) = - 2+°

TP r2p+10
Solution. Transformons la fonction F(p) :
p+3 (D) +2  pHl 2

= = +
p? +2p + 10 p+1)24+9 (p+1)2+32 (p+1)2+32

B p+1 n 2 3
C(p+ 12432 3(p+1)243%
en vertu des formules (19) et (20) nous trouvons l'original

: 2
F(p) — e 'cos 3t + ge’t sin 3t.

§7. Dérivation de 'image

Théoréme. Si F(p) — f(t), alors

(21) =

%F(p) - " f().

Démonstration. Démontrons tout d’abord que si f() vérifie la condition (1), alors l'intégrale

(22) [ e e
existe.

Par hypothése |f(t)] < Me™*, p = a+ib, a > sp; en outre nous avons a > 0 et sg > 0. Il est
évident qu’il existe un nombre € > 0 vérifiant 'inégalité a > sg+¢e. De méme qu’au §1 on démontre

I'existence de l'intégrale
[e.e]

[ e pw)at.

0
Estimons ensuite l'intégrale (22) :

/ e Pn £ (1) dt = / e (@ e2tyn £ (1| d.
0 0

La fonction e~¢t" étant bornée et plus petite en valeur absolue qu'un certain nombre N pour tout
t > 0, on peut écrire :

Jle @l < N [ le @ gt = N [ e p@)ldt < oo
0 0 0

Nous avons ainsi démontré 'existence de 'intégrale (22). Or, cette intégrale peut étre considérée
comme la dérivée du n-ieme ordre par rapport au paramétreﬂ p de l'intégrale

5. Nous avons établi au préabable la formule de dérivation de 'intégrale définie par rapport & un parametre réel



o0

/ e P f(t)dt.

0

Ainsi de la formule .

F(p) = [ eyt
0
nous tirons la formule

[ ey s = [en s

Ces deux égalités nous donnent
oo

(U F ) = [T )

0
c’est-a-dire la formule (21).

Utilisons la formule (22) pour trouver l'image de la fonction puissance. Ecrivons la formule (8) :
1

- = 1.

p

Nous obtenons de cette formule en vertu de la formule (21) :

5 (5)

1 .
ou - - 1.
p
D’une maniere analogue
— 2
s :
p
Pour un n quelconque nous obtenons :
n!

(23) s -

Exemple 1. Nous tirons de la formule (cf. (12))

—/e Ptsin at dt,

p? + a2

en dérivant les premier et second membres par rapport au parametre p :
2pa :

24 ———— - tsin at.

(24) (P + a?)?

Exemple 2. Nous obtenons de la formule (13) en vertu de la formule (21)

a?—p® .
25 — ——— - tcos at.
(25) (2 + a?)?

Exemple 3. Nous obtenons de la formule (16) on vertu de la formule (21)

(cf. §10, ch. XI, t. I). Ici le parameétre p est un nombre complexe, mais la formule de dérivation reste valable.



26 — te
2 prap

§8. Image des dérivées

Théoréme. Si F(p) — f(t), alors _

(27) pF(p) = f(0) = f(t).

Démonstration. En vertu de la définition de 'image d’une fonction nous pouvons écrire :
o0

(28) L{f W)} = [ e f .

Nous supposerons que toutes les dérivées f'(t), f7(t),... f™(t), que nous rencontrerons, satisfont a
la condition (1) et, par conséquent, que l'intégrale (28) et les intégrales analogues pour les dérivées
successives existent. Effectuant I'intégration par parties de I'intégrale du second membre de ’égalité

(28) nous trouvons :
oo

L{P®) = [ e @t = e o)l +p [ e f(0)d.
0 0
Or d’apres la condition (1)

o

lime P f(H)=0 et / e P F(t)dt = F(p).

t—o00
0

C’est pourquoi

L{f'(t)} = —f(0) + pF(p).
Le théoréme est démontré.

Considérons ensuite I'image des dérivées d’ordre quelconque. Portant dans la formule (27) I'expres-
sion pF(p) — f(0) au lieu de F'(p) et remplagant f(¢) par f'(t) nous obtenons :

plpF (p)f(0)] = f(0)] = f(0) — f"(1)

ou, en ouvrant les parentheses,

P*F(p) —pf(0) — f'(0) — f(t).

L’image de la dérivée d’ordre n sera .
(29) PPE(p) = [p" 7 f(0) +p" 2 f/(0) + ... 4+ pfO7D(0) + fD0)] — f().

Remarque. Les formules (27), (29) et (30) se simplifient, si f(0) = f/(0) = ... = f*=1(0) = 0.
Dans ce cas nous obtenons :

F(p) — [(t)
pF(p) = f(t)



§9. Dictionnaire d’images
Pour faciliter I'utilisation des images obtenues nous les groupons dans un tableau ci-contre.
Remarque. Si nous prenons pour image de la fonction f(¢)
o0
F'(p)=p [ e f0at
0

il convient dans les formules 1 a 13 du tableau de multiplier les expressions de la premiere colonne
par p. Quant aux formules 14 et 15 elles seront de la forme : comme F*(p) = pF(p), en remplacant

F*
dans le premier membre de la formule (14) F'(p) par 'expression (p) et en multipliant par p
p
nous obtenons : o F )
14/ 1 "p( ) ot
(14) e (5 ()
Portant dans le premier membre de la formule (15)
EY E3
Fl(p) -1 (p)7 Fg(p) 2 (p>
p p
et multipliant par p, nous obtenons :
t
1 * * :
(15 SHOE®) [ A0 -

0
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w | F(p) = [ e f(t)dt 1)

1 5 1

2 p21a2 sin at

3 pﬁag cos at

4 zﬁ e~

5 pQS‘a2 sh at

6 i ch at

7 (T e~ sin at

8 @f;ﬁ e~ cos at

9 pﬁl t"

10 (pi% t sin at

11 % t cos at

12 o te

13 m 55 (sin at — at cos at)

4| (=)' J5F(p) t" f(t)
t

15 Fi(p) Fa(p) / fi(T) fo(t = 7)dr
0

§10. Equation auxiliaire d’une équation différentielle donnée

(non transcrit)

§11. Théoréme de décomposition

(non transcrit)
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§12. Exemples de résolution des équations différentielles et des systemes d’équations
différentielles par la méthode du calcul opérationnel

(non transcrit)
§13. Théoréme de convolution

Lors de la résolution des équations différentielles par la méthode du calcul opérationnel on se sert
souvent du

Théoréme de convolution. Si Fi(p) et Fo(p) sont les images des fonctions fi(t) et fa(t), c’est-
a-dire si

Fi(p) = f(t) et F(p) = fot)

alors Fy(p)Fz(p) est 'image de la fonction
t

| 50 falt =),

0
autrement dit .
(39) R@Fp) = [ [0 f - 1)

0

Démonstration. Trouvons I'image de la fonction

| inte =i

en partant de la définition de I'image
oo

L {/tfl(T)fg(t — T)dT} - /e—pt V Fu() falt — T)dT] dt.

L’intégrale du second membre est une intégrale double, étendue au domaine limité par les droites
T =0, 7 =t (fig. 398). Changeons l'ordre d’intégration dans cette intégrale, nous obtenons alors :

7)

Fig. 398

L {7f1(7')f2(t - T)dT} = 7 [fl(T) 7e_ptf2(t — T)dt] dr.

0 T
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Effectuant le changement de variable ¢ — 7 = 2z dans l'intégrale intérieure, nous obtenons :

/e_ptfg(t —T)dt = /e_p(zJ“T)fg(z)dz =e PT / e P fa(z)dz = e P2 Fy(p).
T 0 0

Par conséquent,

L {70f1(7)f2(t - T)dT} = 7f1<7)6_pTF2(P)dT

= Fy(p) / e fi(r)dr = F>(p) Fi (p).

Ainsi,

| 5@k =)dr = AE)RE).

C’est la formule 15 du tableau 1.

t
Remarque 1. L’expression / f1(7) fa(t — 7)dT est appelée convolution (ou produit de composition)

0
des deux fonctions fi(t) et fa(t). L’opération du calcul correspondant est appelée transformation
de convolution de deux fonctions et on a alors

t

f WOt =77 = [ it = 1) fo(r)dr

0

La validité de cette derniere égalité peut étre établie en effectuant le changement de variable t—7 = z
dans l'intégrale du second membre.

Exemple. Trouver la solution de I’équation

d*x
) +x = f(t),

vérifiant les conditions initiales : xy = x{, = 0 pour ¢t = 0.

Solution. Ecrivons 1'équation auxiliaire (34”)

Z(p)(p® + 1) = F(p),

ou F(p) est I'image de la fonction f(t). Par conséquent, z(p) = F(p) mais — sin t

et F(p) = [f(t).

p2+1 p2+1

Appliquant le théoreme de convolution (39) et désignant = F5(p), F(p) = Fi(p), nous obte-

P+l
nons
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(40) () = / F(r)sin (t — 7)dr.

Remarque 2. A l'aide du théoréme de convolution on peut trouver aisément I'image de I'intégrale
d’une fonction donnée si 'on connait I'image de cette fonction; autrement dit, si Fi(p) — f(t),

alors

t
1 .
(41) “Fp) = [ S
p 0
En effet, si nous introduisons les notations

filt) = f(t),  folt) =1, alors Fi(p) = F(p),

Portant ces fonctions dans la formule (39) nous obtenons la formule (41).
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