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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 20-01

(Théorie des nombres) .
1le ammée, 1969/70, n°® 20, 20 p. 25 mai 1970

VALUATIONS DES ANNEAUX ET DES CORPS NON COMMUTATIFS

par Marc KRASNER

En faisant, d'abord & la Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand et, & partir de
1965, & celle de Paris, mes cours de la théorie des valuations, je me suis apergu
graduellement que toute la théorie des anneaux et des corps valués & 1l'aide des
groupes totalement ordonnés reste valable, sans hypothése de leur commutativité et,

pour une grande part, sans supposer la commutativité du groupe des valeurs.

1. Quelques définitions et rappels.

On va employer le signe © au sens d'inclusion stricte, et le complément d'un
ensemble A dans un ensemble B (qui n'est pas supposé 8tre son sur-ensemble)

sera noté B..A .
Un espace métrique E , dont d(x , y) soit 1a distance, est dit un espace ultra-
métrique, si d(x , y) satisfait & 1'axiome supplémentaire
d(x , z) <max{d(x, y) , dy , 2)] .
Un ensemble E , muni d'une application d : ExE -=>» A, ou A est un ensem—

ble totalement ordonné quelconque ayant le plus petit &lément noté O (zéro), est

dit un espace hyperultramétrique, si 1'application d (dite toujours sa distance)

satisfait aux axiomes :

1° d(x, y) =0 si, et seulement si, x=7y ;
2o dalx, y) =dly , %) ;
3° dlx, z) <nmaxld(x, y), aly , 2)].

Il

N

Les espaces hyperultramétriques ont des propriétés semblables, la plupart du
temps, & celles des espaces ultramétriques (tout point d'un cercle est son centre,
si deux cercles ne sont pas disjoints, un contient 1'autre, etc.). On peut les com—
pléter par la méthode générale de complétion des espaces uniformes, mais on peut le
faire aussi par des méthodes plus proches de celles de la théorie des espaces ultra-
métriques : chafnes de Cauchy, chafnes de cercles emboftés 2 rayons non bornés infé-

rieurement, etc.

On appelle groupe valué (resp. hypervalué), un groupe g (dont xy soit la loi

de composition, et e 1'élément neutre) muni d'une distance ultramétrique (resp.

hyperultramétrique) d(x , y) préservée par les translations (& gauche et & droite)
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de g :

d(ax , ay) = d(xa , ya) = d(x, y) .
La fonction |x| = d(x , e) est dite la valuation (resp. 1'hypervaluation) de g ,
et on a

-1

a(x,y) =1 yl = Iyt 2l =l = Iyt

Cette fonction satisfait aux axiomes 3
10 |X|=O <==> X =€ ;
20 |57t = =l ;
3 |wy| gmax(lx] , ly]) ;
40 lcxc-ll = |x| .
Vice~versa, si'on a une telle fonction satisfaisant & ces axiomes, g , muni de

alz , y) = |zt y| , est un groupe valué ou hypervalué.

Si g est un groupe abélien écrit additivement, 1'axiome 4° est trivialement sa-
tisfait, et les axiomes 1°-3° prennent la forme :

1° x| =0 <«=> x=0;

20 |- x| = |x| ;

3 Jx+y| gnax(x|, ly]) .

by

Un objet o est dit opérateur a gauche (resp. 4 droite) d'un groupe valué ou

hypervalué g (dont soit la valuation ou l'hypervaluation), si (en plus de

structure de groupe valué ou hypervalué de g ) est donnée une multiplication ax
4 gauche (resp. =xo & droite) des x e g par o , qui est un opérateur 3 gauche
(resp. 4 droite) du groupe abstrait g [autrement dit, on a afxy) = (ax) (oy)
(resp. (xy)e = (xar) (yor) )], et en plus laxl (resp. Ixal ) ne dépend que de lxl

et en est une fonction croissante au sens large.

S3i 1'ensemble des valeurs A de 1'hypervaluation Ixf [ou de la distance
i(x , y) Jde g estun presque~-groupe totalement ordonné T u {0} , clest~a-dire
la réunion d'un groupe totalement ordonné (et pas forcément commutatif) T et d'un
élément bilatéralement absorbant et minimum 0O [je rappelle qu'un groupe I' est

dit totalement ordonné, s'il est muni d'un ordre total o < B tel que

@ <B => yo<yB et ay <8y ;

on notera 1 1'élément neutre de T ], un opérateur o & gauche (resp. 3 droite)
du groupe hypervalué g est dit spécial, s'il existe un élément Ha” de T, dit

norme de o , tel que, pour tout xe€ g, on ait

Joex| = Yol [x| (resp. |xe| = |x[ llofl ) .
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Deux espaces hyperultramétriques
(E, d: BExB -» A) et (B, a': B! x B' -» A')

sont dits isomorphes, s'il existe deux bijections

f: E->E!

v : AE) -»a'(EY)
( a(®) , A'(B!) sont les ensembles des valeurs prises par d sur E x B (resp.
par 4' sur E' x B! )) telles que :

10 ar(f.x ’ f.y) = @.d(x ’ y) 3

2° @ est strictement croissante

3° Le minimum O de A est un point limite de A(B) par rapport & la topologie
d'ordre de A , si, et seulement si, celui O' de A' en est un de A'(E') par

rapport & celle de A?! .

Deux hyperultramétriques alx , y) et a'(x , y) d'un m8me ensemble E sont

dites équivalentes, si (B, d) et (E, d') sont isomorphes.

En particulier, si A est un presque-groupe totalement ordonné T u {0} , et si
v € T' , les hyperultramétriques vd(x , y) et d(x , y)y , dites les translatées a

gauche et & droite de 1'hyperultramétrique d(x , y) de E par vy , sont équiva-

lentes & cette hyperultramétrique. D'autre part, si ® est un opérateur (3 gauche
ou & droite) du groupe ordonné I [autrement dit, un automorphisme du groupe abs-
trait T tel que o <1 dmplique wy <1 1, d(x ’ y) - d'(x ’ y) = w.d(x ’ y)

est encore une équivalence d'hypervaluations, appelée une potentiation.

2. Anneaux valués et hypervalués.

Soit A un anneau. Faisons correspondre & tout a € A deux opérateurs ag et

23 respectivement & gauche et & droite, dits multiplicateurs & gauche et a droite

par a , tels que, pour tout x € A, on ait

By eX = ax , X8y = Xa .

Soit une hypervaluation du groupe additif de A 3 1'aide d'un presque—

groupe totalement ordonné A =T u {0} . Cette hypervaluation sera dite une hyper—

valuation de l'anneau A , si, pour tout a € A , les opérateurs ag (& gauche) et

24 (& droite) du groupe additif de A sont des opérateurs spéciaux (de méme cbté)

de ce groupe hypervalué par ..l Autrement dit, |.. t A -> ' u {0} est une

telle hypervaluation, si elle satisfait aux axiomes 3
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10 |x| =0 <=> x=0;

2° |- Xl =

x| 3

3 |z +y| gmax(]x] , |y]) ;s

4° 11 existe, pour tout a € A , deux constantes Uag” et HadH e " v {0},

g fvl = Ixl vyl -

telles que ‘xy{ =

Un anneaun A , muni d'une telle hypervaluation, sera dit un anneau hyperultreamé-

trique (éventuellement, si T est un groupe multiplicatif des nombres réels posi-

tifs, il sera dit ultramétrique). On démontre :

8i A est hyperultramétrique, ou bien il est sans diviseurs de zéro, ou bien il

est autoannulant (A2 = O) .

on e {(m) = lx iyl et NGyl = ll=gll ilvgl -
S'il existe un a € A tel que ”ag” = }a] ou ”adH = lal , on a, pour tout
xed, [xfl =[x =]z .
| g d

Une telle hypervaluation de A , dont 1'existence exclue 1'hypothése 2% = o,
sera dite une hypervaluation réduite de A , et un anneau hyperultramétrique sera
dit hypervalué (l) (valué, dans le cas ultramétrique), si son hypervaluation est

réduite, autrement dit s'il satisfait aux axiomes :

(1) |x] =0 <=> x=0;
(11)  |x + y| gmex(|x] , |y]) ;
(111)  Jxy| = Ix| |yl .

(En effet, 1l'axiome 1- xl = |xI est superflue, car elle résulte de (III).) Si le
groupe ' est commutatif, A (qui peut 8tre non commutatif) est dit commutative-
ment hypervalué. Si A est un corps (pas forcément commutatif), il sera dit corps

hypervalué (commutativement, si T est commutatif).

Si A% #0, il existe les translatées \ 3 gauche ot |..|N & droite

(x e'F) de I..I » qui sont des hypervaluations réduites ; autrement dit, les an~

neaux hyperultramétriques, qui ne sont pas autoannulants, coincident, & 1'équiva-

lence d'hypervaluation prés, avec les anneaux hypervalués.

Un corps K est dit un corps—quotient d'un anneau (pas forcément commutatif)

A<X, si tout o € K peut se mettre, & la fois, sous chacune des deux formes

-1 1

o = ab ( A-représentation & gauche) et « =b' = a' ( A-représentation 3 droi-

te), ou a,b#0, a', b'#0 , appartiennent 2 A .

(1) Ou valué au sens de Krull.
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On montre facilement que, si un anneau hypervalué A possede un corps—quotient

K , son hypervaluation se prolonge, et d'une seule manidre, en une hypervaluation

de K .

Le cercle
i(a) =c(0, 1) =faer; |al g1},

de centre O et de rayon 1 dans A , est un anneau, appelé anneau d'intégrité de

A . Tout cercle de centre O dans A est, évidemment, un i(A)-module bilatere
(et, en particulier, un idéal bilatdre de i(A) , s'il y est contenu). Le cercle

non circonférencié
feehds lal <1}

It

p(4) = c(o, 17)

est un idéal bilatdre premier de i(4) , et A = i(4)/p(A) est un anneau sans di-

viseurs de zéro, dit anneau résiduel de A .

A
Le complété A d'un anneau hypervalué A est encore un anneau hypervalué, si

1'on prolonge par continuité uniforme a A 1'addition et la multiplication de 4 .

A & A S, A
L'ensemble des valeurs A(4) = A%(A) u {0} (oh A#(A) = A(A) n T ) que prennent
sur K son hypervaluation et 1'amneau résiduel R e % , sont les mémes (avec
1'identification évidente pour les éléments des anneaux résiduels) que les objets

correspondants de A .

3. Anneaux proprement valués et hypervalués. Anneaux d'hypervaluation (et de valua-

tion).

Un anneau hypervalué (et, en particulier, valué) l'est dit proprement, si, en

plus des axiomes (I)-(III), il vérifie 1'axiome :

(Iv) Si a, be s sont tels que Ia]‘g lbi , 11 existe c , c' € & tels que

a=Dbhe=c'b.

[Vieiblement, on 2 ¢ , ¢! € i(4) . On peut formuler cet axiome en disant que, si

la] < |b] , b divise a & gauche et & droite. ]

Si L est proprement hypervalué, il est unitaire, et les cercles de centre O

sont les seuls i(h)-sous-modules & gauche et les seuls i(4)-sous-modules & droite

de A . Linsi, tout i(4)-module (et en perticulier, tout idéal de i ) & gauche ou

4 droite est bilatdre, et p(4) = C(0, 1) est un idéal maximal de i(4) , d'od

il résulte que A = i(A)/p(A) est un corps.

Si FA est le groupe engendré par A*(A) , A*(A) est la classe inférieure

d'une coupure de FI (ordonné par 1'ordre induit par celui de T ). (Puisque

|1| =1 € A%(A) , cette coupure est telle que 1 appartient a sa classe inférieure.)
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Un anneau proprement hypervalué A admet un corps—quotient K , et on a

A ¥ (®) = ry et A={oek; |olen(a)y.

PROPOSITION 1. - L'hypervaluation d'un anneau hypervalué A est complétement dé-

terminde, & 1'équivalence pres, par sa structure d'anneau et par la donnée de son

sous—anneau i(4) .
On peut la définir & partir du couple (o, i(4)) par le méme procédé que dans
le cas commutatif.
A(A) est l'ensemble {ai(A) = i(A)a ; 2 € A} muni de la composition
(2i(4))(pi(a)) = ai(a) vi(4) = abi(4)

[dont 0i(A) = fO} est un élément bilatéraiement absorbant], qu'y induit la multi-

plication de A , et d'un ordre

ai(h) < bi(h) <=>,.. ai(4) < pi(h) .
On prouve que A*(A) = A(A)..0i(A) est un semi~groupe (ctest—a~dire un demi=-groupe
bilatéralement simplifiable) admettant un groupe des fractions FA , auquel on peut

prolonger 1'ordre de A(A) de manidre qu'il devienne un groupe totalement ordonné.

On pose |a| = ai(A) .

THEOREME 1. - Un couple d'anneaux unitaires et sans diviseurs de zéro, U&, ig;A),

est tel qu'il existe une hypervaluation de A dont i soit 1'anneau d'intégrité

si, et seulement si :

1° Pour tout ae A, ai = ia

2° La famille A = {ai ;3 a e A} est totalement ordonnée par la relation 4'in-

clusion.

by

Cette hypervaluation (dont 1'unicité résulte de la proposition 1) est & valeurs

compmutatives, si, et seulement si, on a, en plus :

3° Pour tous a, b €A, on a abi = bai .

On peut donner & ces conditions d'autres formulations. Rappelons qu'un sous—
ensemble B d!'un anneau A est dit invariant (par rapport & sa multiplication),
si 1'on a, pour tout a €A, aB=Ba.[Si A est plongeable dans un corps K ,
et si A* = A..{0} , 1a condition de 1'invariance peut s'écrire aussi : (v a e Eﬁ
[aBa—l = B] ., Si, en plus, K est un corps-quotient de A , un B & A invariant
dans £ 1'est aussi dans K .| On peut donc formuler le 1° sous ia forme suivante:
i est invariant dans A4 . On peut aussi formuler 1°, 2°, 3° en termes de divisibi-

1ité. On dira que a i-divise b (a, b e A) 2 gauche (resp. & droite) (notation:
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a I; b (resp. a ]; b)), si b= ac (resp. b = ca ), ou cei . On dira que

a, b sont i-associés & gauche (resp. & droite), si chacun d'eux i-divise 1'au-

tre & gauche (resp. 3 droite) (notation : a :g b (resp. a 31 b )). [si A est

. . Ve e . . o N . 7o 2
sans diviseurs de zéro, a < b signifie que a=ub , ou u € i en est un ele-
. . . - ’ . « - Y
ment inversible, et corélativement pour - .] On écrira a ‘i b sil'on a ala
L -_ . . o . Ll
fois a li b et a 'i b, et on écrira a = b =i l'on a & la fois a < b et

a ji b . Alors, on peut formuler 1°, 2¢, 3° comme suit

° < e oy .
1 alib <> alib,
2° Pour tous a, be A, ona a ii b ou b Ii a s

(o] =
3° ab = ba .

Un anneau A est dit un anneau d'hypervaluation (resp. de valuation), s'il exis=

te une hypervaluation (en particulier, une valuation) de A , telle que i(A) = 4.
Autrement dit, pour que A soit un anneau d'hypervaluation, il faut et il suffit
que le couple (& , A) satisfasse aux conditions 1°, 2°, du théoréme précédent.,

On dira que A est un anneau d'hypervaluation commutative (3 distinguer de 1'an-

neau commutatif d'hypervaluation, notion plus particuliére), si 1'unique hyperva~-

luation de A , telle que i(A) = & , est & valeurs commutatives (mais on ne sup-
pose pas que A lui-méme 1'est), ce qui a lieu si, et seulement si, (L, 4) sao-

tisfait 4 la condition 3°.

THEOREME 2. - Un anneau proprement hypervalué A est un anneau d'hypervaluation,

si, et seulement si, il est invariant par rapport & sa multiplication. Si A est

commutativement hypervalué, il est toujours un anneau d'hypervaluation commutative.

En particulier, si & est proprement valué, il est un anneau de valuation, qui

coincide avec la valuation initiale de A, si A n'est pas un corps, et est tri-

viale si A 1'est.

Comme tout anneau proprement hypervalué posséde un corps-quotient, la caractéri-
sation de tels anneaux parmi les sous—amneaux d'un corps arbitraire K constitue

déja la caractérisation compléte des anneaux de cette sorte.

7 N
THEOREME 3. - Soient K un corps (pas forcément commutatif), K* son groupe
multiplicatif, et

¢ ={c(a, b) = aba ! vt s (a, Db) e K x K9

1'ensemble des commutateurs de K . Un anneau i & K est un anneau d'hypervalua~

tion, si, et seulement si :

1© i est invariant dans X ;

%* . .
20 Pour tout ve X , ona oeil ou o €1i .
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by

i est un anneau d'hypervaluation commutative, si,et seulement s'il satisfait a

1la condition 2° et & la condition :

1t i20C.

i est un ammeau de valuation, si, et seulement s'il est un anneau d'hypervalua-

tion tel qu'il n'existe aucun anneau A tel que i A CK [donc i=X, auquel

cas il s'agit d'ammeau de valuation triviale, ou i est un sous—anneau maximal de

g .

Un anneau A € K est proprement hypervaluable, si, et seulement s'il existe un

sous—anneau i de A , qui est un anneau d'hypervaluation.

Conséguence ¢ 5i i €K est un anneau d'hypervaluation, tout sur-anneau de i
dans K est hypervaluable, et est un anneau d'hypervaluation, si, et seulement
s8'il est invariant. 3i i est un anneau d'hypervaluation commutative, tout sur-

anneau dans K 1'est aussi.

A_l désignant 1'ensemble des inverses a-1 des a€e A, et A étant un sur-

anneau d'un anneau d'hypervaluation i <X , dans K , (K,.A)"'I est un idéal pre-

mier Py de i, qui est invariant dans K si, et seulement si, A 1'est. Vice-

. a1z . . -1 .
versa, si p est un idéal premier de i, A =K..p est un sur—anneau de 1

dans K , qui est invariant dans K si, et seulement si, p 1l'est. On a Py =P

P
et AP =4A, et p --->-AP est une bijection de 1'ensemble des idéaux premiers de
A

i sur celui des sur—anneaux de i , qui applique celui des idéaux invariants sur

celui des anneaux d'hypervaluation < K contenant 1 .

Visiblement, p < p! (ot P, p' sont deux idéaux premiers de i ) implique

AP = Ap' y et vice-versa. p est un idéal de A (et pas seulement de i ), qui

est son idéal maximal (donc tous les éléments de AP..p sont inversibles dans p ).

8i p est invarient, A est le "localisé" de i par p , autrement dit 1'ensem-
ble de tous les « € K qui sont de la forme ab“1 you a, bei et b £ P [cet
ensemble, & cause de l'invariance de p , coincide avec celui des o € K, qui sont

de 1a forme b'" ! a! , o0 a' , b'ei et b'¢ p

Le complété d'un anneau proprement hypervalué est aussi hypervalué proprement.

4. Groupes totalement ordonnés. Corps hypervalués.

Soit T wun groupe totalement ordonné, gqu'on ne suppose pas commutatif., On défi-
nira sur T la relation suivante » de préordre (1arge) : o > B, s'il existe
. n m . ‘s
des entiers n , m tels qu¢ o < B <o . La relation d'équivalence v de ce

préordre sera appelée la comparabilité, et on dira que o est comparable avec B
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si onpB . Ceci a donc lieu si, 4 la fois, il existe m , n € Z tels que
! !

m n
am.s B & o et m! , n' € 2 tels que 8 <o <P . Onmontre que chaque classe

de comparabilité C est la réunion de deux intervalles C< et C> de T' au sens

de son ordre < , qui sont les intersections de C avec
To={yerl; yg1} et r,={yel; v=>1} .

C> est 1l'intervalle symétrique C;l de C< . C< et C> sont disjoints, sauf si
C = {1} est 1la classe de comparabilité de 1'élément neutre 1 de T , auquel cas
on a {1}< = {1}, = {1} . Le préordre > induit un ordre sur 1'ensemble I/n des
classes de comparabilité dans I , qu'on notera encore > s'il s'agit d'ordre lar—
ge, et > s'il s'agit d'ordre strict. Il en induit un, également, dans F</m et
F>Au , qui sera noté de la méme manidre sur F>ﬁu , cet ordre coincide avec celui

induit par >, tandis que sur F<ﬁv il lui est opposé.

L'ensemble Fﬁu..{l} , ordonné par l'ordre > , sera dit la charpente de compara-

bilité de T , et le type ordinal de cet ensemble ordonné sera dit le rang de I

(®
On peut définir sur I' un préordre >1nv , moins fin (au sens large) que > , en

posant

o >inv B E=Dage 1l existe des entiers m , n et des éléments v , § de T
-1 n ~1

tels que o v B o 8

/A

La relation d'équivalence Ny de ce préordre, qui est, visiblement, moins fine

(au sens large) que nN , s'appelle la comparabilité invariante (ou nonmale), et

o 4 B seront dits normalement comparables si o n. B « Une classe de comparabi-

inv
1ité normale est une réunion de classes de comparabilité, qui forment un intervalle

de la charpentec de comparabilité. Il peut y avoir deux cas : ou bien une classe de
comparabilité C est déja une classe de comparabilité invariante, ce qui a lieu
si, et seulement si, C est un sous-ensemble invariant de T ; ou bien 1l'inter—
valle de T/n » que constituent les classes de comparabilité contenues dans une
classe de comparabilité invariante, n'a ni premier, ni dernier élément, ce qui im-
plique, en particulier, que cet intervalle est infini. Ainsi, si le rang r(I') de
I' est fini, toute classe de comparabilité dans T est invariante, et >3n ’ N

v nv

coincident avec > , N .

' rd ' - . ’ s
L'ensemble rﬁ”inv , ordonné par l'ordre induit par >inv (on le désigne par

(2) D'autres notions de rang ont été employées dans la théorie des valuations

g P ) ’
rar exemple le type ordinal de 1! cneextle des Sous—groupes isolés (voir plus
loin) ; mais elles sont moins adéquates et peuvent en 8tre dérivées.
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>, ou =
inv inv

pente de comparabilité invariante de T' , et le type ordinal de cet ensemble sera

, selon qu'il s'agit d'ordre strict ou 1arge), sera appelé la char—

dit le rang invariant de T , et sera noté ri(F) .

Un automorphisme intérieur w(y) : £ ~>-y§y_1 est une bijection de I , préser-
vant son ordre > et sa comparabilité n . Il permute les classes de comparabilité
de T' contenues dans une m8me classe de comparabilité invariante, en conservant
leur ordre > . Si C_ est la classe de comparabilité de vy , w(y) préserve tou-
te classe de comparabilité C e T'/v telle que C » CY « 31 C' est une classe de
comparabilité invariante, et si C est une classe de comparabilité < C! arbitrai-
re, l'ensemble des classes de comparabilité contenues dans C!' est le plus petit

intervalle de T/ contenant tous les conjuguds yCy—l (yerT) de C.

Un sous—-groupe T de T est dit igglé, si o€ T et o»B impliquent B € T.
Un sous—-ensemble de I en est un groupe isolé, si, et seulement s'il est la réu-
nion des classes de comparabilité formant un intervalle commengant de la charpente
I/ . I1 est une réunion de classes de comparabilité invariante (qui forment alors
un intervalle commencant de F/mﬁnv ), si, et seulement s'il est un sous-groupe in-
variant de T' . Si v ¢ ' , les classes 2 droite vI' et & gauche Ty de v
(mod T) sont des intervalles de I , dont tous les &léments sont comparables. Ain-
si, 1'ordre > de T en induit un sur les partitions I'/T , I'v[[ de T en classe

3 droite (resp. & gauche) (mod T) . En plus, ces partitions, iimitées & T..T ,

sont plus fines (au sens large) que T..[/nv (et, a fortiori, r"f/nhnv ), et les
classes (& droite, resp. & gauche) mod ' contenues dans C< ou C> , ou C est

une classe de comparabilité, ou de comparabilité invariante disjointe avec T ,
forment un intervalle de TI'/T (resp. Twl ). En particulier, si T est invariant,
ces intervalles constituent précisément les classes de comparabilité ou de compara-
bilité invariante du groupe I/T , qui est totalement ordonné par 1'ordre induit
par > . On voit que les charpentes de comparabilité et de comparabilité invariante
de F/f' sont semblables aux parties des charpentes correspondantes de T' formées
par les classes ( mod n » TESp. N ) non contenues dans f-, ces parties étant
précédées par la classe {T'} de 1'éléuent neutre I de I/T . Il en résulte que,

si T est un sous-groupe isolé invariant de T ,

r(r) = =(T) + »(r/T) et ri(F) = ri(f) + ri(E/f7 .

Soit C une classe de comparabilité. Les réunions
r¢) = u X
Xel/nv
XX

des classes de comparabilité X < C , et
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r(c)= u

XeT/n

C>X
de telles classes X < C , sont des sous—groupes isolés de T . Ces deux groupes
sont, ou ne sont pas, invariants en méme temps, et ils le sont si, et seulement si,

C est invariant. Toutefois, T (C) est toujours invariant dans T(C) , et le rang

de F(C)/F-(C) est 1.

I1 est facile de donner des exemples de groupes totalement ordonnés TI' dont cer—
tains sous-groupes isolds T ne sont pas invariants. Par contre, il résulte d'un
théoréme de Mal'cev (3) que tout groupe totalement ordonné est un RN-groupe au
sens de Kouroch-Tchernikov. Ainsi, s'il est simple, son rang est 1 , donc il est
isomorphe & un sous-groupe du groupe additif des nombres réels, et, par suite, est

abdlien.

soit l'hypervaluation) tel que

Soit K un corps hypervalué (dont

AK) =T u {0}, soit T un sous-groupe isolé de I , et soient

(Fuoﬂ< = F<o .F ’ (1—‘0 -r)> = F>. -F .

Aloxs
P = p(f) = {O[ e K H IO{} S (Fu-f)< U {O}}

est un idéal premier de i , et
AF) = faek; laf ¢ (r.F))

est 1'anneau hypervalué correspondant & Ap . Inversement, si p est un idéal pre-
mier, et si T =T(p) =flal s adpuprl}l, ona p=p(T) . Ainsi, les idéaux

premiers et les sur-anneaux de i(K) dans K forment un ensemble en bijection ca-

nonique avec celui des sous—groupes isolds de TI' . Si T , T' sont deux sous—
groupes isolés de T, rem implique AT) c A(TY) [et p(f) o) p(f“) 1 A(T)

[et (f) ] est invariant dans K , autrement dit est un anneau d'hypervaluation
P b ’

si, et seulement si, T 1'est dans T . Ainsi, les annesux d'hypervaluation A €K

contenant i(K) forment un ensemble en bijection canonique avec celui des sous-

groupes isolés invariants de T .

Soit T wun sous-groupe isolé invariant de T y et soit .o 1'hypervaluation
de X dont l'amneau d'hypervaluation est A(T) . On démontre que le groupe de
cette hypervaluation (& 1'équivalence pres) est I'/T , ordonné comme plus haut, et

= —\T
on obtient cette hypervaluation en posant ]alr = |alF . D'autre part, si (K)*

(3) IAL'CEV (A, I.). = Sur les groupes ordomnés [en russe], Izvest. Akad. Nauk
SSSR, Serija mat., t. 13, 1949, p. 473-432.
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, dont le zéro est

est le corps résiduel A(F)/p(r) de K par rapport a
6T p(F) , on obtient une hypervaluation de ce corps telle que A((k)r) =T v {0},

qui sera notée .o

T o en posgant

T — ~
IO lf'= IP(F)IT =0 ,
o+ pDlr=lal, s af o .
[En effet, a + p(T) est un cercle de X hypervalué par e, et si aé o(T) ,
ona Of¢a+ p(f) ;s par suite, pour tout b e a+ p(f) y ON & ]b] = ial , ce qui
assure la cohérence de la définition. ]
On dira que 1'hypervaluvation _l.. de K se décompose en produit |..|— X I..Ir

de la valuation l..lf- de (_K)l et de la valuation (moins finie) l.. I' qe k.

On dira qu'une hypervaluation ' d'un certain corps X' est une composante de

esf 5 si 1l'on peut y arriver a partir de I.. par décompositions successives

de s composantes déja obtenues [d'ailleurs, on peut donner & ce mot "successives"
D J s P ’

soit un sens strictement fini, soit des sens infinitistes (ou "ordinalistes") va-

..icz ( ..IF(C))F—(C) de

(K)F(C) s qui a, comme groupe d'hypervaluation, le groupe FC =1(C)/T(C) de rang

riés]. Si C e I'/v est invariant, 1'hypervaluation

by

a une valuation), est dite la composante atomique de

..| s qui

correspond a la classe de comparabilité C . La m@me méthode permet de définir,

1 (donc équivaut

pour toute classe de comparabilité invariante C!' € rﬁ“inv , une composante "norma-
Cl
‘ de l..

prétation suffisamment infinitiste de la locution "par décompositions successives",
l C

lement atomique I.. . Mais, d'autre part, si 1'on adopte une inter-

on peut définir, gréce au théordme cité de Mal'cev, la composante atomique !.
de I..I pour toute classe de comparabilité C e Fﬁv  Le rang de cette hyperva—-
luation est 1 , et on peut lui faire correspondre, comme invariant, le sous-groupe
r(C) au groupe additif des nombres rdels, ce groupe R(C) étant, toutefois, Aéfi-
ni & un multiplicateur réel prés. Je laisse de cb6té d'autres invariants qu'on peut

attacher & tout Ce I’/ (corps résiduels, caractéristiques, squelettes, etc.).

On voit que K est un corps valué (& équivalence d'hypervaluations pres), si, et

seulement si, r(I') = 0 [auquel cas la valuation de K est triviale] ou =(I') =

5. Extensions hypervaluées. Existence du prolongement des hypervaluations.
MW\MMM\NM\MWIV\WMWMWW

k , K étant deux corps hypervalués (dont sucun n'est supposé commutatif), et

el 5 ]

tension hypervaluée de k , ou que le couple (K, k) [qu'on écrit K/k ] est une

...‘l étant leurs hypervaluations respectives, on dit que K est une ex-

extension hypervaluée, si k € K [donc K/k est une extension de corps |, et
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!

‘te e

est la restriction & k de 1'hypervaluation de K . Si 1l'on sait déja que

k €K , on exprime le méme fait en disant que Il...!| prolonge |..| damns X .

), Py k , I'(x) , 1'anneau de valuation, 1'idéal maximal, le
, et A(l..) , 3,&, r®),

i . 51 k€KX, la condition nécessaire et suf-

Soient A(

corps résiduel, et le groupe d'hypervaluation de i..

les objets correspondants pour ..

fisante pour que !|...l| prolonge |..| peut se mettre sous une des formes équiva~
lentes :
A(l..D) nx = a(]..]) BPnk=p; BnAll..])=p ,
pA(ll..D) na(]..]) =p .
Si !..H prolonge |., , T(k) est un sous—groupe de F(K) , et k s'identi-

fie avec un sous—-corps de K ar application canonique
19 q

%

On appelle K/k , 1'extension résiduelle de K/k . Elle est, en général, noun

a+p —> 5k+’p=a+‘p=5K .

commutative, donc il y a lieu de distinguer les degrés résiduels fg = [K:k]@ 2

=3
gauche et fd = [K:k]d 3 droite de K/k . Par contre, on peut parler dlordre de
ramification de K/k tout court, qui est l'indice e = (F(K):T(k)) de T(K) par
rapport & T'(k) . On a fg egn, = [K:k]g et f,egny = [K:k]d . Donc, si le

degré droit ou gauche de K/k est fini, son ordre de remification et son degré ré-

siduel du méme cbHté le sont aussi.

Appelons une extension (non commutative) K/k algébrique (& gauche ou & droite),
si, pour tout a € K, k(a)/k est ce degré fini du mdme c8té. On voit que, si
K/k 1'est, tout v € I'(K) est d'ordre fini par rapport & (k) [ce qui implique
r(r)) = v(r(x)) et ri(I‘(K)) = ri(r(}:)) ], et K/k est algébrique du méme c8té.

En particulier, si K/k est algébrique de quelque c8té, et l...l est une valua~-

est de rang < 1, doac,

tion, toute hypervaluation de K prolongeant
4 1'équivalence d'hypervaluation prés, une valuation. Et deux valuations équivalen-

de k coincident.

tes de K prolongeant une méme valuation

{...H une hypervaluation de XK , et A un sous-

K/k étant une extension,

..H) , on appelle le centre de L...H sur

anneau unitaire de k tel que A = A(!

A, l'intersection A n P de A avec 1'iddal maximal P de ||..|| . Désignons par

C(K) 1'ensemble des commutateurs du groupe multiplicatif K* de K . Alors, on a:

THEOREME 4. - Soient ¢ un idéal unilatére d'un anneau unitaire A de k , et

eof] de

K un sur-corps de k . Alors, il existe une hypervaluation commutative I
K , telle que A(]
ment si, QA[C(K) ] n & # 4.

..) 24, et que son centre sur A contiemne ¢ si, et seule-
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I3dée de démonstration. — La nécessité de la condition est évidente, car autrement

on aurait eu 1 € A& qA[C(K)] <P, ce qui est absurde. Si elle est satisfaite, il
suffit de prouver le théortme pour 1'anneem A[C(K)] et son idéal qA[C(K)], qui
est bilatére (comme, d'ailleurs, tous les idéaux de A[C(K)] = C(K) ). On peut done
supposer que A o C(K) et que tous ses idéaux (y compris q ) sont, par suite, bi-
latéres. On démontre, ensuite, par application du lemme de Zorn, qu'il existe un
élément maximal (donc premier) p de A contenant ¢ , et il suffit de prouver le
théoréme pour A et p . Par le lemme de Zorn, on prouve qu'il existe un sur-
anneau maximal A' €K de A tel que pA' nld =p, et le sur-idéal maximal B!
de p dans A' tel que B'n A =p . On démontre que P' est un idéal premier de
A' , et que, puisque A' 2 4 2 C(K) , il existe le "localisé" Ai, de A!' par B'.
Son idéal maximal est $’A§, , et on a %'Aé, nA!' = B! , ce qui implique

Q}'A‘ﬁ, NnA=9P"nA=p,d'dirésulle que A' = A"f}, , et tout él1ément de A' n'appar—

tenant pas & P' est inversible. Puisque A' 2 ¢(X) , tout produit

ou & a a appartiennent & A! i i i sont des entiers
1 ? 2 ’ b 2] b4 l 1 2 b 1 s

naturels, et o € K , peut &tre mis sous la forme

il+i2+u+is
ax ’ ou a € A' .

Supposons que, ni o €K, o #0, ni a—l s n'appartiennent & A' . Alors
pA'fe] nA = pA'[a_lj Nh=4A,etona 1ephfa] et 1e pA'[a_lj . I1 existe

donc des représentations

l=a.+a o+ «00 + & an
0] i n 4

-1 ]
1 = bo + b1 o + oee + bm o .

On applique ensuite la méthode bien connue de Chevalley pour obtenir une contradic-

. . . -1
tion, montrant que, ou bien « € 4! ou bien o e At .
’ que, ’

Cas particuliers :

(I) K=k . - Le théoréme devient :

Si q est un idéal unilatére d'un anneau unitaire A de k , il existe une hy-

..l de k, telle que A(
et seulement si, qA[C(k)]n & #A.

pervaluation commutative ])2 A et paALog si,

..i est une hypervaluation commutative don—~

(1) a=a(]..]), g=p, on

née de k . - Le théoréme devient :



20-15

..| de k soit prolongeable & K2k,

) =p.

Pour qu'une hypervaluation commutative

)e(®) T n A

[Cette condition est trivialement vérifide quand K est commutatif. ] On appelle

il faut et il suffit que pA(

ce cas particulier, le théoréme d'existence pour les prolongements d'hypervaluations.

(I11) K=k , A2 C(k) un sous-anmneau maximal de k , q # (0) un idéal de
A [1'existence de tels iddaux unilatéres résulte de ce que A n'est pas un
..I de K telle

corps |« = Bn vertu du théordme, il existe une hypervaluation

)2 A et nA=2gqg, donec p# {0} . Ainsi,
P q P

..l n'est pas la valua-

que A(
) #k et (puisque A est maximal)

tion triviale, ce qui implique A(
A(

) = A . Ainsi :

Tout anneau maximal de k , qui contient C(k) , est un anneau d'hypervaluation

commutative. Il en résulte qu'un anneau A € k est un anneau de valuation, si, et

seulement si, ou bien A =k (valuation triviale), ou bien A 2 C(k) y et Ack
et

valentes de K , et A, A' leurs anneaux de valuation, on a A £ Al et A! £ A ,

...|* sont deux valuations non équi-

est un anneau maximal de k . Si

ce qui implique que leurs topologies sont différentes.

6. Bspaces vectoriels sur les corps valués complets. Unicité du prolongement des

valuations des corps complets.

Soit k un corps (non nécessairement commutatif) valué complet, et considérons
les espaces vectoriels normés V de quelque cbté (par exemple & gauche) sur k .
Alors, par transposition facile de la démonstration du cas commutatif, on prouve,

pour ce cas plus général, le théoréme suivant :

\
THEOREME 5. = V étant un espace vectoriel (3 gauche ou & droite) de dimension
f
-o!! de V

finie sur un corps valué complet k , toutes les normes possibles

[autrement dit, toutes les valuations I|..!| de son groupe additif telles que

i

HavH = | HVH (resp. llvel] = HVH ol ) (@ex , veV) ]induisent sur V une

méme structure uniforme (donc aussi une méme topologie), et V est un espace ultra-

by

métrique complet par rapport & chacune de ces normes.

Si K/k est une extension (ou aucun des corps k , K n'est supposé commutatif),
ou k est un corps valué complet, et si la dimension gauche ou droite de K/k est
finie, K peut 8tre considéré comme un espace vectoriel de dimension finie du méme

c6té, en prenant comme multiplication externe par les o € k¥ 1la multiplication
de k

a K de la valuation

dans K . Dés lors, tout prolongement ||

est une norme de K , en tant qu'espace vectoriel considéré. I1 résulte, du théord-

me précédent, que deux prolongements de a K sont des valuations équivalen—
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tes, donc égales. Finalement, on vient au :

THEOREME 6 (d'unicité). - Si k est un corps valué complet, et si K/k est une

extension algébrigue de gquelque cdté, il existe au plus un prolongement !..H de

& k . Si un tel prolongement existe, toute sous-extension L/k de K/k ,

qui est de degré fini du c8té considéré, est compléte par rapport & H.J

k étant valué complet, soient K , K' deux extensions algébriques (d'un certain
c6té) valuées de k , et @ : K ->K' un isomorphisme de K dans X' . Alors, ®

. . . . . N ~r /-
est une isométrie. En particulier, les automorphismes de K/k , ou K/k est une

extension valuée unilatéralement algébrique, sont des isométries. Seule 1'absence

d'une théorie des extensions et d'une théorie de Galois suffisamment bonnes empéche

de tirer de ce '"principe d'Ostrovski" le méme parti que dans le cas commutatif.

Soient K/k une extension valude de degré fini n de quelque c8té (par exemple
A

3 gauche), (al » Oy een an) sa base lindaire, et K wun complété de X .
~ A A A
Alors, 1'adhérence k de k dans K en est un complété, et kal + %az + ses + kan
est un corps, & savoir le composé k VK des SOUS-COTpSs ¥ et K de R . Clest en
[y

plus wn k- espace vectoriel de dimension finie (d'un c6té), donc il est complet

A
par rapport & la valuation de R . Par suite, ce corps coincide avec K . On a
A,

K:KVE-

7. Prolongements de valuation dans une extension de degré (unilatéral) fini (tra-

vail de F. MOTHON). Exemple de prolongement des valuations.

A

On connaft la méthode de Hasse pour obtenir, dans le cas commutatif, tous les

prolongements possibles de la valuation l.. d'un corps valué (pas forcément com-
plet) k dans une extension de degré fini K de k . Soit K'!' un sur-corps de K
contenant un corps k' k-isomorphe au complété k de k s et qui soit composé

(x' ¥V K) de ses sous-corps k' et K . ¢ étant un k-isomorphisme de 'ﬁ a k',
transportons par ¢ 1la valuation de k¥ sur k'. ILe degré de 1lfextension K'/k!

' de k!

(qui prolonge celle de k ) se prolonge, et d'une seule maniére, & K' , et ce pro-

est fini [car il ne dépasse pas celui de K/k ], donc 1a valuation

N

longement induit sur K < K' wune valuation, qui prolonge celle de k ,

est un prolongement de valuation I..I de ¥ a K, et si

.|

Vice-versa, si |
Fal

K est le complété de K par rapport a

A
, 1'adhérence k de k par rapport

by

a

y valuée par la valuation que H...L v induit, est un complété de k , et

A A

A AL A
on a K=%kVK.Par suite, le degré [K:k] g [K:k] de /e est fini, et la va-

]

dans K ) est 1'unique prolongement de celle de

luation de K (qui induit

tleae

A
k . Ainsi, tous les prolongements de ..I s'obtiennent de cette manieére & partir

des corps K' , qui sont k-isomorphes & quelque kVEK. Or, tous les corps K!
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A A A
de cette forme sont des images k-homomorphes du produit tensoriel L = kCZMK , con-
k

A A N
sidéré comme une k-algtbre, le noyau étant un idéal maximal de L , deux images &

noyaux différents donnant des prolongements différents de dans K . Comme

A 3 - Ve
L/ﬁ est une algdbre commutative de rang fini (donc anneau artlnlen), on a la dé-
composition primaire unique

L=A @A2@“.®AS .

Si R; est le radical de 4 , et R=R @R, ®... ®R  celui de L, les

idéaux maximaux possibles sont les

R
=
~
=]

A
N=A®...0L4 OR OL L O...0A4 et K, = L/N, = A /R

A
o k et K s'insérent, d'une certaine manidre canonique, dans Ki s qui est leur

composé. On a aussi

L/R'-V-.Al/Rl @AZ/RZ@ @AS/RS =K @K, ® ... 9K .

Ainsi, les prolongements de l .] dans K sont en correspondance biunivoque avec

A
les composantes primaires de L .

I1 est tentant de généraliser cette méthode au cas non commutatif, et cela a
constitué le but (partiellement atteint) de la thése de 3e cycle "Prolongements des
valuations dans le non commutatif" de mon él&ve Frangois MOTHON, qui a été soutenue
en juin 1970. Mais cette tentative rencontre plusieurs difficultés ou complications

qui n'existent pas dans le cas commutatif. Ainsi :

1° Dans le cas non commutatif, il n'est pas, en général, possible, par des métho~
des algébriques, de munir T de structure de ﬁ—algébre, mais seulement de celles,
soit de ﬁ—module & gauche, soit de ﬁ-module 4 droite [toutefois, cette difficulté
n'existe pas si k est contenu dans le centre de K 1.

2° Supposant que, par quelque moyen, f soit muni de structure d'emneau artinien,
il n'admet pas, en général, de décomposition primaire.

3 Si, sous la méme hypothdse, R est le radical de f', ﬁ/R admet bien une
décomposition Kl @)Eé @D veo @)KS en composantes simples, mais, en général, ces
composantes ne sont pas toutes des corps.

4° Si une composante simple Ki de i/R est un corps, elle peut bien &tre consi-

. A
derée canoniquement comme extension finie unilatérale de k , mais la valuation

..l de k peut ne pas y &tre prolongeable.

F. MOTHON a surmonté la premidre difficulté (qui est la seule essentielle), sous
certaines hypothéses de continuité concernant la multiplication des é1léments de k
A

par un élément de K , et est parvenu 2 définir sur L , par un procédé topologique,

A
la structure adéquate d'un sur-anneau de k quand cette condition est vérifide.
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Quant aux 2°, 3°, 4°, ce ne sont que des complications techniques, et, une fois la
difficulté 1° surmontée, F. MOTHON n'a pas eu trop de difficulté & donner la solu~

tion du probléme tenant compte de ces complications.

Supposons donc, par exemple, que n = [K:k]g est fini, et soit (el 9 €0y see ,en)

A A
une base de K considéré comme k-espace vectoriel & gauche. L = kaDK est un
k

N
ﬁ-esPace vectoriel & gauche ayant la méme base, et, puisque k est complet, toutes

de cet espace vectoriel y induisent une méme structure uniforme

.|

ies normes |
U (et une méme topologie T ), et L est complet par rapport & cette structure
uniforme. Considérons sur K © L sa topologie T(K) induite par T . Munissons,
d'autre part, k de la topologie de sa valuation, et considérons, pour tout a € K,
1'application

wa : E = af

de k dans K . Alors, l'hypothése de Mothon est la condition suivante ¢

Pour tout aek, ®, est une application continue de k dans X .

En réalité, cette condition est déja satisfaite pour tout a € X, si elle l'est
pour les éléments © s €5y »es 5, e d'une seule base linéaire gauche quelconque

de K/k .

A
(A ek),

A
Sous son hypothése, MOTHON définit, d'abord, pour tout & = Y Ki e;
i

A A A A A
le produit 8\ de & par A €k , en posant BA = 2 xi(ei \) , et en définissant
i
A
e; A comme limite (au sens de T ) des e, Xn y ot les Kn appartiennent & k ,
A A A . A
et xn -> A . On a donc e; A =2 ai’j(K)ej ; on pose, si b = % He € s
A A
e, w.le. =22 (A
(e; Hy)ey (

ab:Z/)\\.
., 1 1 . .
i i J

e M

oo L(@L))(e, el)
1%, 3050 (e; ey)
A
Ensuite, on effectue le premier produit dans k et le second produit dans K , ce
A
qui donne la définition cherchée du produit. On vérifie aisément que L est arti-

nien.

dans X

A
Une fois L défini, MOTHON montre que tous les prolongements de
proviennent, de la méme maniére que dans le cas commutatif, des corps XK' qui sont

des images homomorphes de L. Ainsi, si
A/ —_— -— —_—
LR:Al@A2®...@AS

Id . 0 A 3 ry
est la décomposition de L/R en composantes simples, les composantes Ai sy qui ne
sont pas les corps, ne donnent aucun prolongement de }..] dans K . Si Iﬁ est
A
un corps, 1l est canoniquement une extension de degré fini & gauche de k , et il

fournit un prolongement de dans K si, et seulement si, la valuation
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de k est prolongeable a Ai . Or, si Ci est l'ensemble des commutateurs du grou-
— A ¢
pe multiplicatif de Ai , et si T =i(k) est 1'anneau d'intégrité de k , et ﬁ

. . [l . . . . AL a A -
1!'idéal maximal de 1 ceci a lieu si, et seulement si C.ini-= . Les A,
’ ’ ’ i P 57

pour lesquels cette condition est satisfaite, fournissent les prolongements

de

a Ki , et en prenant la valuation induite par celle de Ei dans K & Eﬁ y, €t on

A
..1 a K, en prolongeant (de 1a seule manidre possible) la valuation de k

oo a K.

obtient ainsi tous les prolongements de

Exemple : Soit K une k-algdbre normale de division de degré fini. Alors, si

e

est une valuation de k , et si k est le complété de k par rapport a

A

A
, L= k’}@Kﬁ est une ﬁ—algébre simple normale, c'est-3-dire 1'algebre com-
k

pléte des matrices de degré m > 1 sur un corps (commutatif ou pas). St m>1,

n'est pas prolongeable dans K . Si m=1, L estun corps, et un théoreme

A A
d'Artin montre que la valuation de k se prolonge & L . Donc l..l ne se prolon-
)
ge pas &4 K ou s'y prolonge d'une seule maniére, selon que L n'est pas ou est un
corps. Cn peut montrer que i est un corps seulement pour un nombre fini de valua-

] de k.

tions

Montrons~le pour les algdbres cycliques normales de division, en supposant que k
est un corps de nombres algébriques. Ces algébres sont décrites par les symboles
A=[%/x, o, o], oi Z/k est une extension cyclique d'un certain degré m , o

un générateur de son groupe de Galois Gz/k , et o € k . Cette algébre a la forme

2 m-1
A=2+ 20+ Z0o + ¢so + ZO ’
avec les relations
N o
ca=a’ g, ow o=1{a-»>a ;3 ael} |,
m
g = .

Si NZ/k désigne le groupe des normes Nz/k(a) dans Z/k des a € Z non nuls,
A est un corps si, et seulement si, l'ordre de o« par rapport au groupe multipli-

catif N est m .

leeutzéﬁntror que L= QCKT( est un corps, si, et seulement si, le symbole de
Hasse ‘
(@% ,a> ,
ool ])
ol p( .e ) est le centre de o sur 1'anneau des entiers algébriques de k ,

est un générateur de GZ/k . Or, si p( ) ne divise pas le discriminant DZ/k
de Z/k , et n'entre pas, ni au numérateur, ni au dénominateur; de 1'idéal (frac—

tionnaire) principal (a) de k , on a
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(.Z_/}___q) -

ple.])
. . k3 o
Ainsi, seulement pour un nombre fini de places ee] yona (Lt=—2—)#1, et, a
(’Z/k'oz G P(|“l)
fortiori —~4—2— ) engendre W .
Nl T e

(Texte regu en décembre 1970)
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