245. (Cesiro). — La conslante

rel
C,=lim [l log2 )41 (log3) 4. ...t ~ (logn) — &)g.L
r :( :) a(g) n( gn) r+1 '
pour n == oo, a la signification suivante
Si Pon fait, avee Riemann, I(s) = E —:—" on aura
n
n=1
r=w
—1
C(s)_T--&-C-f-Z =07 C(s--l)‘
r=1{
C étant la constante d’Euler. Or, si 'on suppose la partie réelle
de s =1, on aura, en vertu d'un théoréme de Cauchy,

"1 dt
tis) =j et __ "
Iintégrale étant prise, dans le sens direct, le long d'un chemin
indéfini tel que MAM' comprenant & son intérieur les pdles 1, 2,

. . |
3, ..., de la fonction sous le signe somme. L'expression — est
I I

¥

définie par Pexponenticlle e~/ ot log¢ a sa valeur principale.
Au chemin d'intégration MAM' on peut substituer une paralléle
a I'axe des y passant par le pole o == 1, si I'on a soin d’éviter ce
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péle par un demi-cercle de rayon infiniment petit, situé i gauche
e cetle paralléle.
On obtient ainsi |'éqn.1tion

. 1 1
(H (”—:_‘+ T / e”"fl[(_l- l.(-)"ﬁ(l—‘.—l'l)“l’

qui montre que la fonction §(s) est uniforme dans tout le plan
et n'a qu'un point singulier i distance finie, le pole s==1. Iin dé-
veloppant les deux membres de cette équation suivant les puis-
sances de § — 1, on trouve

G 1/"’ dt  \[log(r—e)]" [log(l—i—:z)]l

IS e h—u v+ \

comme réponse & la question que nous traitons.
Puisque {(— 2r) = o0, n ¢tant un entier positif, i! résulte de
Ia formule (1)

—_ 1 1 dt ' ren s ram
. +5+;[m[(:—zz) — (1 i),

T2n 4

équation qui permet de calculer de proche en proche les nombres
de Bernoulli.

Abel a fait connaitre (¥ uvres, . I, p. 38) une formule qui
comprend la nodtre comme cas particulier, mais sa démonstration
est insuffisante. On établira cette formule plus générale an moyen
des mémes principes en faisant sur la nature de la fonction ¢(¢)
des hypothéses indiquées par notre mode de démonstration.

J. Fraxew (Zurich).

En posant
Cl-..—l [(]og|)r (loaa)" +l-t 1 3 '(lo-gl)—‘-' - — glo-—gll——l )r.' l] >
n I n=w
ona {—1)*C? -—f [;—_—_—e—; ! Je—z[n(x) +logs]" ds,

la puissance [T(1) + log=]" étant symboligue et représentant le
développement

nr=2(1)log?s =.. .,

= r(r-—ru)
P (1) e = =) 5 4
() 4 ln (1)log - 1.2

ou I (1) est la valeur, pour =1, de la dérivée d'ordre r de
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la fonction M(w), définie comme l'inverse de I'intégrale eu-
1
T

On aura done, r étant successivement o, 1, 2

lérienne de deuxiéme espéce : I(p) —

1 [
CoZ:C-:l-'—-’;-!-,L =t ;—logu—e-l,,f . l.)e—n];'
0

[—ec~* 1

C, - 1001 . lo*\+log3 _4____+‘_°_i,"_(‘°g"+L):

] pu o et
C,:HO?‘) +U_o,;z_)’+(lo§32f +...+(lo;n)3_(1ogns+r)

_‘f [,_.e_; - ;]e—=[2C1 - T (1)+2Clogs+ log*s] ds.
s L =

Les résultats ci-dessus peuvent étre généralisés; en attendant
la publication d'un petit travail sur ce sujet, je signalerai seule-
ment la formule

et 3 Y

n-r

[togrm Tiy— (loga iy

N>

7+

= [ [ = L eereinn v togerras,
E. Maro.

Je désigne par £(s) la fonction uniforme qui, pour des valeurs
de s dont la partie réelle est =1, est représentée par la série

z —’% A I'égard de cette fonction au péle unique s =1, on éta-

1
blit le développement valable dans tout le plan

b)) — =046 T o = g 2,

ou j'ai remplacé 1+ G, par la constante C d’Euler.
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En supposant positive la partie réelle de s, on peut démontrer
cn outre l‘(-;:.—ﬂilé

)

I'is), C(-‘)—' '—~—I f £t 'rl’xv-—-—l J‘-s’

dont le second membre se développe en série entiére, ce qui
donne
€ — §—1)2
r(s)zc(s)— . _1 SF A R Lyl N ) Lt S
ou

- §

/ (log.r)” c/.z% I f_Tx: ;:f‘(logx)“f( rydz.

Du rapprochement des deux séries ainsi obtenues on conclut,

dr l‘(.s)]
)
s=1

ds”
Jo= G, J,=1'C -—1noC, J,=L'C—2r'C,+r0C,,
Jo=T"C —31'C,+ 31" C,— e C,,

en désignant par T la constante [

Evidemment ces relations permeltent d’exprimer les con-
stantes G, par les intégrales J.. On trouve

i
e ), r o Jo
Ci—=—1 y  C..oT  —Tiw g,
re J, - ] »
[ TY —ari ], l
T o o,
1
. I — o J
(43=+L 1 s

3 3,

ou bien, en tenant compte de la valeur connue de T,
C,:—f f{z)dxz(logz 4- C),
°

-:‘/-j(x) dzx [(logz¥+ 2(C loga: 4 ((5)],

..........................................

Pécris encore ici les formules suivantes, qui sont peut-étre
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utiles pour évaluer les constantes C, :

ey - . B 1
= m Jo—r —2( ~1 un’:! am’
li{e—m)
—_ = J, - - —ym .
Z m ! " +E( D" el (am)"

(A) ¢

em' (am)”

Zn;f.h(e—:)d 1], ;r._*__nz{_ )M
Eri_sz_ff'm:x')d‘r BTN +2(

................................

Les nombres B,, sont ceux de Bernoulli: B, =
la fonction & est le logarithme intégral.
Remarguons qu'on lrouve, en ajoutant ces équalions, aprés

les avoir multipliées successivement par 1, (s—1), (s—1)%
(s — 1), ..

r(S) E(s): ...—I--V. — l _<2"_ LR Bm 1

P aml ama-s —1

_2 e—"‘_(c_ )le(e"")
—(s—1)* sz* fHe Z)d.z* (S—I)’Er; [‘ .‘h(e r)d
"(SM‘)‘E’%L-‘%[ ('Iji[’[-‘-g;—)d«r—...;

I'expression analytique du produit T(s)Z(s) est conforme au
théoréme de M. Mittag-Leffler sur les fonctions uniformes.

La premiére formule (A} doone la valeur de C, la deuxiéme
la valeur de C, et ainsi de suite, a Paide de séries trds conver-
gentes. En effet, la deaxiéme formule s’écrit

2

N = 1 : " Bm 1 o l‘.(e-m).
Ci=—:C+ -7 '2_(—") m(am)g‘*‘z e
1 1
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d'oit 'on tire, au moyen d'une Table du logarithme intégral,

C,= ':,-;7'1.\_‘7;'1(3.
. " “li{e ) >
Si l'on calcule auparavant lintégrale f (—;—-zl.r par 1"
m
“lile—*) . =
N oo L . o ! t]
quation f _;—(Lz EAE Clogm — | {(logm)
m
1om 1om? . m?
—— e 8 — — —

AT T T

il résultera de la woisieme formule (A) : C,=. — 0,00903.
J.-C. Krovver (Leyde).

259, (E. Lewowe.) — Voici les résultats remarquables trouvés
par M. T.-J. Allersma (Warfum, Hollande) et publiés dans les
W. 0. {t VI p. 24/6-252).

L’auteur se sert d’un systéme de coordonnées rectangulaires
(x,y) @ origine O (centre du cercle circonscrit) et paralléles
aux coordonnées d'inertie (&, n) a centre Z (centre de gravité),
caraclérisées par la condition &, 4, + £y o+ s mg =0, ol (£, 0¢)
{£==1,2,3) représentent les sommets du triangle. En introdui-
sant des paramétres u, 3, v, X, p définis par les relations

LE+6E+ 8 =a, Ny g =Ty Wy My T == B,
Exmg+ &my+ Sy na = — (b maf k) =1,
Y __B I
PETRT Ty gty
les equations des deux coniques, licux de M et de M’, deviennent

A —=—r;

K=3prieazy 4+ 3y 4 4g'a + 4p'y —=o,
K'=ipz*—azy -3y~ 4gax—4py =o.

Dans ces équations figurent les coordonnées (p, ¢) et (p, ¢’)
des centres S et 8’ de K et de K', Ces coordonnées s’expriment
par les relations

VP TS ATy Vo vp' = A&y y,,
Vg — — Tt Yo V' - Yo
0l v == ) =+ 2, dans les coordonnées (z,, y,) de Z.
A T'aide de ces équations et de I'équation
(2 =z} + (y — o)

g
=2y ye -+ g 030 2f 4+ (1 + 3p2) 53],
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245. (E. Cesaro). — Deuxieme réponse. — REMARQUES RELA-
TivEs Aux REPONSES DE MM. Fraxer e Keuyver (1895, p. 153-157).—
La formule (1) de M. Franel est identique a la suivante que j'ai
posée comme question (7. M., 1893, p. 54) :

‘R

1 * (('nd))' *sinsh

r — ——
‘(S)'_ S - + +2 A eﬂ'u-,(’_ 1

— 9.

Je trouve encore, dans mes noles, entre autres, les formules

- "‘_'—' f28=1 ._(_lv (———--l-—- = =
U(s )—S-—l 4 [ €™ 4 1 U—)’t')’ U""j";)
i L o (l+ ”)I—l
et IR i =t

ou les logarithmes qui interviennent dans la définition des ex-
ponentielles ont leurs valeurs principales. Ces formules, dont la
derniére est remarquable & cause de sa simplicité, se démontrent
aisément @ 'aide du théoréme de Cauchy, si important pour la
sommation des séries.

Dans une Note : Sur la fonction {(s) de Riemann (C. R..
t. CIV, 1887), j'ai donné la série

(1) (s=03s)=1+ X Culs —1)",
y=1
ou Cy= (_:;v = 2'[ (IO“':Q: — (logn + 1)* + (logn)"].
n=1

et calculé les neuf premiers coefficients avec neuf décimales (ce
qui, dans ma nolation, est désigné par (—1)*v!. C,,, est iden-
tique & C, dans la notation de M. Cesaro). M. J.-P. Gram (Co-
penhague) a récemment calculé, avec un grand nombre de déci-
males, les coefficients du développement (1). Ses calculs seront
sans doute publiés prochainement (ceci nous était envoyé le
14 avril 1895); en attendant, je transcris ci-aprés les résultats
de mes calculs de 1887.

Note. — Tous les chiflres donnés sont certains; par conséquent lerrcur
est toujours plus petite qu'une demi unité de la derniére décimale.
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s3(+2) =1 +0,57 72 15 66 49 02 =
-~ 0.07 28 15 85 54 8% s*
— 0,00 48 45 1816 ., 3?
— 0,00 03 42 30 57 .. 3t
+ 0,00 0o g6 89 .. .. z*
—o,oc.) oo ob 6t 10 3, z*
— 0,00 00 00 33 16 2} =
-+ 0,00 00 10 46 2. =*
— 0,00 00

R cresanan

J.-L.-W.-V. Jexsex (Copenhague).



