ARITHMETTIQUES. "

SECTION TROISIEME -
Des Résidus des Prassances.

45, Tni OR kM E. Dans téxte progression:géoméirigae. ...
1, a*, a'ete., outre le premier terme 1, il y en a encore un autre
a' congru @ Lunitd suivant le module p premicr avec a, Pex-
posant t étant < p. _

Pnuque le module p est premier- avec @, et parconmséyuent’avec
une puissance quelconque de a, aucun terme dé la progression
ne sera =0 ( mod. 2 ), mais chacun d’eux sera congru a quelqu’an’
des nombres 1, 2, 3, 4...p—1. Comme le nombre de ces der-
niers est p—1, il est évident que si 1’on considére plus de p—1.,
termes de la progression , ils ne pourront'pas avuir tous des résidus
minima différens. Ainsi parmi les nombres1, a*, a*..a>’, onr
en trouvera au moins deux congrus. Soit donc a"=a"etm>>n,
on aura,.en divisant para*(n® 22), a™=*==1,, m‘a‘m—-—n(’;'wt)‘o.'

Exemple Dans la progression 1, 2, 4, 8, etc. le premier terme
qui est congra avec "unité suivant le module 13, se trouve é&tre
n"—4096 , miais suivant le modale 23, on a da.ns la méme pro-
gression , 2"'=2048=1; de méme 5°=15625=1 (mod.7); et
5°=35125=1 (mod. 11 ). Ainsidans quelques cas la puissance de
a congrue avec l'unité , est plus petite que a#=, et dats*d’dutres,
il faut remonter jusqu’a la puissance p — 1 ellesméme.

46. Quand la progression est continuée an deld du terme qui
est congru & l'unité , on retrouvera les mémes résidus qu'on avait
4 pertir du commencement. Afnsi, soit a'==1, om aurag™'==2a,
a+==a*, etc., jusqu’d ce-qu'on parvienne au-terme a*, dont le
résidu minimum sera de nouveau =1, et la période des résidus
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recommencera. On aura ainsi une période de # résidus qui se ré-

pétera continuellement, et I’on ne pourra trouver un seul résidu qui
ne fasse partie de cette période. On aura en général a™=1 et

a™**=a"; ce qui peut se présenter ainsi suivant notre notation : si

- r=p(mod.2), on aurg a’:c’(mod.;p),

47. Ce théordme fournit le moyen de trouver facilement les
résidusdes puissances, quelle que soit la grandeur de 1’exposant dont
elles sont affectées, epn méme temps qu'on découvrira la puis-
sance congrue i I'unité. Si, par exemple, on demande le reste de la
division de 3'°* par 13, comme 3*=1(mod.13), ona¢=3, et
comme d'ailleurs: 1000 == 1 (mod. 3), on trouvera 3=t 5 (mod18).

48, Si a' est la plus petite puissance congrue i l'unité, (en
exceptant a==1, cas que nous ne considérons pas ), les ¢ restes
qui composent la période seront tous différens, comme on lé voit
sans difficulté par la démonstration:du n° 45. Alors la- proposition
du n° 46 peut étre renversée. Savoir, si a"=a" (mod. p), on
aura m=n (mod.z): car si m, etn étaient incongrus.suivant t »

leurs résidus minima p et » seraiént différens.” Mais " =a~,

“

a ="; donc a’ ,—.'—-.a' s C'est-d-dire, que toutes les puissances

.au dessous de a* ne seraient pas incongrues, ce qui, est voptze I'hy-
pothese.

"Si donc &=1(mod.p); on anra kz=o (modst),, clest-dedire: .

: que * sera dxvmble parZ.

Nous avons parlé jusqu'ici de modules qnelconques » pouIvu.
qu'ils fussent premiers avec a. A présent examiaons & part les”mo-
‘dules qui sorit des nombres premiers absolus, et établissons sur ce.
fondement des. recherches plus générales.

.49, THEOREME. Si p esz un nombre premdr qui ne divise pas a,
eb que a* soit la plus petite puissance de e congrus d {'unit¢ ,
Pexposant t sera =p—1, ou une partic aliguote de p—1.

Voyez. pour des exemples le n* 45,
.Comme nous avons déja prouvé que. est==p =1 ou K hrew} 5

il reste, & faire voir que dans le derpior cas: il est tonjours une
partie aliquote de p—1,

1°,

ool
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1°. Rassemblons les résidus minima positifs de tous les termes,
1,a,a*, a’...a'", et désignons-les par a, «, a’, etc. desorte qu’on
ait a=1,d =a,a"=a*, etc. il est visible qu’ils seront tous diffé-
rens; car si deux termes a”, a* donnaient les mémes résidus, on
aurait g"*=1 (en supposant m > n et m-—-n<t), ce .qui est
absurde , puisque a' est la plus petite pumance -de @ congrue &
I'unité. Au reste tous les nombres « ; ', ', etc. sont compris
dans la série 1,2,3,4...... p—1, série qu'ils n’épuisent pas
lorsque £ <p—1. Nous désignerons par () la eemme de tous ces
résidus, et (4) comprendra un nombre # de termes.

a*. Prenons un nombre quelconque 8, parmi ceux de la ‘'série
1, 2, 3...p—1 qui manquent dans (/). Multiplions 8 par «,
a’, a', etc. et nommons B, B, £', etc. les résidus minima qui
«en proviendront , et qui seront aussi en nombre z. Ces résidusseront
différens entr’eux , et différeront des nombres «, &', @', etc. En effet,
sila premiére assertion était fausse, on aurait@e"=F£a";d’od I’on tire,
en divisant par 8, g"=a": ce qui est contre ce que nous venons
‘de démontrer : si la dernitre 1’était, on aurait Ba"=a"; d’ot
quand n>m, = a""", c’est-a-dire que PB serait congrn & quel-
qu un des nombres «, «’, a’, etc. : ce qui est contre I’hypothése ; mais
s8in<m, on aura, en mn]upliant par a—™, fa'=a"**—", ou, comme
@'=1, B=a—", d'ol résulte la méme absurdité. Désignons
par (B) la somme des nombres 8, £, £, etc. qm sont en nombre 2;
on aura déji 2¢ nombres parmi ceux-ei 1,2, 3.... p=1I. Done

si (A) et (B) épuisent cetto séric, on gura z= P-'-;—'

5. Mais ¢'il en manque quelques-ans soit y un de ceux-l&.
Multnphons a, &/, a', etc. par 3 , et soient ¥, 3’, 3", etc. les ré-
sidus minima de ces produits, dont nous désignerons ’ensemble
par (C); (C)) comprendra tnombre pris dans la série 1,3, 5... p—1
qui seront tous différens. entr’eux et non-compris dans ( A)
et (B). Les deux pretméres assertions se démontrent comme ci-
dessus (2°); quant & la troisidme , si I'on avait ya==pga*, on en
tirerait 3 = fa"™, ou y=PRa'~*~", suivant que m <'n on >n.Dans
Pun ou l'antre cas 3 serait congru & quelqu’un des nombres qui
composent (B); ce qui serait contre l'hypothése. On auraEainsx 5¢
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nombres pris dans la série1,2,3,.. p=—1, et 8'il n’an zeste plus,
t-*%— conformément au thiéoréme.

4°. Mais #'il ¢én reste, encore quelques-uns;, .on arrivera de méme
».une quatriéme somme. de nombres (D),.etc.; et comme la
#érie 1,2,3, etc.p—1 est finie, on voit que,I’'on parviendra né-
cespairement & Vépuiser , et p — 1 sera: un.multiple.de z; .donc ¢
sera une pdrtie: ahquote de p—1.

50. Pmsque%'— est un .nom_br_e entier , il suit qu’en élevant
chaque membre de la congruence a'=1 (mod. p) 4 la puissance =t

on aura @’~'==1.(mod. p)se! ‘est-d-dire, que @”~' 1 sera toujours
divisible par p quand p est premier et qu’il ne divise pas a. -
Ce théoréme remarquable, tant par son :élégance ‘que ‘par sa
grande utilité’, s'appelle ordinairement théoréme de.Fermat, du
nomdeinventeur. (Fermatiiopera Math. ¥olosa1679.Fol. p.168.)
Fermat n’en a pas donné:la.démonstration, bien qu’il ait assuré qu’il
I’avait trouvée. Euler en:a le premierpublié und dans la Dissertation
intitulée : Démonstration. de quelgques. théorémes relatifs auz
-nombres premiers. ( Comm Ae. Pétrop T. vir) (*); elle-est

tirée du développement de (a4=1),; qui fait voir par la forme

des coefficiens, qué: (a«1.y—+a?~-1 est toujorrrs divisible .par p,
ot que parconséquent (a1 ¥—_a+-=1) le serh si.a?~~ga l'est.’ Qr
comme '*— 1 .est divisible par p j:2"—2 lo sera done ; et partant
3—3, et généralement @’ —a., Donc si p ne dxvxse pas a,
on aura aussi &>—'— 1 divisible par p. Ce que nous venons de
dire. suffit pour faire connaftre. l'esprit de ls 'démonstration.

(*) Antérieurement (Comm Petr. T. VL. p. 106} ce grand lpmme p'était Pp
parvenu encore au but. Dans la fameuse discussion entre Maupertma et Konig,
sur le principe de la moindre action ; distubsion qui les jeta Gans des digressions
étrangéres , Komg assura qu'il avait entré'les mains un manuscrit autographe de
Leibuitz, qui.contenait une ‘dénfonstration: de . ce. théoréme ; tonforme i celle
d'Eler ( Appel au Public. p. 106 ), ‘Quoique nous ne -voulions pas refuser de
croire 4 ce témoignage, il est pir cependant gue.Leibnitz,n'a jamais publié sa
démonstration, (Poyez Hist. de LAcad. de Beylin. 1750. p. 530 )
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Lanbert ex a:donaé> une’ seniblable, ( Aot eraditoriom.; 18epg
p. 109: ). Mais comme: le:‘développement’.dé la -puissance dtuss
binome semble: étranger 4 Ja théerie des:nombrésxEuler { Cotm.:
nov. Petrop."T. Vvin;p. 70 ) donna une autre démronstration: gab
est conforme & celle que nous.venons d’expoper. :Dams Ya suite ik
- en:présentersencdeq d'apirbd=)iciinous inquei dontenterons - &e
donner encore une déduite du méme principe que celle d’Ealén. L&
Preposition spivante.,. gontle. théoréme  gn,.question p'estr quinn
qas particalier , nous. sgra uule pour d’autres secherches.
- 51. Si p.est un mombre premicr, la puissance p du-polynome
a+ b+ ¢~ ete. est = av 4-bP- cP - etc. suivantle module p. .

On' sait. qup (a+b+c+etc Y est camposé de termes de la

forme Pa* bﬂ:y etc. ot l'on a ¢+ﬁ+7+etc.=.-p , P étant le
nombre de.permutations de -p.choses., dont &, B; 5, etc. somd
respectivement égales & a, b, c, etc. Mais nous avohs it voir
(@%141): que: ‘ce :nombre étaip toujours ‘divisible: par p , & moiny
_ que toutes les lettres neé: fussent égales. dntrielles ;: c'est<a-dire, &
moihs que 1'un .des nombres: @, {8, y,8tc-ne fit égald g, et:les autres
égaux & zéro ; d’olt il suit gue tous les terimes:duldéveloppement ,:
excepté &, 5’,. etc.. sont divisibles par p , et que. parconséquent
(a+b+c+ etc.)’.,.,.af-l-b'-!bd-!-etc.(mod P

" 'Si’ toutes' les quantités o’y b, <, etc. soht supposées._ 1; et
que lear nombra solt k', -ontdure k¥ ==k’ ¢ontine-dans 16 ht Pré>
cédent. S~

52. Comme les nombres qui sont diviseurs de p—-x sont les
seuls qu puissent servir ‘d’exposans aux plus pentes puissances
congrues avec l'unité, on est porté & chercher si tous les diviseyrs'
dep—1 )omssent de cette propnété et, quand on c]asse toys
les nombres non Ehvxsxbl'es par_p sm.vant l'exposant de leur plps-
petite puissance congrue & Vuniié, ‘combien il y en'4 pour chaque
exposant. Nous observerons d’abord qu'il suffit de considérer les
nombres positifs depuis 1 ;usqu'i p— 1: il est évident en effet. que
les nombres congrus doivent &tre élevés & la méme puissance pour
devenir congrus & T'unité, et que parconséjuent un nombre quél-
conque doit étrerapporté au méme exposant ‘que son résidu minimesm

. 2
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positif; ainsl nous avons & rechercher: comment les nombres
1,2,5....p=1, doivent &tre distribués sous ce point de vue,
relativement anx facteurs de p— 1. Pour abréger, si d est un
des facteurs de p— 1, entre lesquels on doit compter 1 et p—1,
nous représenterons par '.Ld la multitude des nombres positifs plus
petits que p , dont la puissance d est la plus petite qui soit congrue
A Punité.

55, Pour nous faire entendre plus facilement, nous présente-
rons d’abord un exemple. Soit p =19, les nombres 1,2, 3...18

peuvent se distribuer de la maniére suivante relauvemcnt eux
diviseurs de 18 : '

8 , 5, 6 s, 3,10
1{1, a{18, 5{12’ _ 6{19’ 9 ;, 16,17° 18{15, 14,15"
Ainsi dans cas J1=1, Ja=1, 43=12, 16=2, J9=6,
< 18=6. Avec une légtre attention on voit qu'il y en a, rela-
tivement & chaque exposant, autant qu'il y a de nombres premiers
avec cet exposant et non plus grands que lui, ou bien, en reprenant
le signe du n° 40, que Jd=¢d. Mais on peut démontrer géné-
ralement cette observation de la maniére suivante :

1% S'il yaun nombre a appartenant a l’exposant d, c’est-3-dire
dont 1a puissance d soit congrue a l'unité, et les puissances infé-
rieures incongrues, toutes les puissances de ce nombre , savoir
a,a*aat...... a’, ou leurs résidus minima, auront leur puis-
sance d congrue avec l’unité; et comme cela peut s’exprimer en
‘disant que les résidus minima des nombres a, a*, a*, ... a* qm
sont tous différens sont les racines de }a congruence z¢= 1, qui ne
peut avoir plus de d racines différentes, il est évident qu’il n’y a
pas de nombres autres que les résidus minima de a, a* a%, ... a’,
dont les puissances & soient congrues & I'unité ; d’odt il suit que
les nombres appartenans & I'exposant d se trouvent tous entre les
résidus minima des nombres a, a*, @% ...a% On déterminera
comme il suit quels ils sont et quel est leur nombre. Si & est un
nombre premier avec d, toutes les puissances de a*, dont les
exposans sont <d, ne seront pas congrues & I'unité. Soit en

offet - (mod. &) =m (voyez n* 31); on aura g's =a; donc sila
: .
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puissancee de a*était cqngrue d 1'unité, et quel'on efit ¢ < 2, on'au-
rait anssia™ = 1, et parconséquenta’== 1; cequi est contreI’hypo-
these. Il est évident, d’aprds cela, que le résidu minimum de a*
appartiendra & d; mais si k£ a un commun diviseur &' avec 4,
le résidu minimum de a* n’appartiendra pas & l'exposant d.
" Car ? est divisible par &, ou bien %:—:o ( mod. 4); parconsé-

kd d _
quent a’ =1 ; c'est-d-dire (4‘)’.=_ 1. Nous conclurons de 12 qu’il
y a autant de nombres appartenans & 'exposant d, qu'il y a de
nombres premiers avec @ dans la série 1, 2, 8...d. Mais il faut
se souvenir que cette conclusion suppose quil existe déja un
nombre a appartenant & I’exposant d; parconséquent il reste dou-
teux s'il ne pourrdit pas se faire qu'aucun nombre n’appartint & un
exposant donné, et la conclusion se réduit & Jd=o0, ou =¢d..

54. 2°. Soient d, &, &', etc. les diviseurs de p — 1; comme tous
les nombres 1, 2, 3...p—1 doivent étre distribués entre ces
diviseurs, on aura 4d--d’' —«Jd" -}-etc. =p-—1. Mais (n° 40)
nous avons démontré que ¢d - ¢d - ¢d" +-etc.==p—1, et du n*
précédent il suit que  d==0ou=9d; et parconséquent que  d
ne peut pas étre > ¢d’; ce qui s'étend & 1" et ¢4, etc. Sidonc un
ou plusieurs des nombres 4d, &', etc. étaient plus petits que sen
correspondant; parmi les nombres ¢d, ¢, etc., la somme des
premiers ne pourrait étre égale & la somme des derniers. D’olt nous
concluons enfin que dans tous les cas, Jd==0d, €t que parcon-
séquent 2 ne dépend point de la grandeur de p—1.

55.11 y a un cas particulier de la proposition précédente qui
mérite de fixer notre attention ; le voici : i existe toujours des
nombres dont aucune puissance plus petite que p—1 n’estcongrue
a lunité; il y en a méme autant entre 1 et p—1, qu'il y a au-
dessops de p — 1 de nombres qui lui soient premiers. Comme
il ’en faut bien que la démonstration de ce théoréme soit aussi
évidente qu’elle le parait d’abord , nous en donnerons une un
peu différente de celle qui précéde , d’autant plus que la diver-
sit¢ des méthodes aide beaucoup & jeter du jour sur les points
les plus obscurs.
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On décompotera p—1 en facteurs premiers, de manidre quion
ait p—1=a 3P etc. a, b, ¢, etc. étant des nombres pre-

miers inégaux. Alors nous composerons la démonstration des
deux propositions suivantes :

1°, On peut tmx)onrs trouver un nombrc A, ou: plxmenrs appar-
tenans & l’exposaut a*, etde méme des nombres B, C, etc. appar-
tenans anx exposans-22, &7, etc. -

a’. Le produit des nombres A B, C, etc. oule résidu minimum
de ce produit appartiendra & l’exposant p—1;ce qin se' démontre
ainsi qu'il suit,

1°. Soit g un des nombres- 1, 4 5;’. p=—1 qui ne satisfasse pas
a la congruence xt:—l-.-_—-: 1 (mod. p); ‘car tous les nmombres ne
pouvent pas satisfaire & cette congruence., dont le degré ‘st

233

<p—1. A.lors je dis que si l'on-fait go" Eh h ou son résid
ininimum appamendra 4 V'exposant a®.

" En-effet il est évident que K ==grf'==1; mais h‘ - —g , et
parconséquent sera mcongru & l'unjté, et & plus forte raison .les

pmssanccs h"- J;“' le seront .aussi. Or’exposant de la plug

.....

petite puissance de h congrue & lunité, c 'esg-b-dire Iexposant
auquel  appartient, doit &tre un diviseur de a* (n° 48) ; et comme
a® n’est divisible que par lui-méme, ou par les puissances in-
féricures de a, il s'ensuit nécessairempnt qpe-a® sera Vexposant
auquel 5 appartient. On démontrera de la méme manidre, -qu’on
peut trouver. des nombres appartenans -aux exposans 5, &, ete.
2°. Si nous supposons que le produit de tous les nombres £, B,
C, etc. n’appartienne_pas a I’exposant p—1 , etc., mais & un expo-

sant ¢ plus petit , Z devra 8tre un des diviseurs de p— 1 (n° 48), ou

£ —‘" sera un entier > 1. Il suit de 12 que ce quotient sera un
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des nombres premiers.a,. 4, ¢, etd. ;. -on. du moins qu'il sera divi-
sible par quelqu’un d’eux (n*17), par ¢, pir exemple ,car lé raison-
nement est 1¢ méme pour les autres. ¢ divisera ainsi %, done
le produit ABC etc. serait encore congru a.I'unité, en I'élevant
& la puissance E-c-—(n‘ 46 ). Mais il est évident- que tous les
nombres, B', C, D, etc. (excepté A) deviennient congras & 1unité,

si on les éléve & la’ pumal_xceta—- » puisque les exposans’auxqpels

ils appartienneni ﬁ‘\,\ﬂ;’!&. diyisent P—-'a:—'.': Donc At:_‘ . B
p—1

C* . etc. —A “"=1; donc a® doit diviser Z—— (n° 48), c’est-
a-dire que P —— doit &tre entier, ce qui est absurde (n® 15). Done

enfin notre supposmon ne peut subsister , ‘c’est-a-dire que le pro-
duit ABC etc. appartient réellement & I'exposant p — 1.

*" La derniére démonstration semble un peu plus longue que Ia
premiére , - mais elle est, plus directe.

56. Ce théoréme nous fournit wa exemple remarquable de la
circonspection- dont on a besoin dans la théorie . des nombres,
pdur ne pas regarder commé démontrées des choses qui ne le sont
pas. | be& dam la Dupertatxon que nous avous citée: :plus
haut , fait mention de cette proposition , mais ne dit pas un mot
-de la nécessité’'de la démontrer. Personne méme n’a’ tenté de le
faire', excepté Euler ( Comm. nop. Ac: Pétrop. T. x7y11,p. 85),
dans son Mémoire intitulé : Denmonstrationes circa residua ex divi-
-#ione potesiatum per numeros  primes resuliantia. On- peut .voir
surtout L'ast. 37 ; dans lequel il a patlé avec étendue de la nécessité
de démontrer cette proposition. Cependant la démonstration de cet
homme pénétrant présente deux défants; l'un tient & ce qu'il sup-

. pose tacitement, art. 31 et suivans, que la congruence z*=1,

‘(‘en ramenant ses' raisoniiemens 3 ‘notre notation ) a réellement
n racines différentes, tandis qu'il était seulement démontré que
cette congruence ne’:psut ‘en avoir davantage ; V'autre ,’ & c& qu'il

ne déduit que par mducuon la foomule du n° 34.
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57. Nous nommerons avec Euler, racines primitives les nomi
bres quisappartiennent & l'expooant P — 1. Si donc a est une racine
- primitive , tous les résidus minima des puissances @, a*, a’, .. .0
seront différens ; d’oi 1’on déduit facilement qu’ils se trouvent tous .
parmi les nombreo 1,2,5,... p—1 qui sent en méme nombre
qu'eux, c’est-i-dire que tout nombre non divisible par p est
congru & quelque puissance de a. Cette propriété remarquable
est d'une bien grande utilité, et peut considérablement, abréger
les opérations arithmétiques rclauvet aux congruences , & peu prds
de la mfme manidre qie Pintroduction des logarithmes dans
l'arithmétique ordinaire en abnbge les opérations. Nous prendrons
arbitrairement pour base une racine primitive s, a laquelle nous rap-
porterons tous les nombres nop divisibles par p; et sion a a'=b
(mod. P ) » nous appellerons ¢Vindice de b.Par exemple, 2 est une
. racine primitive suivant le module 19; si on la prend pour base ,

aux nosnbres l,a. 3,4, 65, 6, 7,8,9,10,11, 19,13, 14,15, 16, 17,18

r“:; " ’ o.: 13,9,16,14, 6,3,8,17,19,15, 5, 7,11, 4,10, g

-Au reste il est -évident que pour la méme base chaque nombre
-a plusieurs indices, mais qui seront tous congrus suivant le mo-
dule p—; gussi quand il sera question d’indices, ceux qui
seront congrus snivant le module p-— 1, seront regardés comme
équivalens, de méme que les nombres sont regardés comme équi-
valens lorsqu’ils sont congrus suivant le module g,

58. Les théorémes qui regardent les indices sont absolnmcnt
analognes 3 ceux qui regardent les logarithmes.

L'indice dun produit de tant de facteurs qu'on voudra, est

congru & la sonwne des indicos des d:fc’nru ﬁwleun » suivang
de module p—1.

L'indice de la. puissance d'un nombre est congru , suivans

fi: mn:;lule p—1, a4 produit de I’;.tpp;ant par l’k&cc du nombrc

Nous -omettons les démomtratiom & capse de lewr simplicits.
On voit par.}i que & nous voulions consirmire une table qui
donnét
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donnit les indices de tous les nombres pout férems modales; Hony

. pourrions nous ‘dispenser de ‘tenir compte do “tous'fés nombres plug
grands que le module et de tous les nombres compos¥i. On trouverad

1a fin de cet ouvrage unessai de cette-table (Tab. I) Dagsla premitre

colonne sont rangésles nombres prelmets etles puissances de nombres

premiers dépuis. 5 jusqu’y .97 5 qui doiyent. Sre rpgardés comme des
modules: & c4té de chacun d’eux, dans la colonne smvante, les

nombres pris pour bases ; snivent alore Jedindices des nombres pre-
miers successifs , qui sont écrits par tranches composées de cinq cha-
cune; en t8te se trouvent les nombres premiers disposés dansle méme
-ordre. Desorte qu'on, pent treuver facilement.I'indice qui répond
& un nombre premier donné, snivant un module donné.

Soit par exemple p==6y; V'indice ‘de 6o, en prenant 12 pour
bise , sera

=2 Tnd. 2~ Ind. 5 4 Ind. 5 (mod. 66)==58+9+59—'4o.

'59. L’indice de la valeny d’une expression quelconque 5 (mod. p),

(n° 31)_ est congru suivant le module p—1, & la différence des
indices du, numérateur ¢ st'du dénominateur 2, pourvu que les
nombres g et b ne soient pas divisibles par p.

- Soit en ‘effet ¢ une valeur quelconque de cette expression; on aura
bec == (mod. p);5 donc Ind. 5+41Ind, c=Ind. s (mod: p—1), et
"Ind. c=1Ind, 3 ~1nd. 5.

'S donc on a deux tables, dont l'une donne les indices qui ré-
ronden't a chaque nombre pour un module quelconque, et dont

’autre donne les nombres qui répondent & des indices donnés,

on pourra résoudre facilement toutes les cpngruences du premier

degré , puisqu’on peut tovjours les ramener & d’autros'dont los
modules soient premiers (a° 30). '

Soit par exemple la congruence 29% -} 7==0 ( mod. 47), on aura
z=TI (mod. 47). ~

De l&
m.xsnapq~h¢;g-atnd.4hmsg§;uasxg(mo¢46)3
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or.3 est le- nombre qui &, pti ur indice 18 dong x==3 (mod: 47),
Nous n’avong, pernt ajonté la secende table ,»-maig on verra dang
la gection Vi pommepf onpem la cemplacer par une autse.. .

-60: De meme qub dans le n* 51 nous avons désagné par un signe
particulier, les’ratines des congruences du premier degré, dans ce qui
va, suiv&'e » nOUB représent¢r0ns par un autre. signe les racines des con-

gruences & deux termes des degrés supérieurs ; et comme ;/A ne
ﬁgdiﬁc antre hese gue la recine de I'équation x":..-d ; en ajou-

tant fe module, VA (mad p) représentera une racine quel-
conque de la congruence 2*==4 (mod. p ).’ Ainsi nous dirons que

Iexpression ;/ A (mod. p ) a autant de vnleurs gun'alle en a d'in-
congrues suivant p; car toutes celles qui sont congrues swivant p
doivent étre regardées commegquivalentes (n° 26). Aureste il est clair

qx;e siA et B sont congrus suivant p, les expressions |7 A (mod. P)»
"'/B (mod. p) seront équifalentes.

Majntenant si. lon fait 1'/ A=x(mod. p), on aura.........
n Ind. x=1Ind. 4 (‘mod. p—~1). On déduit de cette congruence,
d’aprés les régles de la section I1, les valeurs de Ind. 2, et de 12
ies yaleurs correspondantes.de z; mais on voit facﬂement quex 3
autant de valeurs qu’il y a de racines daps la congruence......

nInd. x=1Ind. 4 ,('(nod.,p —_— 1..) ; donc ‘./..4 n’aura qu’une. var
leur, quand 7 sera premier avec p—1; mais lorsquen et p— 1, aun-
ront un commun diviseur, et que dJ' sera le plus grand , Ind. &

aure. valeurs incongrues snivant p— 1 ,.et pdrconoéqmg./a!
aurastaptdevalearsincongrues suivent p, pourvu:que knd. f soit

_divisible par J'. Sans cette condition, VA n’aursit aucune valeur
zébelle.

Si l'on cherche par exemple les valeurs de I'expression |/ 1
(mod. 1g), il faut résoudre la congruence 15 Ind. z=1Ind. ;1 ==6
(mod. 18), on trouvera trois valeursde Ind, =4, 10, 16, (moa. 18),
d'o il résulte 226, 9, &
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- 61, Quoique cette méthode soit trés-ezpédxtxve', quand on a les
tables nécessaires, nous ne devons cependant pas oublier qu’elle est
indirecte; il sera donc utile de chercher ce que peuvent donner les
méthodes directes. Nous allons exposer ici les observations que I'on
peut déduire des notions précédentes; quant & ce qui exige des consi-
dérations plus profondes , nous le réserverons pour la section VIIIL,

Nous commencerons par le casle plussimple ; celui on A=r1;c’est-
a-diré, dans lequel on cherche les racines de la congruence z* =1
(mod. p). En prenant pour base une racine primitive quelconque,
on doit avoir 7 Ind. z=o0 (mod. p—1 ). Quand 7 est premier avec
P—1,tette congruence n’aura qu'une seule racine, savoir.....,

Ind. z=o0 (mbd p—-x), donc, dans ce eas Vx (mod p) naura

qu’une valeur =1 (mod. p ); mais quand n et p—1 ont &' pour
plus grand diviseur commun, la solution compléte de la con-
grﬁem;é n Ind. z=o (mod. p—1)sera z=o (mod.”—";—l ) (n°3o0),
c’est-a-dire, que Ind. z devra &tre congru suivant le module p—1 2

quelqu’un dgi,nombres 0, ?}', 2 (P;l) (_’_') (p=1); ,ou qu'il

aura &' valeurs incongrnes suivant le module p—1; donc aussi,
dans ce cas, x aura J' valeurs incongrues suivant p. On voit aunas

F
que Pexpression y/1 (mod. p) a aussi J' valears dont les indices sont
'y

_absolument les m8mes que les précédens ; donc I'expression /1
(mod. p) est touf-2-fait équivalente & I'expression ;./ 1 (mod. p),

ou ce qui revient au méme, la congruence x:‘——x (mod. p) et
la congruence z*==1 (mod. p)ont les mémes racines; mais la
.premidre est d’un degré inférieur i moins qu’on n’ait d'==n.

Ex. :/ 1 (mod. r9) a trois valeurs, parceque 3 est le plus grand
commun diviseur de 15 et 18; elles seront également celles de 1’ex-

s \
ptession /1 (mad. 89 ), Ces valeurs sont x , 7, 13.

6a. Cette réduction nousoffre un grand avantage, puisqu’on n’a plus

besoia de pésoudre parmi les congruences de 1a forme 2"=1(mod.p)
. 2
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que celles ol 7 est diviseur du module diminué de I'unité.

- Mais nous ferdns voir plis bas que les congruences de cette forms
peuvent encore s’abaisser. davantage, quoique ce qui précéde ne .
suffise pas pour cela. Il y a cependant un cas que nous pouvons
traiter ici & fand , celuioun==2. Il est évidenten effet que les valeurs

de I’expression ;7 1 (mod. p)seront -1 et —1, puisqu’eHe n’en peut

avoir plus de denx, et que —-1 et —1 sont incongrue, & moins
" que le module ne soit =3, cas auquel il est clair que /2 n’aurait
qu’une seule valeur. I1 suit de 12 que -1 et—1 sont aussiles valeurs

de ’expression ;7, (mod. p), quand m est premier avec '-’—;—' » cequi

arrivera toujours Jorsque le module sera tel que £=— soit'un

nombre absolument premier; par exemple , quand p=3, 5, 7,
11, 23, etc., & moins que p—1=2m, cas auquel tous les nombres
1, 2, 3...p—1 sont racines. Remarquons, comme conséquence,

que l'indice de — 1 est toujours E—E-;;' (mod. p—1), quelle que
soit la racine primitive que l'on prenne pour base; car 2 Ind.
(—1)==0 (mod.p —1); donc Ind, (—1) sera=o0 ou= ”—}'l;

mais o est toujours I'indice de —-1, et -1 et —1 doivent avoir
des indices différens, excepté dans le cas ol p==13, qu'il n’est pas
" nécessaire: de considérer.

63. Nous avons fait voir:(n°61) que 'expression v A(mod.p)ad
valeurs différentes oun’en a absolument aucune, si ' est le¢ plus grand
commun diviseur des nombres 7 et p— 1. Or de méme que nous avons

trouvé que v Aet & A étaient équivalentes quandona.£==1, nous
prouverons plus généralement que l'expresdion 1'/'4 peut toujours
* &tre ramenée & une autre \‘/ B, & laquelle elle est équivalente. Soit
en effet "=, et ¢ une valear quelconque de i'e§preuidn -,5:

(mod. p—1) qui aura toujouss (r° 51 ) des valeuns réelles. De
la congruence z*=. on dédnit 2*=4'; mais & canse de tn=d'

(mod. p—1), 2*=3"; donc a’=_4', Aipsi une valeur quelcongue



ARITHMETIQUES. | 45

Y . - & .
de |/ A sera aussi une valeurde /. 4'; et toutes lesfois que "/A aura
des valeuts réelles, elle sera absolument équivalente- & 1" expres-

sion VA' , puisqu'elle ne peut avoir de valeurs difféventes, ni en
moindre nombre. Tl est vrai cependant que _V’A‘ peut avoir-des
valeurs réelles, sans que pour cela ‘./A en ait: nécessairement.

' Ezemple. $i F'on cherche les valeurs ‘de I'expression 3/
(mod. 31), le plus grand commun diviseur des nombres a: et 30
est 3, et 3 est une valeur de % (mod. 30); , donc si "7:;' s

des valeurs réelles, elle équivaudra & I'expression ‘/2’ on ‘/8
on trouve effectivement que lés valeurs de la dernidre qui sont
2, 10 et 19, satisfont aussi 4 la premiére,

64. Mais afin de ne pas entreprendre inatilement cette opération,
il est nécessaire de chercher le caractire auquel on powrra recon-

_ naitre si y/# admet ou non des valeurs réelles. Si on a une table

d'indices la chose est facile, car (n° 60) /A4 aura des valeurs
réelles quand Ind. A sera divisible par J', en prenant pour base
une racine prumuve quelconque » et dans le cas contraire elle n’en
aura pas; mais on peut aussi le découvrir sans le secours de ceste

 table. Soit en effet k=1Ind. A1, si k est divisible par &', —(-E-;—'Z
sera divisible par p—1 et réciproquement; mais I'indice du

—_1
pombre 'Ap—r
p—!
réelles, AT sera congru & I'unité; sinon, il sera incongru. Ainsi
dans l'exemple de l'article précédent, on a 2" =1024=1

(mod. 31), d’'on l'on conclut que I’expression Vz (mod. 31)a

des valeurs réelles. Dé méme nous voyons par 1a que V—1
(mod. p) a toujours deux valeurs réelles, quand p est de la forme
4m=1, et n’en a aucune quand p est de la forme 4m—-3, car...
"(=1)"=1 et (—1)""=-—1. Ce théoréme élégant qui

est ’iﬂf-ﬁ; donc i /.4 (mod. p).a des valeurs
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s'énonce -ordinairement ainsi: Si p est yn nombre premier de lg
Jforme 4m+t-1, on peut trouver un quarré a* qui rende a*=-1 divi-
sible par p; mais sip est de la forme fm—1 , on ne le pourra pas,
a été démontré de cette manitre par. Euler (Comment. nov. Ao,
Petrop. T. xviu1, p. 112, 1773 ). Il en avait donné une autre dé-
monstration bien anténeurement( Comm. nov. Tv, p. 55 1760 );
dans une premidre dissertation (T.1v, p. 25), il n'était pas encore
enu au but, Lagrange a depuis donné aussi une démonstration
de ce théoréme ( Nouv. Mém. de P Ac. de Berlin. 1775, p. 342).
Nous en exposerons encore une différente dans la section suivante,
qui sera consacrée & ce genre de considérations.

65. Aprés avoir examiné commenton peutréduire toutesles expres-

sions ;/ A (mod. p) 3 d’autres dans lesquelles 7 soit diviseur de p—1,
et aprés avoir trouvé le caractére auquel on reconnait s’il y a des ra~

cinesréellesounon, considérons avec plus de soin les expressions ;/ A
(mod.p), danslesquelles » est diviseur de p—1. Nous ferons voir
d’abord quelle est la relation qu’ont entr’elles les différentes valeurs
"de cette expression, ensuite nous indiquerons quelques artifices au
moyen desquels on peut le plus souvent trouver une des valeurs.

1%, Quand .4==1, et quer sera une des valeursde I’expression ;/ X
(mod. p), ou que =1 (mod. p), toutes les puissances de r se-"
ront aussi des valeurs de cette expression ; et il y en aura-autant
de différentes qu'il y a d’unités dans I’exposant auquel r appartient
(n° 48). Si donc r est une valeur appartenant a I’exposant 7, les
puissances r, 7*, r*, r¢...r* (ou Il'unité peut remplacer la der-

niére ) renfermeront toutes les valeurs de 1’expression V1 (mod.p).
Nous expliquerons plus en détail dans la section VIII comment on
peut trouver ces valeurs qui appartiennent & I’exposant 7.

2%, Quand A est intongrn A l'unité, et que 'on connait uns
valeur z de 1'expression /A4 (mod. p?), on trouve les autres de la
manitre snivante: soient 1, 7, r*, 7°, . "= les valeurs de ;/ 1,0n

aura z, zr, zr*, zr...zr*"" pour les valeursde ;/ A car il est évi-
dent que tous ces nombres satisferont 3 la congrucnce 2*==7; puis~

. ' —d
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qu'en offet;, o ' est un desnombres de o suife; comme P o
ue 5°=_, on aurar**==r, et partant s**=(zr" =4, Il o8t aigd
‘ga juger que toutés ces valeurs sont différerites (n°2a3); done l’ex-;'

pression v.A ne peut avoir d’autres valeurs, puisqu’elle ne pent en

avoir _plus de n. VEP‘ar exemple, si une valeur de ;/ A est z , autre
sera — z.,On doit conclure de ce qui précéde, que I'on ne peut

trouver toutes les valears de 1./4 ».& moins qu’on ne puisse avoir
io'ute_s c'dles'.de'. ;/ - o !

66. La seconde recherche que nous noas étions proposée, con.
siste 2 dé@?@!in.er le cas ou Fon peut trouver dicectement upe

valeur de I'expression /A (mod. p), dans laquelle z est diviseur
de p—1. Cela arrive qiand il Y a une valeur congrue & une puis-
sance de 4 ,-et commie oe casest trés-fréquent, il ne sera pas déplacé
de ¢y arréter un-instant. Soit z cette valeur, si elle existe » On aura
g=A" ot "s=Ad (mod. p); dove A=£ 4*; et si Fon peut déter-
miner k¥ de manidre que cette conditian soit remplie, * gerg Jo
valeur cherchée; maisla condition précédente xevient 3 celle-ci
An=1(mod.?), }étant 'exposant suquel .4 appartiest. Or Pour gue
cette eongruence soit possible, il faut que 7 soit premier avec?, et

dans ce.cas an pum & 2. (00d. 2 ); i aw contraire ¢.et 1z ont' un
diviseur commun, aucune valeur de z ne sera congrue A une
* 67. Mais comme il est nécessaire pour cette solution de cop.
naltre £, voyons comment il faut procéder quand on ne le connait
P38 On voit d’abord facilement qug ;¢ dqit tre divisaur de e,
-Jorsque 3/A (:mod.p ):d:des ‘waleursrée]les, ce.que nous supposons
Jdci. Soit en effety I'une q?:olcongne.dg ces valeurs, on apra (n°50)
S, ety*=4(mod. p); en élevant & la puissance &-;—' les
. ' P

denx-menibnes de la congruence y*==4, on aura yr—'z=_4 » =1,

d'aillours A=1; done B =6 (mod. 7) (u* 468). Or 4522 eit
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_ premfer avec 1, la congruence kn=1 pourra &tre résolue suivan?
le module E:—' » et toute valeur de X qui y satisfera snivant ce
module, y satisfera aunssi (n° 5) suivant le module 2 diviseur de

Ei—'i; donc on trouvera alors ce qu’on cherchait. Si 2-'—;—5 n’est pas

 premier avec 7, soit ¢ le produit des facteurs premiers de &= qui
divisent en méme temps x; E——- sera premier avec 1, et 8i la cone

dition que ¢ soit premier avec n alieu, tsera aussi premier avec
g et comme il divise L— ,il diviseradonc A - "—; ainsien résolvant '

la congruence ikn=1 (mod.ﬂ—),ceqnipeutsefaxrepnuquen,

est premier avec'-’-—- la valeur d¢ k satisfera aussi & la con-

gruence , snivant le module z. Tout I'artifice consiste  trouver un
nombre qui puisse remplacer £, que nous ne connaissons pas; mais.
il faut se souvenir que dans le cas oﬁﬂ—- n’est pas premier avec n,
nous avons supposé n premier avec 7; et si cétte condition manque,
- toutes les conclusions sont fausses; c’est pourquoi, si en suivant té-
mérairementlesrégles, on trouve pour z une valeur dontla puissance

n ne soit pas congrue i .{; le résultat prouvera que cette condition
n’a pas lieu » et'que partant la mé_th_odé n’est pas a_pplicable.

. 68, Mais dans ce cas méme, il est souvent avantageux de faire
cette recherche: elle offre l'avantage de faire trouver de vraies va-
Jeurs au moyen des fausses. Supposons en effet que les nombres
k et z aient été convenablement détermingés, mais qu’on n’ait pas
2= (mod. p). Alors si on pouvait senlement détérniiner les

valeurs de V z (mod, p), ces dxﬂ'érqntes valeurs étant multi-
pliées 'par z donneraient celles de "/A en effet , si ¢ est une
valeur de V— on aura #'s"=.; mais l'expressxon V = est
plus simple que R . parceque le plus souvent £ appértient & un

exposant moindre que 4; car si d estle plus _grand commup divi-
' seur
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setr'dotefdeg, % (mod. p)appartiendra A Vexposant d, ce qui sc 26-
montre alnsi: puisque 2=, il vienté-. A*'=1 (mod. p); mais
kn—1est divisib[epcrt;'"i'—' (nopréc.). =" Vest par 2, oul> par 5.
‘ Drsilleurs Sest premier avec 3; donc aussi Pﬁ! est divisible par;
ou E":il par i, et partant kg —-1 panvs, ou (kn~1)dpart, Donc
AV Y=y (mod. p); d'oitFon déduit fucilement que % flevé &
lerpuinsance @ est congra & Vunité. H serait fucile de démontrer que
:’-.- he peut pas appartenir & un exposant plus petit que o; mais
comme cette démonstration ne peut nous étre utile, nous ne nous
¥ arrbterons pas. Nous sommes donc certains que i‘_— (rod. p) ap-
pattient toujowrs & un plus petit exposant que .4, excepté daseie
cas uniqué ol I'on aurais Jizcy,

Mais 4 quoi sert que ;"'-f— appattismwe i wn plus petit emposant
que A? Ily a plus dé nombres qui peuvent étre .4 quil n’yena
qui pensent &ue ;4-'. et quand qn a oecasion de résoudre plusieurs
expressions de 1» forme ;./ A, sufvant le méme madule, on ¥ gagne
de pouvoir tirer d’une méme source la solution de plusieurs. Ainsi,
par exemple, on déterminera au moius unevaleur de V.'A (mod. ag),

si I'on connalf seulernent les valears de. 3/ — 1 (mod. 29), gui
sont Sk 125 em effot You wais sans peine, pacr les articles
précédens, que I'on déterminera d’une manidre -directe wag valeur
quand ¢ est impair, ot que 4 sera = 2 quand £ est pair; or il n'y
& que.s~ L qui sppartieane 3 Vexposant 3.,

Soit;’S; (mod. 37); on a p~:==56, =3, L";—'li-..:'n , et
~artant g==53 il taus donc qu'on ait S#=1 (nrod. 4), ce qui

\ v G
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donne k=5. Donc 2==31" (mod. 33)==6; l'on trouve effective-

vement 6°=31 (mod. 57 }. Si les valeurs de ;} 1 (mod. 37) étaient
connues, on pourrait anssi déterminer Jes autres valeurs de ;} S1:

or les valeurs de ;’/ 1 (med. 37) sont 1 » 10, 26; donc celles de \’/}x
seront 6, 23, 8. '

Soit maintenant ;;3 (mod. 57) ; on avra p—1=38, ;n‘=:r‘,
f—';-l:..— 18, et partant g==2; donc on doit avoir ak==1 (mod. 9),
d'ots k=5; donec 3=3°==21 (mod. 37 )y mais 2:* n’est pas congra

avec 5, mais avee 34; or.op a & mod. B7)=—1 ety —1
(mod. 37) ==£6; d’oltI'on tire les vraies valeurs 26.21=:k15.
" Voild d-peu-prés tont ce que nous pouvions exposer ici sur la ré-
sdlution de ces expressions. 11 est clair que les méthodes directes de-
Yicnnent sonvent asser longues; maie ces inconvéaient w lien dans
presque toutes les méthodes directes de la théorie des nombres.:
Aussi pous n’avons pas cru devoir négliger de faire voir ce qu'on
peut en attendre. 11 convient aussi d’obsesver que les artifices par-
ticuliers qui se présentent & un homme exercé, n'entrent pas dans
motre plan. ‘ ' : | '
6g. ‘Revenons maintenant aiix racines que nouns avons appelées
primitives. Nous avons fait voir que, si Fon prenait pour base une
facing. priniitive quelconque’;~tous les nombres dont: be# indices
son't premiers avec p—1, étaient aussi des racines primitives, et
il n’y en aurait pas d’autres, d’otl nous avons conclule nombre de
'ces racines (n° 53 ) : et comme le chaiz de celle gne Von prend pour
" base ést en géitéral arbitraire, on voit qw’ici, comtte dansles loga-
* rithimes ; on peut avoir plusieurs systémes (*). Cherchonsles relations
qui leslient entr'eox. Sotént a et b détix racines primitives, et m un
‘sutre nombré. Soitde plusInd. 5=8, quand a et pris pour base,
Ind. m=p (mod. p—1}. Soit aucontraire Ind. as=a, Ind. m==»

(mod. p—1) dans’hypothése oisl’on prend b pourbase; onaura 4 =),

€*) Mais it différent en vela; que dans les Iogarithmes Ié nombre des systimes
est infini . et qu'il est ici égal au nombre des racines primitiyes , car les bases con-
graes produisent évidemment les mémes systimes.

_ o



ARITHMETIQUES. 5¢

donc ax =b"=¢, d'ol aB=1 (mod. p—1). On trouverk de méme
r=apu, u=F (mod. p—1 ). Si donc on a une table d’indices cons-
truite pour la base a, on pourra facilement la changer en une autre
dont la baso est 5. En effet, si Ind. 5=p pour la base s, Ind. a -

sera =; (mod p—1) pour la base 5, et multipliant par ce nombre :
tous les indices de la table, on aura tous les indices pour la base 5,

70. Mais quoiqu’un nombre donné puisse avoir plusieurs indices,
en prenant pour base différentes racines primitives, tous ces indices
auront cette propriété commune, que leur plus grand commun divi-
seur avec p— & sera le méme. En effet, 4 étant un nombre doans,
si Ind. 4=m pour la base a, et Ind. .4=n pour la base b, et s
leurs plus grands communs diviseurs x et » avee p—1 sont sup-
posés inégaux; soit x>r, x ne divisera pas 7; mais si Ind. a=«
pour la base b, on aura (art. précéd.) n=am (wod. p—1),
et partant u divisera aussi n. '

~ On peut encore s'assurer ‘que ¢e ‘diviseur commun des indices
d’un nombre donné et de p—1, est indépendant de la base en

observant qu'il est égal LE.“_“.l » ¢ étant I'exposant anquel appar-

‘tient le nombre dont il s’agit. En effet, si I'indice est k pour une
base quelconque, ¢ sera le plus petit nombre (zéro excepté ), qui
multiplié park, donne un prodmt divisible par p—1,0ula plus petite

‘valeur de V'expression (1 mod. p- 1); mais on déduit sans peine

du n° 29 que ceite valeur est égalo an plus gnnd commun divi-
seur des nombres k et p— 1. (*)

(*) hdcnm'ophrmdel’murmmumbbpomtpmuvwcoqudaﬂncé'

il s’y est sans douts glisé, quelques fantes d'impression quii lui ont échappé. Au
feste je crois que I'on peut y suppléer do la manidre sujvants :
Pmnqnotatlbplmpohtnombnquimdl hdiviﬁbhphp-—u ce sefa andsi

ce!mqmrmdm?dmnble pqr'—z—, d:étant Je plus grand commun diviseur
entre k et p—1. Orsotqlénnt premiers entre eux; ia plus petite valeur
6 # convenable et P2 ione 20 = ¢ ot d=PT=. (VUM dis aehucheur:)
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71. On démantre facilement que l'on pemt toujunes trouver
une buse telle, qu'on, ngmbre appartemant i l'exposant / ait, un. in-
dicedonpé 4 volonsé. Le-plus grudcommnn diviseur de cet indioe

bt de p-1 Stant L— » désignons par dce diviseur, et soft Findite

oposé kkdrhi; «m-llt Pindice du notbre donné qnana on prend
pour bast da gacineg prinfitive queloonqué z; oir ura in-etn pms
atders m&?— on ¢ Or:si s-est me valeur de Texpression ,7;

{mod. pr—1), eten méme tempspremieuvec P—1, a' sera laracine
friﬂﬁﬁwchachée, car on auvra o dmas’a’" an nombre proposé
(mod. p) Iinousreite prouver que : expremon 3»( mod. p—1)peat

admiettre des ‘eelolits premibres avee p1; elle équivant d = -
‘(n'lod P—?)oui(mod t),(n* 3z 'a‘) et toutes les valeurs en ammt '

premitres ayec; car si une xaleur ¢ avait uo diviseurcommun avect,
cc diviseor deyraisanse diviser mg, et-pmant diviserzn quiest cangmm
& me, suivant le module £, ce qui est.contre I'hypothése suivgnt
qﬂéle 7 &t Premier avecr. ‘Aimi’,.quand tous les diviseurs pre-
‘ﬁeudc p~=u divisént mussi'z, tbutes les valeurs dé Texpbession

= (inod. 1) sont preniidrey avec p—1, et lear nombre est 4; mals

gncnd p--x renformoe encore d’autres factpurs premiers £, & h, etc.
qui ne dxvuentpmt, sojt ¢ une valeor dc‘- ( mod. t), comme

0,58 h, etc. sont preners eéntrg.aux, onpcm tronver un nombre ¢
congru & ¢ suivant le module? ’ etcongm,smvant frRy b, etc., 3 des
nombres quelconques premiers avec cenx-ci (n® 32). Ce nomBre
v vera Aivifi0e-pur avcari facterir & p-—1, et panant sera’pre-

thier wvec Jui, comme 3 est f¥cessatre. On povrraii. démontrer
m peioe.par la théerie des combinaiaons ; que Je mombre de ces

_walenrs mL‘-— f3 5-—- "—'{-—'- ‘#tc, ; mais nows omeltons cette
démonstyation qui ne pcut nous &tre d'ancane utilité.

22.. Quoiqu'sn: géd&® on puiss prendre arbitrairement pour
base une racine primitive quelconque, certains avantages pasti-
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euliers penvent faire préférer une base.d toute autre. Dans ladable I
mows avons topjours. pris 10 pour base quand il. était. racine primi-
tive, et dans les autres cas nous avoas choisi la base. de manidre
que l'indice du nombre 10 filt le plus petit possible, c'est-d-dire
=’—'—:—5 , t étant V'exposant auquel 70 appartient. 'On en. receme
paitra 'avantage dans la sect. VI, ol la.méme table sera employée
A d’autres usages. Mais comme il peut encore rester ici quelque
¢hose d'arbitraire, ainsi qu'on le voit par Iarticle précédent,
pous avons toujours choisi, parmi toutes les racines primitives
qui satisfont A la_question, la plus. petite pour base : ainsi pour

m&, oo =8 et d===g, sa Z;—S:f'= 6 valeurs qui sont 5, 14,
20, a8, 39, 40, et noas avons pris 5 pour 'base.

v3.-Laplopart des méthodes qui servent d trouver lesracines priosiv
Gves reposent en gralde partie sur le thtonnement. §i Fon réunit ce
que nous avons dit (n° 55) avec ce que nous dirons plus bas sur la
résdlution de la congruence a*==1, on aura i-peu-pss tout ce
"gni peot se fuire par les méthodes générales. Ruler avone ( Opus-
ol analyr. T. i, p. 18x.) quil tui serible extrémemont difficite
dramigner cex nombres, ef que leur natore doit éivévangde dene -
les points les plus épineux de la théorie des -nevabres; mwis on oy
toopye. assez facilement par.ld méthode suivante. Les hommes
exercés préviendront facilement la longueur du caleul par.bean-
coup d'artifices; mais 1'usage les indique mieux que les préceples.

1*. On prendra & volontéun nombre apremier dvec lemodule pi(*),
et sonvent le calcul devient plas simple lorseilon prepd o de plas
petit possible;,'s par exempley on détenivinera sa phriode (6 46) ,
c'est-d-dire les résidus minima de ses puissances , jusqu’a ce que I’on
‘parvienne & ome puissance ', qui ait s pour résidu minimum (**).
Si I'on a t==p-——1, a sera uue racine primitive,

(*) Nous désignerens tonjours le module per p.
(™) I est disé de voir qu'il n'est pas nécessaire de connaitre ces puissancés, oar
be peut obtenir le résidu minimum d'une puisssnce am moyea de ia ‘prilsance
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2%, Mais ¢ #< p—1, on prendra un autre nombre 5, qm ne soit.
" pas contenu dans la période de g, et I'on cherchera de la méme
maniére sa période. En nommant u I’exposant anquel 5 appartient,
on vait facilement que 4 n'est ni égal d¢, ni uoede ses parties ali-
quotes, car dans les deux cas on aurait b'=1, ce qui est im-
possible, la période dea renfermant tous les nombres dont la puis-
sance ¢ est congrue & 'unité (n° 53 ). Or si uz=p—1, b seta une
racine primitive; si u n’est pas =p—1, mais un mnltxple der,
nous aurons encore I'avantage de connaitre un nombre qui appar-

tiepno 4 an exposant plus grand, et partant nous approcherons de
notre lmt » puisque nous cherchons le nombre qui appartient i ’expo-
sant meximion; mais si 4 n’est ni=p— 1, ni multiplede £, nouns pou-
vons trouver un nombre appartenant & un exposant plusgrand que 2
et u; cet exposant sera lo plus petit nombre divisible & la fois par
2. et u. En effet, s0ity ee dernier nombre; on décomposera y en deux
faemmotnpmuenm eux,dont l’undunct et I'autre » (*). -

Soit a'al!A, ba=p (oed. p), 4B appartiendra.A J’exposant y;
.car on voit facilement que A appartient & I’exposantm, B A l'ex-
ponnt n, et parconséqnent AB appartiendra & I'exposant mn ,
puisque m ot 2 sont premiers gntre eux, comme on peut le dém
trer en suivant exactement le proe‘di dn n° 55,

3o, Si y=p—1 1, 4B sera une racine prinutivo » sinon on prendra
de méaie un troisiéme nombre qui ne se trouye pas dans la période
de A B; ce nombre sera uieraciné primitive, ou' bienil appartiendria
i 'wu éxposant >y, ou bien enfin parson moyen on déterminera un
nombre appartenant & un exposant > y.: donc, comme les nombres
quj résnltent dela répétition de cotte opération, appamonnnt&du

=e - e

. A - -

(*) On voit facilement par le 'n° 18 comment on peut faire cetts décomposition.
mdémwmymmqmmtdnmmbmmondumnmh
nombres premiers différens; chacun d'eux divisera ¢ ou %, ou tons les deux, On
écrira sous ¢ ou sous umqmdnhmtonn.Q-miemqudlmrontu,nt,
peu importe squs lequel on les écrive. §i I'on fait m=1le produit de ceux qui sont
écnhmﬂ,u==lcpmdlﬁtdpcgnxgmcontécnbml,ﬂatévﬂdqu =n @i~
visera ¢, que n diviserau et que ran==y.
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exposans qui vont toujours en augmentant, et sont néanmoins divi-
seurs de p—1, il est évident qu’on en trouvera enfin un qui appar-
tiendra an maximum p—1, ce sera la racine primitive.

74. Eclaircissons ceci par un exemple. Soit p==5%, pour lequel
on demande une racine primitive. Essayons d’abord le nombre 2
dont la période est '

1.2.4.8.16.52.64.55.37.1 elc.
0.1.2.5. 4. 5. 6, 7. 8.g etc.

Donc puisque 29=1, 2 n'est pas racine primitive. Essayons lo
nombre 3 qui ne se trouve pas dans la. période de 3, sa période est

1.3.9.27.8.24.72.70.64.46.65.49. 1 etc.
o.1.2. 3.4. 5. 6. 7. 8. 9.1g.11.12 etc,

Donc 3 n’est pas non plus racine primitive; mais le plus petit
" mombre divisible & la fois par les exposans g et 12, auxquels 2 et 3
appartiennent, est 36, qui donne m==g et #==4. Donc élevanta &
la puissance § =1, 3 & la puissance 12 =3, le produit de ces deuz
puissances est 54, qui appartiendra & 1’exposant 36. Si enfin on cal-
cule la période de 54, et quon essaye un nombre qui n’y soit pas
contenu, 5 par exemple, ontrouve qu'il est racine primitive.

.. 75. Avant d’abandonner ce sujet, nous présenterons quelques
propositions qui ne nous paraissent pas indignes d’attention , a cause
de leur simplicité.

Le produit de tous les termes de la période d'un nombre quel-
eonque est =1 quand leur nombre ou lexposant auquel appar-
tient le mombre dont il s'agit est impair, et =—1 quand il ets
pair. : :

Par exemple, pour le module 13, la période de 5 est composée
des termes 1, 5, 13, 8, dont le produit 480=-—1 (mod. 13), sui-
vant le méme module, la période de 3 est composée des termes
1, 3, 9, dont le produit 27=1 (mod. 13).

Soit £ I'exposant auquel le nombre appartient; on peut toujours
trouver ( n° 71 ) une base pour laquelle Vindice du nombre soit ==
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Ot Iindice ‘dur produittle tous les termes sera

=(1 4 a-p54-etefter) ﬁ?‘ = (tre2) s(p-'--- vy,

danc il sesa =e (moﬂ. p—1), quand 2 est impair;. st a&'-:-',

_ quand £ est pair. Dans le premier cas, le produit est =1 ( mdd. p3y
dans le second , =-—1 (med. p). .

76. Si le nombre du théoréme présédent est une cacine primitive,
sa période comprendra tous les nombres 1, 2. 5, 4,... p—1, dont
Je produit sera parconséquent toujours =—1; car p—1 éit ténu-
jours pair, excepté dans le cas ol p==3, et alors on a indifféremment
«1 on —1. Ce théesbme élégant qulon -énonce ordinairement de
cette' manitre: Lé produit de tous les nombres plus petits quun
nombre premicr dlant augmentd de Punité, est divisible par ce
nombre premier , a été publié par P¥aring qui I'attribue & F¥ilson
( Mcditationcs Algeb. Ed. 3, p. 380);, mais ancun des deux n’a

u le démontrer, et P¥qgring avoue que la démonstration lui en
semble d"antans plas difficilequ'il n’y a point de notation par laquélls
on puisse exprimer un nomhre premier; potir nous., nous pensons
que la démonstration de cette sorte de vérités doit &tre puisée dans les
principes plutét que dans la sotation. Liagrange en a depuis dernné
une démonstration ( Nouy, Mém. de I Ac.'de Berlin, 1771 ), dans
Taquetle il s’appuie sur Ia considération des coeﬁ_ibiens que Pon
Tonve en développant e 'produit - '

Cx+1) (2+42) (2+5).., (z+p—1)t
et il fait voir qu’en supposant ce produit
== o AP Bt o ete. - Ma 4N,
les coefficiens .4, B, etc. M sont divisibles par p; or
Nz=1,2.3,.. p—1. ‘

Maintenant si ue=1, lo prodait est divisible par py mais slors. il

sera =1-+ N(mod. p), done. vV est divisible par.p
Enfio RBaler(Opusc: anqlyt. T.1,.p.5ig) en a donné une.démons-
tration qui rentrs dans celle que nous venons d’exposer; ainsi
puisque de tels hommes n'ont pas cxu ce sujet indigne de leurs
) ‘ : méditations
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m&hhhons,nons espérons qu’on ne nous désapprouvera pas d’oﬁ'nr'
'encore ici une autre nmn&re de démontrer ce théoréme.

77. Nous dirons que deux nomibres sont associds, comme Pa fait
Euler, lorsque leur produit sera ‘congru & 1’unité. Cela posé, parla
section précédente , tout nombre positif moindre que p, avra tot-
jours un nombre associé moindre que p et il n’en aura qu’un; or
il est facile 'de ptouver que parmi les nombres 1, 2, 5 soocP=1, ﬁn’y
a qup. 1-et p—1 qui soient eux-mémes lenrs associés, car ceux qui
_ ’omront de cette propriété seront donnés par la congruence x*==1

ui ne peut avoir que deux racines 1 et p— 1. Supprimant donc cés

ux nombres, les autres 2, 5, 4... p=—2, seront associés deux &
deux; donc leur produit sera =1.; enfin multipliant pax p—1; le
produit de tous 1.2.53.4... p—1=p—i1=—1.

Par exemple, pour p=i3; les nombres 3, 3,4, 5,.. .11 s'as~.
“sociént de la maiiitre suivante: 2 avec 7,3 dvec:g;,. 4 avec 10,
5 avacs, 6 avec.11; dona mSni....u-_—.-:, et partant...........
1.2.30. L a13=1a=—1

78. L& théoréme de F#ilson peut étre rendu plus général en"Enon-
cant comme il suit : Le produit de tous les nombres premicrs
.avec un nombre donné A. et moindres que: ce nombre ; est congris
suivant A 5 @ Punité prise positivement ou. ‘négativement; L unité.
doit &tre prise négativement quand A est de la forme p~ on. 2p",
p étant un nombre premier différent de 2, ou encore quand d=4;
e} pasitivement dans tous les antres cas. Le théortme de Wilson est
contenn dans le pretmer cas. Exsmple. Pour A=15, le produit
des nombres 1, 2, 4, 7,8, 13, 13, 14, est =1 (mod, 15). Nous
snppmnons » pour abréger, la démonstration. Nous observerons sen-
lement qu'on peut y parvenir comme dans I'article précédcnt
excepté que la congruence 2*=51 peut avoir plus de denx sacines,
ce qux demande certaines éonsidérations particulitres. On pourrait
aussi la tirer de la considération des indices, comme dans le n°* 75,
si 'on y joint ce que nous du.'onc tout & ’heure des modules com-
posés.

79- Revenons & I'énumération des autres propositions (n° 75 ).

La somme de: tous les termes de la période d'un nombre quel-
congue est =o0.

H
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Ainsi dans Y'exemple du n° 75
' x+5+m+8=3650 (mod. 18).
Soif a le-npmbre dont il s’agit, et ¢ l'exposant auquel il appartient.

La somme de tous les termes de la période sera.......
=t4au-at4a’+..... +a""-°t:v_(__mod pYor a'=—1=0,

dopgc aussi c:'—:%ﬁq s 8i. @—1 n’est pas divisible par p; il fant dono
excepter ce cas, si nous voulons regarder méme un seul  térme
comme une période. -

'80. Le produit de toutes.les racines primitives est ==y, excepté
le casolt p==3, car alors il n'y'a qu'une racine primitive 2.

Si I'on prend pour base une racine primitive quelconque, les
indices de toutes les racines primitives seront des mombres premiers
avec p~—1 ot moindres que lni; mais la somme de tous ces nom-
hres , c’est-d-dire l'indice du produit de toutes les racines primi-
tives , est =o (meod. p+1); donc le produit est =1 (mod. p).
En effet on voit facilement que si k est un'nombre premier aveo
pP—1s. p-—-x—k le sera.aussi, et que parconséquent la somme des
nombres premiers avec p—1 est composée de couples dont la somme
est dlvisxble par p—1. 11 est bon d’observer que k ne pent &tre

égal d p—1—k, & moins qm u—- ne omtpmnier ave¢ p——1,¢0.

qui exige que p—1=2 oun p_.S » €48, que nous exceptons.

*81. La somme des racines primitives ¢st =o quand p—1 est
divisible par un quarré, op=cby’ quand p—1 est le produit de’
facteurs premiers inégaux. Le signe -}- appartenant au cas ob le
nombre de ces facteurs est pair, le signe — au cgs ou il est impair.

Ez. 1°, Pour p==13, on a les racines pnmmvés 2,6;7, 1vdont’
la somme 26==0 (mod. 13). 2°. Pour p=11, les racines primitives
sont 2, 6, 7, 8, dont la somme 23=-1 (mod 11). 3% Pour
p_31, les racines primitives sont 3, 11, 13, 13, 17, 21, n, 24,
dont la somme 123=-—1 (mod. 51)

‘Nous avons démontré plas haut (n° 55, 2*)-que si ‘Foma.:-

p—1=a b c’ etc., et queA B, C, etc. sonent des nombres quel-

canques qui appartiennent aux- ewma b 4 » etc. reapeotx
vement, tous les produits 4B C etc. seront des raciges primitives
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mais on peut aussi démantrer facilement qu'une racine primitive
quelconque- peut s’exprimer par un produit de cette espéte et d’une
seule fagon (*).

Il suit de 12 que ces produits peuvent étre pris au lieu des racines
pmmdvu, mais , comme dans ces produits il faut combiner toutes
les valeurl de 4 avec toutes celles de B, etc. , 1a somme de tous ces
produits sera égale au produit.de la somme des valeurs de £, mu!-

-uplide par la somme des valeurs de B, etc.. Désxgnons toutes les
valearsde 4, B, C, etc. par A, A', A", etc. B, B, B*,étc. C, C', C*

etc. La somme de toutes les racines primitives sera congrue uu
prodmt (A4 A4 etc.) (B+4-B'-etc.) etc.; or je dis que si
d=1, 1 sommie A+ A 4 A" 4-etc,, sefaz=—1 (mod. p), que si
a>>1, celté somme séra’ =0, ¢t de' méme pour g, 3, etc. Si ces

(*) On déticnsinera des nombres«’, £, ', etc. tels qu'on ait «’asi1 (mod. a*)
et amo (mod. b8 ¢¥ vtc.) ; Fus1 (mod. 5¥) et mko (mod. a* c¥ etc. ), etc.
(v n° 33); donc on aura & +4-£'-9’-etc.sm1 (mod. p—1), (n° 19). Or si

"on doit’ expfimer  une raéine’ primitive quélconiqueé r par un produxt de la forme

A_BC ete.; on’prendra Ammv*, Bamrf’, Camr¥, etc. A, B, C sppartiendront

uqecnvemont aux exposans a*, b, ., etc., et le produit ABC etc. sera mur
(mod. p). Or il est facile de vonrquel B, C, etc. ne peuyent se détermiger d'une
autre maniére (1).

(v) Cettemots nous sémble avoir besoin'dé quielques éclaSrcissemens. Tl est aité de
voir que tousles nombres , excepté ', sont divisibles para®; ggapmlent somme
Yest aussi, ou est a0 ( mod. ¢‘),mmeomme¢ me 1 (mod. ¢*), il vient donc
d+ﬂ’+'y < etc.am1 (mod. a*), de méme &’ 4845 fetc.am (mod.b‘),etc .3
donc4+l+7’+etc.-t (mod. a® b8 ¥, etc.) sm1 (mod. p—1). Or si I'on fait
Amnr”, Bun® C-",atc.d,ﬂ,c etc. app&uendmntmxupmma B, ete.
respectivement. En effet £°“ mer”/*“sm 1 (mod. p), da* éunt-o(nod p—l),etil

gt visible que I'onne peut siipposer A'ms1 (mod. p), ¢ étant <", stdemémepour B,
C, wtc., car on aurait «'t swo (mod.p —1),ce qui ne peut avoir lieu 4 moins que ¢ne

soit = a* ou =m0 (mod. a*). Oril est aisé de #'dbsurer encore qu'on ne pdut troyver
donombreg[ B, C, etc. respectivement incongrus & 4, B, C, etc., et qui

pissent les remplacer. En effet on aurait 4 msr*’, «* étant un nombre déter~

miiné comme «'; mais an » aussi Asmr*'; or commoc. et «" sont congrus au méme
nonbruﬂvmlo modale p—1. ilssont congrus entr’eux suivant ce méme iiodule;

donc “smr®’ (mod. p), et partant Asm A" (Note du iraducteur. )
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deux assertions sont démontrées, la vérité du théorime sera mani~
feste, En effet, quand p—1 est divisible par un quarré,. quelqu'un.
des exposans'a, B, ), etc. sera > 1, et partantun des facteurs dont
le produit est congru & la somme de's racines primitives » Sera =0,
C’est-a-dire que le produit lui-méme le sera. Quand p—1 ne pourra
. &tre divisé par aucun quarré , tous les exposans a,p, ¥ » etc. seront
egaux F Punité, et la somme des racines primitives sera congrue
gu produit d’autant de facteurs dont chacun =—1, qu'il y a de
nombres a, 3, ¢, etc.; donc partant le _produit sera ==k1, suivant
qu’ils seront en nombre pair ou impair; or ces deux assertinus se
prouvent ainsi qu’xl suit :

1°. Quand a==1, et que .£'est un nombre appartenant a l’expo-
sant a, les autres nombres qui appartierinent aussi & cet exposant
sont A+, A*,. oA OF 1o A AP e A A, . . A 08
lasomme de la pénode compléte, ét partant =o (n° 79); domc

A+ A+ A ... A=,
a2°. Quand «>>1 et que A est nn nombre appartenant i I'expo~
sant a", on aura les antres nombres appartenansau wéme exposant,

si de la suite A, A3, 44, . . A"~ on retrancbed‘ d" d",_otc.
(n° 55) » leur somme sera donc ‘

i A A o A (i o e o A);

Cest-a-dire congrue 3 la différence. do deux péundcs , et pere
conséqnent—o.

8a. Tout ce que nous avons exposé jusqu'a présent, supposq qne
le modale soit v nombre premier. Il nous reste & considérer 16 cas
o1 I'on prend pour module un nombre composé ; mais comme il n'en -
résulte pas des propriéfés anssi élégantes que dans le premier cas,
et qu'il n’y a pas besoin d’artifices bien délicats pour les trouver,
tout se déduisant presque de la seule apphcatxon des principes pré-
cédens, il serait superflu et fastidieux d’épuiser ici tous les détails.
Aussi nous expomons en peu de mots ce que ce second cas a de
commun avee le premier, et ce qui lni est propre.

83. Les proposmons des no* 45—48 ont déja été démontrées géné-
ralement, mais celle dun® 49 doxt étre changée ainsi:
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Si f désigne combien il y a de nombres premiers avec m es.
m&a que lui , c’est-d-dire si f=¢m (art. 38), l'e.zposant tde
2a plus petite puissance dun nombre donné a premier avec m, qui
est congrue & Punité suivant le modulé m sera =f, ou une partic.
aliquote de f. -

La, démonstration de la proposition du n* 49 peut servir également
dans co-cas<ci,eny subotmumtm pourp,fpourp—t,etau Heu des
nombryes 1, 3,5, e p—1, les nombres premiers avec m et moindres
que lui; ainsi nous'y renvoyons le lecteur. Mais les autres démons-
trations dont nous avons parlé (n® 50, 51), ne peuvent t'apphqner
A cg cas sans beducoup d’émbarras. ‘A 1'égard des propositions sni-
vantes (n%52 et suivane), il iy a une grande différence entre les

_modales qui sont les puissances.d’us nombre prémier et ceux-qui
sont divisibles par plusieurs nombres premiers, Nous considérerons
dong & part les modules du premier genre.

84. Si le module m=p*, p étant un nombre premier, on aura
J=p=(pea), (a* 38); Ord Von applique & ce cas les recherches
¢ontenues (n™ 53, 55), mutatis mutandis comme dans Pagticle
précédent, on frouvera que tout ce-qui y 8 46 démontré surait lien
également, ¢'il éhn.pronvé que la congruence z'—1=50 (mod. p*),
He peut avoir plus.de. £ racines différentes. C’est d’une proposition
plus générale (n°43) que nous avons déduit cette vérité pour un mo-
ddqm aneis ectte proposition n’a lien que paur;les madales
premiers, et partant ne pent s’appliquer & ce cas. Nous allons donc
- 1a démontrer par une:méthode particuliére , et-plus bas (sect;vin)

nous lp prouverons-encors plus facilement.

85.. Nous nous proposons de démontrer co théortme: Si Je plus
grand commnun diviseur des nombres t et P (p—1) est e » la
congruence x==1:(mod.p*) dura e tacines différentes.

Soit e==kp’, desorte que k ne renferme point le facteur P et
qu'il divise pureonséquent p—1- Alorsla cougruence x'z=3 syivant
Ie module p, aura.k racines différentes , et si on les désigne par
4, B, C, ots., une racine quelconque de cette. méme congruence,
alinm le module p*, devra étre congrue a quelqu’un des.nombres
4,8, C,etc., omv.ant le_ module p. Or nous démontrerons que 14

congruence r= ( mod. P")sap racines comgrues A A, autant .
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& B, etc. suivant le module p, d’od il résultera quele nombre de
toutes les racines sera kp’ ou ‘¢, comme nous ’avons avancé. Cela
posé , nous allons démontrer que

1°. Si « est une racine congrue & .4, suivant le module p,

bl 4 . P ) b, T

akp" s ackap  ,a5p  ...askp .p , setont
aussi des ratines.

" 2% Aucun nombre congru avec £ ne pourrs 8reé racine, #'il
n'est de la forme a-l-hp-"-".; h étant ur nombre entier quelconque;.
d’o il suit qu’on aura p’ ratines différentes, et qu'on n’en aura pas
davantage; la méme chose aura lieun par rappertd4 B, C, etc.

- 5%, Noua ferons voir comment on. peut toujours trouvet une racine
congrue' & A suivant le medule p,

~ 86. TrkorkuE, Sit est comme dans Tarticle précédent un
’nombre divisible par p et nonparp. rte ,onaura(u-l-h )‘-—c‘=o
(mod. 7 17) , ot = w=rhp" £(mod. p* 7). La: seconde
partio du théordme n'a pas lieu'quand pt=a et pe=>1,

- On pourrait déduire la- démonstration de ce théoréme du dévelop-
‘pement de la puissance d'un binome, si on faisait vdu' que tous les

‘termes, aprés le second, sont dxvmblecpq I Fr, ; miis comme
Ja considération des démominateurd des coefficiernjette dansquélque
embarras, nous préférons la méthode snivante:

" Supposons d’abord x> 1 ‘et r==1, on a généralement. z'—-y"'
=(a—y) (& 2Tyt e v ey ! ); dome.......
(ﬁ-l—h}l‘ )‘-—u‘-—-hp {(a..'..]‘r" )'-'r_'_ca__'_h,}‘)!-i‘_’_etc +¢c-|} o
mis on & a-p' ==a (mod. p*); dong chaque terme (a~+7p")~",

(at-kp"")'=a, ote., sera =o'~ (mod.:p*), et plrcouéqnent Is
somme de tous =t«'="' (mod *), ou bien cette somme sera de la
forme ta''~-Pp*, ¥ étant un nombre quelconque. Donc
(art-hp"y-mu'.sere do ls formen'— g s #hp" T2, crestridire.

qu'il sora—'a.""hp't (mod. p’""’) et =o (mod “+') m,'
pour ce cas, ls théordme est démontré, :
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Or si le théordme n’était pas vrai pour les autres valeursde v, u
restant > 1, il y aurait nécessairement une limite jusqu’a laquelle le
théordme serait vrai, et passé laquelleil serait faux. Soit ¢ la plus
petite valeurde » qui se refuse an théortme. On voit facilement que

- le théordme est vrai si  est divisible par p' "} etnon par p’; mais
que si I'on substitue #p & 1a place de 7, il ne I'est plus. On & ‘donc

(at-Tp"y=a-t e lgl't (mod. ), onmar ettt 1,
u étant nn nombre entier quelconque; mais comme le théoréme sst
déja démontré pour y==1, on aura (o'’ Ap’ -+ uf:“+¢)'-5 a®
qar— Bttt epan - 'up‘“'H'} ' (mod. Tty etpartant
(a-W yp=ar--ar= g 1p (mod. p‘“+'+ '); c’est-a-dire que le
théortme est encore vrai si on substitue 7p au lien de £ ou ¢~}-1 au
‘lien de @, contre I'hypothése; donc le théoréme est vrai pour toutes
les valeurs de ». - T

. 87. Tlreste Je cas ot x=1. Par une méthode absolument sem-~
blable & celle de I'article précédent, on démontrera, sans faire usage
du développement dn binome, que
(atlpy—r=a=ioha=*(t—1) hp (mod.p*)
a(a-hpy=r=a'3'4ea'"*(t—2) hp (mod. p*)
- @ (amhpyTismat et (¢=—3) hp (mod. p*), etc;

donc (puisque le nombre des ermes est i) la somme sera =ta'—"
+ (_‘:5.‘__)‘ a'=* hp(mod. p*); mais, comme? estdivisible par p,S-'—";’—’-_' N

le sera aussi, excepté le cas ol p==23; que nous avons exclu, et dans
les antres cas, la somme sera =ita'~' (mod. p*), puisque

Si':;-f-)—‘a'."‘hp est divisible par p*. Le reste de la démonstration est
comme dans V'article précédent.

11 résulte de 14 généralement qu’en exceptantle cas ol p=2, ona |
(a+1p“y§¢' (ﬁlod. p“"") et (a—+hp" ) non=a' pour un module
qui est une puissance de p pius haute que p""" » pourvu toutefois
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que /s ne soit pas divisible par p , et que P soit la plas haute puiss
sance de p qui divise ¢.

De 14 suivent sur-le-champ- les denx premidres propositions que
nous nous énons proposé de démontrer (n° 85), savoir: -

1°, Si a'=1, on awra aussi (at-hp"~ "y=1 (mod. p*). -

2°. Si un nombre a’ congru & A et partant i a,. suivant le
module p, mais incongru & «, suivant le module p" ", satisfesait
3 la congruence z'=1 (mod. p*), supposons u.._ac(-dp ,daottq
que / ne soit pas divisible par p, on aura A<n—-v, alors -
(¢.+lp, y=a (mod P + et non nnvant P qux est une pms-'
.sance de p plus haute que p oty 5. donc «’.ne peat 8tre racine de la
congruence T'=1.

‘88. Nous devions en troméme lieu trouver une racine de la con-
gruence z'=1 (mod. p*), qui fut congrue A A, Il.nous suffira de
faire voir ici comment on peut y parvenir, si-’an connait une ra-
cine de la congruence suivant le module P puisque I'on ponm

du module p, pour lequel A4 est racine, au module p*, e€
de 12 A tontes les puissances consécutives.

Soit donc « une racine de.la congruence 2'=1 (mod. p"") [

que 'on cherche une racine de la ‘'méme congruence suivant le
module 7*, nous la supposerons ==a-p-kp" |, forme quelle
doit avoir d’aprés I'article précédent : nous considérerons & part le

cas ol y==n—1,et y ne peut-étre >n—j. On aura donc
(¢+hp o w1 b Ed Annd |

y=1 (mod p*); maia (B " ey
,+a.“"htpn—' (mod. p'), si donc on détermine 5 de mahiére
qu’on ‘ait 1=a'~ha'= htp" (mod.p'),qn,commeparhypo-.
thése 1 -—ct' (mod prt ) et que £ est divisible parp » de manijre
qu'on ait =& P"" - —att h > divisible par p, le probléme sera résolu;

or il est Pl'OllVé dans h saction précédente, que cela est toujours

o possible , pmsque ¢ ne peut 8tre msé par une puissance de p plus

haute quep”, et ‘que partant a'=" est premier avec p.
' ‘Mas
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‘Majssi y=n—1, c’est-A-dire st ¢ est'divisible par p*=* ou par’
ung plus haute puissance de p, toute valeur 4 qui satisfera  1a con~

graence z'==1, suivant le module- P> ¥ satisfera: anssi suivant le
modale p*, .Soit en effet #=p*~tr, on atra t=r (mod p—1);

-donc puisque A'=1 (mod.p), on aura aussi A4 =1 (mod. p)."

Soit donc 4 =1--hp, onaura L=(14hp)p"" =1 (mod: p*),.
( n° 87 ).

89. Tout ce que nous avons démentré (n% 57 et suivans) & P'aide
du théoréme du n° 43, a lien pour un module qui est une puissance
d’'un nombre premier, et si Yon-appelle racines primitives. les nom-
bres qui appartiennent & I'exposant p*='(p~=1) , c’est-d-dire ceux:
dans la période desquels se trouvent-tons.les nombres non divisiblées
par p, il yaura également ici des racines. pummves‘ tout. ce queé
nous ‘avons dit des indices et de leur usage, ainsi que de la résolue
tionde la congruence 2= 1, peut s’appliquer  ce cas: comme toutes
les démonstrations n’ont aucune difficulté, il serait superflu deles
répéter. Nous avons en outre fait- voir comment on déduit des
racines de la. congruenee z'=1 (mod. p), celles de la congruence
- a'==t(mod. p*); mais il faut ajoufer quelque chose sur le cas ok

p==2, que nous avions exclu dans ce qu’ précdde.

0. Si I'on prend pour madule une puissance de 2 plus hauts
que. la sedonde ; 3* par exemple, la puissancea®—* de tout nombrc
impair sera =1,

Par exemple , 3'=6561=1 (mod. 32).

En effet tout nombre impair est de la forme 1 --44 oun de
celle-ci — 144, d’oll la proposition suit immédiatement. (86).

Ainsi 'exposant auquel appartient un nombre impair quelconquo
suivaintle module 2*, doit &tre un diviseur des""‘, ce nombre appar-
tiendra donc & 'un des suivans 1,2, 4, 8,....2°=*; et d'ailleurs on
jugers facilement -anquel it apparuent. Sait le nombrc proposé
==4h==1, et 2 la plus haute puissance de 2 qui puisse diviser 4
(m st=0 quand % est impair). Alors I’e xposant anquel appartient le
hombre donné sera =a*="=%,si n> m-}-2; mais si n=ou < m-2,
1é"nombre’ proposé sera ==k=1, et partant appattlendra &l’exposant
1 ou d Pexposant 2. En effet 4k i====1-4-2"**%, et ce nombre
élevé a a puissance 25—+ devient congru & I'unité suivant le mo-

I




- .:“1,
P -
e Y

=2

66 RECHERCHES

dule p*; or on déduit sans peine da m° 86 que si on. ﬂm«
nombre & une puissance de degré moindre, le résultat serait incen-
gm a I'unité. Ainsi tout nombre de la forme ==1-4h, ol & est
impair, c'est - 4 - dire tout nombre de la forme 8k-}-3 ou 8k~5,
apparnent a Pexposant p™*

o1. Tl suit de 12 qu’il n’y a pas dansce cas-ci deracines pmmlwa,
dans le sens que nous avens donné & cette expreuloh, c est-& dkc
qu'il n’y a pas de nombres dont la période renferme tous les nom-
bres premiers avec le module, et plus petits que lui; mais on voit
facilement qu’il arrive ici quelque chose d’analogue. Eu efftt
toute puissance impaire d’un nombre de la forme 8k+5 ect'd;e.
méme de la forme 8443, €t toute puissance paire est-de. la former
8413 donc aucune ne peut &tre de la forme 8445 om 81:+7 3
donc comme la période d’un nombre de la forme 8k-5 est com-
posée de 2" —* termes différens, dont chacun est de la forme 8kt

ou 8k+43, et qu’il n'y a pas plus de 2"—* de ces nombres qui
soient plus petits que le module , il est évident que tout nombre
de la forme 84-}-1 ou 8k--3 est congru suivant le module 2°; &
une pmssanoe d’un nembre quelcenque de la forme 84-3. On
“peut faire voir de la méme manitre que la période d*un nombre
de Ja forme 845 comprend tous les nombres de la forme 8kr
. et 8k<4-5.-Si dong on prend pour base un nombre de la forme
8k+15, on trouvera des indices réels pour tous les nombres de ls
forme 841 et 8%k--5 pris posmvement » et pour tous les nombres de
la forme 84--3 et 8k -7 pris' négativement : on doit encore re-
garder comme équivalens lesindices congrus suivant 2*—*. C'est ainsi
qu’on doit entendre la table I, dans laquelle pour les modules 16,
B2et64 (cariln _y a besoin d’ancune table pout le module 8), nous
avons toujours pris 5 pour base. Par exemple, le nombre 19, qui
doit étre pris négativement, puxsqu ‘il estde 1a fonno 8n+-3, a pour
le module 64 I’indice 7, ce qui signifie que 5'=—19 (mod. 64).
Si Pon prenait négativement les nombres de la forme 8n-}1 et
8n—+-5, et positivement ceux de la forme 8r-3 et 8n+7 , il fans’
drait leur donner des indices pour ainsi dire imaginaires; en les in-
troduisant dans le calcul des indices, on le réduirait a2 un algo-
rithme trés-simple ; mais comme nous serions conduits trop loin si
nous voulions traiter ce sujet en toute rigueur, nous réservons
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&e: point pour une autre accasion, quand. peut-8tte tious entrepren-
dronsde. traiter plos-en détail 1a théorie:des: quméi imaginaires),
- qui nous semble jusqu’d présent n’avoir été réduite par personne &
des. notioss-claires. Les gens instwuits parviendront ai¥ément & cet
algorithne ceux qui sont: moins exepods: pomsrott Béanmveins:s»
servir de cette table, comme ceux qui ne sont point aun.-fait dep
connaissances ‘modernes. sur les, dogarithmes imaginaires: se. ger-
vent ‘des logmthnm, pouryu, qu'ils possodent.bien. les: principes
antérieurement établis,

. 9a. Presque tout cequi a rapport aux r&xdmd«pmaance;,mnnt '
un module composé de plnsieurs nombres premiers, peut se dédnire
de la théorie générale descongruences; mais cémme nounsexposerors
plus bas une manidre'de ramenerdes congruences ‘dont lemodule est
composé de plnsionrs nombres premners ; & d’autres dont le module
est un nomibre premier , on une puissance d’nn.nombre premier, nous
ne nous arréterons pas.beanconpicisurcette matidre: Nons nous con-.
tenterons. d’observer que la belle-propriété qui a lien- pourles antres
miodules, savoir: qu'il existe ton]ours des nombres dont la période -
renferme tous les nombres premiers avec le module, n'a pas lieu
ici,. exoepté dans lo seul cas ol le module est double d’un nombre
premier, ou d'une puissance d’un nombre premier. En effet si I'on
raméne le module m & la forme 4B C etc., 4, B, C, etc,
étant des nombres premiers différens , qu'on fasse en outre
A= (A1) =, Bl.'(B—-x)__ﬁ, S (C—1)=9y, etc. et

que z soit un ‘nombre premer avec m, on aura =1 (mod. A4*),
=1(mod. B%), etc.; si dome u est le plus petit nombre divisible par

@, B, y;etc., onaura Z'=1 suivant chacun des modules 4,

B, etc., et partant, suivant 7 qui est égal 4 leur produit; mais
exaepté le cas ois 7 est double d’un nombre premier ou d’une puis-
sance d*an nombre premier; on a tou)ours < afy etc., puisqué les
nombresa, 8, ete. ne peuvent étre premiersentreeux, ayantaumoins
le divisenr comnrufia. Ainsi la période d’aucun nombre ne peut com-
prendre autant de termesqu'il y a de nombrespremiers avec le mo-
dule, et moindres que lui, puisqueletr ndmbre est égal au produit
aPy .elc. Ainsi, parexemple, pourmz=1001==7.11.13, lapuissance
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60 d’un nombre quelconque premier avec.m, est congrue 3 I'upité,
puisque 60 est Je plus petit nombre divisible d-la-fois par 6, 10-et 12.
Le cas ol le module est double d’un nombre premier ou d’un
pmssance d’un nombre premier, est tout - & - fait semblable & celu).
ol le: module est un nombre premer ou une puissance d’un nombre
ptemle)‘.

5. Nous avons déja cité en plusieurs endroits les ouvrages dans
Jesquels les auntres-géometres ont. parlé du sujet que nous avons
traité dans cette section-ci ; mais nous renvoyons ceux qui vou-
- draient avoir plus de détails que le desir d’abréger ne nous a per-
mis d’en donner, aux ouvrages suivans d’Euler, recommandables
par la perspicacité qui a tonjours distirigué ce grand homme.

Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta

(Comm. nov. Petrop. T. vi1, p. 49).

Demonstrationes circa residua ex divisione potesiatum per nu-
meros primos resultantia. (Ibid. T. xvur, p..85).

‘On peut y joindre les dissertations & et 8°des Opuscula ‘analy-
éica, T. 3.

- P



