Il était une fois la théorie des ensembles...
...I'histoire d'un (ou deux) malentendu(s)

Patrick Dehornoy

Laboratoire de Mathématiques
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e Comment une magnifique théorie scientifique a pu mener a la catastrophe (?7)
des « > ! ce qu'est la théorie des ensembles.

e Une promenade de 140 ans en compagnie de grands génies des mathématiques...




La réforme des €« maths modernes >»

e 1967-1973 : Commission Lichnerowicz

e Réforme pour

& moderniser |'enseignement des mathématiques
a l'école primaire, au college et au lycée,
en insistant sur les structures mathématiques >

André Lichnerowicz

e Fondée sur la théorie des ensembles,
et le traité de mathématiques de Nicolas Bourbaki

THEORIE
DES
ENSEMBLES

le groupe Bourbaki B




Le temps des patates et des fleches

e La réforme : plus de nombres, plus d’addition ou de multiplication, plus de
géométrie... des ensembles et des relations !
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De droles d'exercices...

e Personne ne savai les de résultats...
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D’'autres exercices bizarres...
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Le symbole A désigne la
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3| 2et 5 désignent le méme nombre.
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Le casse-téte des parents

« Si vous ne voulez pas perdre la face, parents, ce livre
est fait pour vous, car vous devez d'abord comprendre
la véritable nature des mathématiques modernes. >




La fin d’'une réforme

e Méme réforme et mémes problemes dans d'autres pays : « New Math » aux USA
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e Apres 1980 : abandon progressif des « maths modernes » dans |I'enseignement

e Aujourd’hui, les « maths modernes » sont bien oubliées... mais

Comment en est-on arrivé a ce gachis ?

Et, a propos, la théorie des ensembles, qu’est-ce que c'est ?




Numéroter les éléments d’'un ensemble

e De quoi parle Cantor ?
De la possibilité de les éléments d'un ensemble

e On peut numéroter les entiers relatifs :

—3 —2 —1 0 1 2 3 1

e On peut numéroter les nombres rationnels
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Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires 7

q

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

e Une piste : on peut représenter par David Hilbert

des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :

représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
représenter le nombre 1 par I'ensemble {0

représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0} ]

représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0,{0}], etc.,

John von Neumann | )
- ' ..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

De méme pour les autres objets mathématiques :

- représenter un couple (x,y) par I'ensemble {{x}, {x,y}],
- représenter une fonction T par I'ensemble { (x, T(x]] | x € Dom(f} |, etc.

e Toutes les mathématiques peuvent se représenter dans le monde des ensembles !

~3> Pour montrer que les mathématiques sont sans contradiction,

il suffit de montrer que la théorie des ensembles est sans contradiction.




Une grande aventure intellectuelle

i"ﬁ.
- {1 e Années 30 : chiche !

.. § -.._, e Nicolas Bourbaki, traité complet de

PA A & _
A 4 . = mathématiques I:ms% sur
ﬂ =y S m’g _:‘:, la théorie des ensembiles.

—;t .ﬁ‘ d 5. oS AL | ¢ Un travail colossal et admirable

e Une option hardie : puisqu’on a le choix et qu’'on peut tout

représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !

les nombres sont des ensembles, les fonctions sont des ensembles,... etc.

e Bien sir, cela marche trés bien
...et ce succes inspire les pédagogues :

e Puisque tout est ensemble,
il faut mettre les ensembles a la base de |I'enseignement :

& Le Professeur Dieudonné lance le cri de guerre de la
nouvelle croisade : "A bas Euclide !" »

. ; Jean Dieudonné
...Et vive la reforme des « maths modernes >» |




Les raisons d'un échec

e Pourquoi Bourbaki n'a-t-il pas compris I'importance des résultats de Godel ?

Pourquoi ces résultats sont-ils restés ignorés dans les années 1950 ?

e Parce que ces résultats étaient difficiles,
Parce que les fondements n'intéressaient pas vraiment Bourbaki.

e Parce que la mode était aux structures abstraites et aux
idéologies dogmatiques : les mathématiciens savaient
ce qu’ils faisaient, mais leurs épigones et suiveurs non !

Une convention technique commode
n'est pas la vérité révélée d’'une nouvelle religion.

e De surcroit : probleme de formation des enseignants

~ L’échec et le rejet étaient inévitables.




Numeéroter les élements d’'un ensemble

e De quoi parle I'article de Cantor?

De la possibilité de numéroter les éléments d'un ensemble (infini).

e Exemple 1: les entiers pairs

O 1 2 3 1
o 0 = 0 2 0 o 0 =
0 1 2 3 4 5 6 T 8

e Exemple 2 : les entiers relatifs

8 6 1 2 0 1 3 D 7
2 . 2 2 . 2 2 . 2
—4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4




Numéroter les éléments d'un ensemble (bis)

e Exemple 3 : les nombres rationnels positifs
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