
» Les avantages de la culture sont donc, dans les deux pays, dans le
rapport de 38 3i environ.

» En supposant de part et d'autre la terre égalementhumide, la meilleure
répartition des pluies, dans le climat de Paris, favorisant la pousse du
mûrier, pourrait bien faire disparaître en partie cette différence.

» Il ne me resterait donc pas le moindre doute sur le succès définitif
de la culture du mûrier autour de la capitale, si les circonstances statis-
tiques et agricoles n'y apportaientpas de plus grands et de plus sérieux
obstacles. »

Après la lecture du Mémoire de M. de Gasparin, M. Moreau DE Joivnès
dépose sur le bureau la Note suivante

« Un travail statistique inédit, récapitulé aujourd'hui, donne le résultat
suivant

» Dans les quarante-trois départements de l'est du méridien de Paris,
la culture du mûrier et les produits qui en tirent leur origine, donnent
une valeur annuelle de 42 millions de francs.

»

THÉORIE DES NOMBRES. Théorèmes divers sur les résidus et les non-
résidus quadratiques; par M. AUGUSTIN Cvuchy.

§ I". Sur les résidus inférieurs à un module donné.

« Les formules nouvelles, que nous nous proposons d'établir, se trou-
vant liées avec celles que M. Gauss a données, dans le Mémoire in-
titulé Summatio serierum quarumdam singularium, nous allons d'abord
rappeler ces dernières en peu de mots.

» On a, pour une valeur entière du nombre m, et pour une valeur
quelconque de x (séance du 3 février, page 180)

» Les avantages de la culture du mûrier étant réputés selon les diffé-
rentes circonstances atmosphériques

A Orange, pour A Paris, pourChaleur..
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Si, dans cette formule, on pose 2tn = n – i et

p étant une racine primitive de l'équation

on trouvera

puis, en remplaçant p par jû~*

Enfin si l'on multiplie les deux membres de la dernière équation par

en ayant égard aux formules

on trouvera définitivement

Si, pour abréger, on désigne par A la valeur commune des deuxmembres
de la formule (2) on aura non-seulement

mais encore

et par suite

x = P,



Or de l'équation identique

on tirera

puis, en posant x = i

Donc la formule (3) donnera

» Les diverses racines p de l'équation (i) peuvent être présentées sous
la forme

la valeur de a> étant

et m désignant l'un des nombres

Ajoutons que la valeur de p, déterminée par l'équation (6), sera une ra-
cine primitive, si m est premier à n. Ainsi, par exemple, à la valeur i de
m correspondra la racine primitive

En substituant cette dernière valeur de p dans les deux membres de l'é-
quation ( i ) on trouve

et, comme chacun des angles



sera compris entre les limites o, il est clair, qee,:sU'on -prend

le produit û sera, positif. Donc ^puisq^o^ tirera des formules (5), (9)

et (i°)V " ?
-n–trf–M

on aura nécessairement

et, comme on trouvera encore
lr: ("-)("-3) /n_j s.

sin(àsinioù.sin(n–2)m==(–ït=*sinmsin2®an̂–«;

la îoftanlé (g) donnera
'•

1 /'n– 1\2

En d'autres termes, on aura

lorsque n sera de la forme 4x + 1 et

Jprsque n sera de la forme- 4M- 3. Ainsi, par exemple, on trouvera
^pour »J=-3, - w -



pour n = r 5 = 3 5

» Les formules (g) et (io) se rapportent au cas où la valeur de p est dé-
terminée par l'équation (8). Supposonsmaintenant que, la valeur de p

étant généralement déterminée par l'équation (6), on prenne encore

Si m est premier à n, alors, p étant une racine primitivede l'éq.uation (i),
on se trouvera de nouveau conduit aux formules (4)» (5), et par suite
la valeur de A sera,, an signe près, celle que détermine la formule (12).

D'autre part, si l désigne un nombre inférieur à on aura

et, en conséquence, la formule (i5) pourra toujours être réduite à

» Considérons en particulier le cas oùra représente un nombre premier.
Alors si, parmi les entiers positifs et inférieurs à n, on nomme

ceux qui, étant résidus quadratiques, vérifient la condition

ceux qui, étant non-résidus quadratiques, vérifient la condition

on verra la formule (16) se réduire à



Si (Tailleurs p ue se réduit pas à l'unité, on aura

ou, ce qui revient au même,

Donc alors la formule (ig) donnera

Donc, lorsque, n étant un nombre premier, p ne se réduit pas à l'unité, la
valeur de A, fournie par l'équation (i5) ou (16), est une fonction alter-
née des racines primitives de l'équation (i). Cette valeur sera même une
somme alternée de ces racines, si p désigne l'une d'entre elles, et par con-
séquent alors on aura p

conformément à l'équation (5). H y a plus puigqu'en supposant la valeur
de p donnée par l'équation (8), on a trouvé

on trouvera au contraire, en supposant la valeur, de p donnée par l'équa-
tion (6),

L

Si p se réduisait simplement à l'unité, la formule (i5) donnerait évidem-
ment -i =

» Au reste, à l'aide des formules ci-dessus établies, on calculera faci-
lemént la valeur xjue peut acquérir l'expression A, déterminée par la
formule (i5), non-seulement lorsque n représente un nombre premier
ou une puissance d'un tel nombre, mais aussi lorsque n est le produit de
certaines puissances

w ,x n-tu r/-

de divers nombres premiers



Dans ce dernier cas, on reconnaît sans peine que l'expression A, détermi-
née par la formule (i5), est le produit d'expressionsdu même genre qui
correspondent non plus à la valeur

mais aux valeurs

de l'exposant n puis on en conclut immédiatementque la formule (22)
peut être, aussi bien que la formule (12), étendue à des valeurs quelcon-
ques de n, par exemple à la valeur

pourvu que, m étant premier à n, on pose avec M. Jacobi

Lorsque les exposants

se réduisent à l'unité, la formule (24) se réduit à

et la valeur de a peut être censée fournie par l'équation (21), pourvu quel'on nomme

ceux des entiers inférieurs à n, mais premiers à n, qui vérifient la con-dition (17) ou la condition (18).
» Si l'on substitue dans la formule (22) la valeur de A, tirée des équa-

tions (16) et (6), on trouvera

On aura donc par suite, si n est de la forme 4x + 1



et si n est -de la forme 4* 4" 3

Pareillement, on tirera des formules (6), (16) et (21) lorsque n sera de

la forme 4^ + 1
>

1-~

et lorsque n sera de la forme 4*+ 3,

le signe S indiquant-une somme de termes semblables entre eux, et re-
latifs aux diverses valeurs de h ou de k, qui vérifient la condition(17) ou

(18). Si l'on suppose en particulier jm==jc, on aura simplement, lorsque

n sera de la forme 4X + l>
4

et lorsque n sera de la forme 4x+ 3,

§ II. Sur les résidus et les. non-résidas quadratiques inférieurs à la moitié d'un module

="' donné.

»
Parmi les entiers inférieurs à uu nombre impair», mais premiersà n,

considérons en particulier ceux qui ne surpassent pas la moitié de ce

même nombre et soit l un de ces entiers. On aura généralement

puis on en conclura, si n est de la forme 4x H- 1 v

et, si n est de la forme /çl 3,
y

Cela posé, parrarles entiers inférieurs à -^fmats prehriers à ra, norômonà



\~t-t-h un quelconque de ceux qui vérifient la condition

et k l'un quelconque de ceux qui vérifient la condition

Les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, seront entre les limites o,
de l'une des formes

h, k,

et entre les limites 2, n, de l'une des formes,

n-h, n – k.
De plus on aura, si n est de la forme 4x + 1

et, si n est de la forme 4x-j-3,

Cela posé, si, dans les formules (3i), (32) du § F', on étend le signe S aux
seules valeurs de h ou de k qui ne surpassent pas ?, on verra évidem-
ment ces formules se réduire aux suivantes

» Observonsmaintenant que, n étant impair, ou premier à i les entiersinférieurs à n, mais premiers à n, pourront être représentés indifférent

Alors aussi, m étant premier à n, on aura, en vertu des formules (za)
(3o) du § Ier, v y;'

la valeur de co étant toujours



ment oa par les divers termes de l'une âes formes.

ou par les nombres qu'on obtiendrait en doublant ces termes et divisant les

résultats par n. D'aillèurs ces derniersnombres seront de 1 une des .ormes

'1 1 r _m

EnnVl'on trouvera généralement

c'est-à-dire que
@ se réduira simplement à -fc r, sr^est de l'une des

formes 8x + i Sx + 7, et à i, si n est de l'une des formes 8* + 3
9

8x+ 5; et l'on anra par suite, eu égard aux formules (6), (7) 1 si n

est de la forme 8x + 1,

20 si n est de la forme 8x + 5,

a° ù'n est de la fwme 8s rh 3
1

4° si n est de la forme 8x + 7

Cela posé, il est clair que, si l'on suppose le module n de la forme 8x.-+-
les mêmes nombres inférieurs à n, et premiers à », pourront être repré-

sentés, à l'ordre près, soit par les termes de la forme

h,n –*'hf

soit par les termes de la forme
ah, n – zh.

Donc, en étendant le signe S à toutes les valeurs de h, on aura,' dans

cettehypothèse



et même plus généralement

f (x) désignant une fonction quelconque de x. On trouvera, par exemple,
s

en prenant pour m un nombre entier

Par des raisonnementssemblables, on tirerades formules ( 1 4), ( 1 5),( 1 6), ( 1 7),

comparéesaux formules (6) et (7)

1
si n est de la forme 8x + 1

serale nombre des valeurs de h, et i le nombre des valeurs de k infé-

rieures à tandis que

s, ou t,

représentera la somme de ces valeurs de h Ou de k

st ou tt
la somme de leurs carrés,

S3 OU t3



la somme de leurs cubes, etc. et, si dans les formules (i 8), (ig), {zofr
(21), on pose successivement

1

on obtiendra des relations diverses entre les quantités

» Si l'on combine, par voie d'addition, les deux formules (18), ou (19),
ou (20), ou (21), on obtiendra seulement des relations entre les sommes

dont la valeur est connue, puisque le système entier des nombres des deux
formes h et k, ne diffère pas du système des entiers inférieurs à -n, et pre-
miers à «.Mais, si la combinaison a lieu par voie de:soustraction, or,obtiendra des relations entre les différences 1



\"t7/ ï
On aura donc, si n est de la forme 4x + 1

par conséquent

et si n est de la forme 4x -f- 3,

par conséquent

On aura d'ailleurs, eu vertu des formules (23), (a5) et (26),

Cela posé les formules (3o) et (32) donneront ,° si n est de la formebx-f- 1,



Ajoutons que, si l'on désigne par
Sm ou T. r,

la somme des nf«" puissances Rentiers inférieurs non plus à mais à

n et qui étant premiers à «ruinent la condition (4) ou (5), les va-
leurs de S,Tro /"pourrontêtre représentées par-les premiers membres des

formules (18) et (19), ou (20) et (21); et que l'on aura en conséquence,

i° si «est de la forme 4X +
>

«1 fvn – II

seront des quantités cfnnuesTet, en nommant N le nombre des entiers

inférieurs à «mais premiersà «, on trouvera, si n n'est pas un carre,

Cela posé, si dans les formules (39), (4o), on attribue simultanément à

m les valeurs ° q, i, 2^3,
on tirera de ces formules: i° en supposant que n soit un^nombre', non

carré, de la forme /jx 4* l-> '•.“



pour n = 1 5

En combinant les formules (4a), (43), (44), avec les formules (35), (36),

(37), (38), on en conclura i° si n est de la forme 8x + t, sans être un carré,

»
Si n était un carré impair, alors la condition (4) se trouvant vérifiée

pour tout nombre premier à n, tm et Tm s'évanouiraient généralement, et

l'on tirerait des formules (35), (3g), jointes à la seconde des formules (4 ï),
1

» Dans le cas particulier où n se réduit à un nombre premier impair,

les entiers ci-dessus désignés par h ou k ne sont autres que les résidus

ou les non-résidus quadratiques inférieurs à Donc alors i ou repré-

sente le nombre de ces résidus, ou le nombre de ces non-résidus, et

Sm ou tm la somme de leurs puissances du degré m. Cette même somme
devient Sw ou T,n, lorsqu'on y admet tous les résidus ou non-résidus in-

férieurs à m.
» Parmi les formules qui précèdent celles qui renferment seulement les

trois différences
“• cf S – T..

étaient déjà connues, au moins pour le cas où n se réduit à un nombre

premier. Ainsi, eu particulier, on connaissait les deux premières des for-

mules (42); et M. Liouville m'a dit être parvenu à démontrer directe-

ment la première des équations (37) ou (38), ainsi que la première des

équations (47) ou (48). J'ajouterai que la première des équations (47),



et la première des équations (48), résultaient déjà de la comparaison deformules données par M. Dirichlet.
» Dans un autre article, je montrerai comment des formules précé-dentes, combinées avec les équations connues, qui fournissent les déve-loppements de sinas ou de coscjs,

en séries ordonnées suivant les sinus ou cosinus des multiples de « onpeut déduire le signe de la différence i– quand n est de la forme 4x + 3
et des limites entre lesquelles cette différence se trouve comprise. J'exa-
minerai aussi quelles -sont.les formules qui doivent remplacer les précé-
dentes, lorsque la lettre n représente, non plus un nombre impair, mais
un nombre pair. »

RAPPORTS.

chimie. Rapport sur un Mémoire de JVL Bourra, relatif aux produitsde l'action de l'acide nitrique sur la résine d'aloès et à leur applicationà la teinture.

(Commissaires, MM. Thénard, Robiquet, Pelouze rapporteur.)
« La résine d'aloès soumise à l'action de l'acide nitrique, donne naissance

à plusieurs produits parmi lesquels se trouve un acide remarquable dont
l'examen chimique et les applications à l'art de la teinture constituent
principalementle Mémoire dont l'Académie nous a chargés" de lui rendre
compte. L'acide dont nous voulons parler a été signalé pour la première
fois en I8o8 par M. Braconnot et désigné par lui sous le nom d'acide
aloétique. L'habile chimiste de Nancy l'obtint sous la forme d'une poudre
jaune, incristallisable, d'une amertume extrême, peu soluble dans l'eau à
laquelle il communiquenéanmoins une belle couleur rouge de sang arté-
riel et formant avec la potasse un sel rouge foncé, susceptible de déto-
ner avec la violence de la poudre à canon, en dégageant une odeur pro-noncée d'acide prussique et laissant après sa combustion une légère tracecharbonneuse.

» M. Braconnotsignala de plus l'acide oxalique parmi les produits de l'a-
cide nitrique sur l'aloès.

» Plus tard, M. Liebig s'occupa aussi du même sujet et annonçaqu'outre les deux acides précédents, l'aloès en produisait un troisième,'
L'acide carbazotique, lorsqu'on le soumettait à l'influence prolongée d'une
grande quantité d'acide nitrique concentré. Il décrivit quelques-unes des
principales propriétés de l'acide aloétique et remarqua que la soie qu'on


