SUR DIVERS THEOREMES DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

DE POINTS SITUES

DANS UN ESPACE CONTINU A N DIMENSIONS.
PREMIERE COMMUNICATIOK
 Extrait d’une letire adressée a l’édxteur

i PAR

G. CANTOR.

el ... Métant proposé de vous communiquer les démonstrations de

| ‘plusieurs theoremes, ‘que: jai trouvés dans la théorie des ensembles, je

~ vous prle ‘de me permettre de commencer par’ les trois suivants, 4, B et
C dont: j'ai fait mention: dans le mémoire: »Grundlagen einer all gemeinen
Manmchfaltggkeatslelw e, Lelpng 1883».

Comme j'aurai & citer ce travail en divers endroits, je prendral la”

- .\llbﬂrte de le désigner par les lettres »Gr.

T Wéoréme A. »Un ensemble de points P’ (situé dans un espace continu

G, Ao dunensxons) ayant la premme _pmssance ne peut Jilm‘LIS c,tre un
| ':ensemble parfmé > - S

Tkeoreme B. »Le nombre a appartenant b la _p? emiére: ou a. la seconde
cla,sse de m>mbres, 501t P un  ensemble de - pomts tel, que son ensemble
'derwe P‘“)- ‘d’ordre a 's evanoult alors le premier ensemble dérivé P‘“ de P

-;iet ‘Z ensemble P lu1 méme sont de la premzere pmssance, sa,uf les cas ou
"Ifeb‘ensembles P ou P“’ sont hms.»

Tkeoreme C.. »P" etsmt un enaemble de pomts tel, que son prermer|

| ':f?'jensemble ‘denva P‘” Lest de la premlcre puissance, il existe des nombres
e de la, pmmzé:e ou de 13. seconde classe de nombrcs tels, qu'on 2. identi-
i leement* i EEE - L

, i I)(a)='0

e: _d(, tous ces nombres @ 111 'y & un qui en est le plub petit.»

Acm umlheman’ca 2. Impnmé ‘25 Aoit 1583. o h2



‘de la'dermere cst comme on“vmt, pluq pet:t que
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Démonstration du théoréme A.

D'apres »Gr. § 10» Jappelle ensemble parfait de points un ensemble

S tel, que son premier dérivé § coincide avec § lui méme, en sorte
que tout point s appartenant a § est un point-limite de S et qu’aussi
tout point-limite s* de § est un point appartenant & S.

Soient maintenant .

Piv Pay PgsevesDyye-

les points qui constituent I'ensemble P; nous pouvons les imaginer donnés

~ien  cette forme de seme 1), parce que P a dapres lhypothese, adrmse
- da,ns notre. theoreme, la ‘premiére pmssame . - S
' l\ou's 1dmettons que chaque point p, de. P est un pomt—lzmzte de P

et nous Voulons en conclure V'existence de points-limites. de P qui n'appar-
tlenncnt pas comme points » P; il en suivra“que P ne peut pas étre un

ensemblmpmrfmt car s'il en était ainsi, non seulement: chaque point de P
- devrait étre un  point-limite de Py mais  aussi chaque point-limite de P
%seralt necessalrement un pomt appmtenant a P

Que T'on: prenne - p. . pour centre d'un ensemble continu & (n— 1)

dlmEI’]SIODS lleu des: points: de G, qui ont la distance p, = 1 de p,; nous
o nommerons un tel ‘ensemble unc sPhere de rayon p] et nous la désigne-
. rons jer par K . Do _

' Dé tous les pomts de 1al suite () qui suivent p, woit p, le premier

_qm tombe dans lintérieur de la sphére K, (et il y en a dans Vintérieur

5..;§d‘e§j]a Sel‘le (p,) sont sﬂ;ues

E'ldfhlb,, un:
ISR
et prenons 2, ‘commié |cnntre d’ine lseﬁonde spl‘ere I(Q, dont Io rayon. p2

es s?_‘die,t' "I:inel par lcm condltlon detre la plus petxte des deux' quantités: |

ade K .un - nombre - infini, puisque le- centre p, cst, comme nous avons

_;Ipomt-hmzte de P); nommons ¢, la ‘distance des pomts pl. et Pi,

E R R i ?E‘?'x;'f? i :Z(ﬁ*‘-’il‘;f“;ﬁ""l)_- |
EIRE A HEE R R E R R
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- iLia |sphére K - est alors s:tuee toute ntlere k! lmterleur de IK et les pomts'

| : |
‘\ | . ! N . : ! } ' I [N
‘ } p;! c_n‘;.;._- spfg—-—l ;;‘i 1 R ;.
.: . . 'I \
|

_._ = (D

i:ous en dehors de la,

LT
|

in)here I{ leraylon 0,



: Chaque‘ sphere X, est smuee toute enhere A lmtemeur dc h precedente K”L‘l o
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De méme soit. p, le premier point de la suite (p,) de tous ceux,
qui suivent p, et qui tombent dans lintérieur de la sphere K,; il y en
a un nombre infini, puisque p, ecst supposé étre point-limite de I’; nous
désignons la distance des points p, et p, par g, et prenons p, pour
centre d'une troisicme sphére XK, dont le rayon p, est déterminé par la
condition d'étre la plus petite des deux quantités:

I 1

_;‘725 _E(aoz_o'z); |

“la sphére '?K:; est alors située tout entiére & lintérieur de K, ct les points:

271:- pgﬂ ree pi,—l
de la série (p) sont situés tous en dehors de la sphére K ; le rayon p,
est évidemment plus: petit que rh

On- v01t done ici- une {loi d’aprés laquelle on peut former une sulte
infinie de sphéres:
K, K, K,... K,...

liée & une série déterminée de nombres entiers i, croissants avec leurs
indices, de sorte que l'on a:

:_ -1<i <;e,':<-.';. e

Le centre Ipir de la,i sphere If est dehm par la. CODdltIOH clu il est le

‘:premler pbmt de 'la série (p,) de tous |ceux qui suivent pi,_, et qui sont

L gitués & lmtemeur 'de . la sphere K 13 le rayon . p, de K, est defini p'lI‘ la
i fii- COl'ldlthﬂ dctre le. plus' petlt des deux ‘nombres:

B I

I\.‘ P
"fi:y';; R 1
'!ii; gt AP

'\ i (Iﬁ.a--l v-—'l)!_ \

en desi&hant par \o-,,_l la. dlstance des pomts b et D, ,
Les pomts pl, p.” o Dir sont sﬂ;ues| tous en! dehors: de ld sphele
‘K,, mals illy & ‘uh -nombre mﬁm de! pomts dé In'série (p.)y qui sont



- classe de nombres, on a, quel qu'e so1t l’enscmble P, 1’1dent1te sulvante' '-

)
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situés a lintéricur de K, puisque le centre p, est, comme nous Pavons

admis, un point-limite de P. Comme on a évidemment

I
—1"1

P <

les r Lyons des spheres K, deviennent infiniment petits: pour » = oo, et
puisque les sphéres K, sont emboitées de telle sorte que K, est située a

Tintérieur de K, ;, celle-ci & ‘lintérieur de K,_, ctc, on en conclut
~d'aprés. un  principe - connu Vexistence d'un ‘point. ¢, dont sapprochent

mdeﬁmment les centres p;, en sorte .que Yon a

Nlim p, = ¢;

b

le point ¢ est donc pointlimite de P. Mais de plus on sassure, que ¢
n'est pas un point appartenant & P; car gil 1'était, on aurait ¢ = p, pour
une certaine valeur de lindice n, équation impossible, puisque ¢ est situé
a Vintérieur de la Tsphere K, quelque grand que soit », quand au con-
traire on: peut prendre v assez grand, savoir v > #, de sortc que p, tombe
en dehors de la sphére K.

Done nous avons demontre, que P ne peut pas étre un ensemdle parfait.

Jemonsh‘atzon duw théoréme B.

a étant un nombre donné quelconque de la premiére ou de la seconde

| R L | -
o i I :; PN =2 (P P. “'+‘.> ‘P(“’ : ' o AR
SAEE :‘|| -w-i_ EEEE R RN ’ S
dail!1|S! aqqelle a parcourt tous les nombres entlers posmfs. qui sont -
’fe)iéez:w‘s ‘a|, - La vérité de ‘cette identité (1) decoule famlement de'la
[ oy :

“Totion generale de ‘l‘enscmblc ‘derwe P“" de Vordre a.

.:;a'|-' \Lorsque a est :un nombre tel qull eXJSte un autre a qui- precede a

i mnnc,dutcmcnf alors P"" est dehm comme etant le premzer ensemble derwe. ,

~de! P(—l)- IIl’laIS 101 sque/ est un nombre tel| (comme par exemple w' ou

l. |\-
W,

| ou| (o ‘+ w”), qull n a, pomt de voism qm Ie precede lmmedlatement

'.alors |P‘“’ est deﬁm comme etent le. plus grand commun d1v15eur de tous
--"les ensembles derwes P, dont les ordres o' sont. mfémews Ao '
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D'aprés Phypothése admise dans notre théoréme, P g'évanouit, on
a donc ici;

PO = Z (I)(Gf')..._. P(“'“)).

Le nombre des valeurs de @' est ou fini ou infini sclon que « ap-
partient & la premicre ou & la seconde classe de nombres; mais dans le
dernier cas l'ensemble des valeurs de o' est de la premicre puissance (Cf.
la définition de la seconde classe de nombres dans Gr. § 11).

Chaque terme

(P — pin) |
de notre somme cst un ensemble de points appartenant & la catégorie de
ceux que jappelle ensembles isolés (voir Annales math, T. 21 pag. 51).
Comme je 1'ai- démontré au méme endroit, un ensemble infini et isolé est
toujours de la premiére puissance. Done le terme

(P @)y ___ P(a'+1))

de notre somme est un ensemble ou fini, ou de la premiére puissance.
Par 1a on conclut facilement que PW est aussi de la premitre puissance,
donc aussi P est de la premiére puissance, comme on le trouve démontré
a l'endroit cité tout 4 I'heure,

Démonstration du théoreme C.

En désignant par £ le premier nombre.de la froisiéme classe de
-nombres, on a, quel que.soit Pensemble P, Yidentité suivante:

.‘(_2) S P(I)EZ(p(m)_P_(uqfﬁ)_l_Pm)

- ! @

ol a parcourt tous les nombres entiers positifs de la premitre et de la
seconde classe de nombres.

L'ensemble P est d’aprés lhypothcse admise dans notre thcorcme tel,
que son prumer dérivé P® ait la premitre puissance; donc aussi les
dérivés P@, qui! sont tous des diviseurs de P®, ont la méme pulssance

- en tant qu 1ls sont constitués par un nombre infini de points.

En nous ‘appuyant maintenant sur le theorcme 4, démontré plus haut,
'nous concluons que Ia différence: .

(P — Pla+D)

ne peut pas sannuler tant que P n'est pas #éro.
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Si donc tous les dérivés P étaient différents de zéro, tous les termes
(P — Pt} de notre somme & droite de I'équation (2) le seraient de

méme et comme l'ensemble de ces fermes est de la seconde puissance (Cf.

Gr. § 12), il Yensuivrait &4 plus forte raison, que I'ensemble de points a
droite de mnotre équation (2) serait d’une puissance non infériewre & la

seconde; ce qui serait contraire a I'hypothése, d'aprés laquelle I'ensemble

S

‘f"on a lequatlon-- i

PP o4 gauche de l'équation (2) est supposé de la premiére puissarice.
Donc les dérivés P“ ne peuvent pas étre tous différents de zéro, il
existe donc des nombres a de la premure ‘ou de la seconde- classe de

nombres tels que T'on a: | |
n . S : P("')EO.

De ces nombres a il y en a un, qul est le plus: petit, comme il est

“facile' de le voir.

Dans le mémoire »Gry pag. 31, J'ai aussi indiqué une proposition
se rapportant au cas ot Y nlest pas de Ia premiér puissance, et qui,
dans la: forme ol je l'ai exprimée, n'est pas tout 4 fait juste dans sa gé-
m,ralltc, Commc;.](. Vai trouvé alors, il existe sans doute, une seule dé-

composition:
| PO =R 48,

8 est un ensemble parfait, mais R un ensemble de la premwre puis-
sance. Si passant,de‘ la je dis que R est un ensemble réductible, ce

nest pas correct dans sa portée générale.
Monsuaur Bexpixson de Stockholm qui s'est occupé avec un succeés
dlstmvue de| 1’e\amen de ma, propomtlon, a trouvé que R est tou]ours tel .
que, pour; [un certam T d(, la:  premiére ou de la seconde Llasse de nombres,

EEEINE “W“”f"
H'I (R, Rtﬂ)_.o SRR :: ;g--

de ‘me falrne,I qu 11 a retrouve dune mamere p'trfaltement mdependantei ‘

et rectlﬁes dans le sens \mdlque. Sur ma demande, M BENDIXSON a voul

bien redlger ses recherches' pour étre pubhees & la sulte de cette com-:-. o

munlcatlon.‘,;’i{f;\‘ "i R I I ;;:;ﬁ;w:"

| Halle, le 22 Avril 1883 S EEE FERENN S RS T
SATESER B R BN R A R S S N B U I

Il s_ultc dcs commumcatlons que M BLNDI\SON ai eu. lobllgeance‘
i | .



