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Analyse mathématique/Mathematical Analysis

Produits eulériens et facteurs de type Il

Jean-Benoit BosT et Alain CONNES

Résumé — Nous établissons un lien précis entre mécanique statistique quantique et théorie des
nombres en construisant un systeme dynamique (57, G,) ou 5 est une C*-algébre de Hecke non
commutative, dont la fonction de partition est la fonction { de Riemann. Nous démontrons
I’existence d’une transition de phase avec brisure spontanée de symetrie, qui fait intervenir ’action
du groupe de Galois de @,,/Q.

Euler products and type III factors

Abstract — We establish a precise relation between quantum statistical mechanics and number theory
by the construction of a C* dynamical system (3, o,) where # is a non-commulative Hecke C*-
algebra, whose partition function is the Riemann C function. We show the existence of a phase
transition with spontaneous symmetry breaking which involves the action of the Galois group of @,,/Q.

Soit S le foncteur de la catégorie des espaces de Hilbert dans elle-méme qui associe 4
un espace de Hilbert ) I'espace de Hilbert Sh=@®S"lj somme directe des puissances
symétriques S"f) dotées du produit scalaire tel que :

(1) <§1§2-~§mmnz---m>=z H<§ja nc(j)>

g j=1
ol o parcourt le groupe des permutations de {1, ..., n}. Si T est un opérateur non
borné autoadjoint dans I, ST est 'opérateur non borné autoadjoint tel que

(2) STE;...L)=(TE)...(TE), VEeDomaineT.
Si T est tracable et de norme <1, alors ST est tracable et 'on a
(3) Trace (ST)=det(1—-T)7 .

Pour tout £el) on définit un opérateur 4* (§) dans S§ comme la fermeture de 'opérateur
de multiplication par & : :
(4) p*(€)n=&n,  VmeS"h.
Ces opérateurs et leurs adjoints b(E)=(b* (€))* vérifient les relations de commutation
canoniques [3] :
() [6* (), b(M)]=C& n), V& meb.
En particulier pour ) de dimension 1 les opérateurs b* et b correspondants dans S
donnent I'unique représentation irréductible de la relation bb* —b*b=1. L’opérateur bd*
admet alors N*cR comme spectre simple et cette écriture caractérise les opérateurs
autoadjoints admettant N* comme spectre simple.

Le lemme suivant caractérise les opérateurs autoadjoints admettant pour spectre sumple
le sous-ensemble =R, formé des nombres premiers. C’est une traduction immeédiate
du théoréme de factorisation d’Euclide.

LemME 1. — Soit T un opérateur autoadjoint dans Y. Pour que T admetie P comine
spectre simple, il faut et il suffit que ST admetie N* comme specire simple.

L’égalité (3) appliquée a T™5, Re(s)>1, correspond évidemment a la décomposition
de la fonction { de Riemann en produit eulérien. Le foncteur S et les relations de
commutation canoniques (5) sont les ingrédients essentiels de la deuxieéme quantification

Note présentée par Alain CONNES.

0764-4442/92/03150279 $ 2.00 © Académie des Sciences



280 C. R. Acad. Sci. Paris, t. 315, Série I, p. 279-284, 1992

des physiciens théoriciens. Ainsi le lemme 1 suggére de remplacer Pétude du sous-ensemble
Z de R par celle du systéme dynamique non commutatif constitué par

(a) Talgebre (des observables) engendrée par les opérateurs b(£), b* (n); & nel* ()
dans I’espace de Hilbert 72 (N*)=S /2 (&),

(b) I’évolution o, de cette algébre définie par :
(6) o,(x)=eMoxe ™ VieR

ou I’« hamiltonien » H, est opérateur
(7) Hb &= (log 7’1) &,

dans la base orthonormale canonique g, de > (N*). La définition précise de la C*-algébre
des observables, formée d’opérateurs bornés dans b, =/* (N*), ainsi que sa structure sont
contenues dans la proposition suivante.

PROPOSITION 2. — 1. Pour tout neN* ['égalité suivante définit une isométrie |, de
> (N*) dans > (N#) :
W, € = €1y VikeN*.

2. La C*-algébre C* (N*) engendrée par les opérateurs \\,, ne N* est le produit tensoriel
mfini : C*(N¥*)= ® 1, des C*-algébres 1, engendrées par \,, peP.

pe?

3. Chaque C*-algebre v, est isomorphe a la C*-algébre de Teplitz.

4, L'égalité o,(x)=¢"M xe ™™, x e C*(N*) définit un groupe & un paramétre d’automor-
phismes de C* (N*).

Les C*-algebres de Teeplitz sont nucleaires, de sorte que la définition du produit
tensoriel @1, est non ambigué. Pour un tel systéme dynamique non commutatif, une
notion essentielle, issue de la mecanique statistique quantique est la suivante (c¢f. {4],
chap. 1).

DermutioNn 3. — Soient (B, o,) une C*-algébre uniféere munie d’un groupe a4 un
parametre d’automorphismes, ¢ un état sur B et Be]0, cof. On dit que @ vérifie la
condition KMS; relativement a o, si, et seulement si, il existe pour tous x, y€B une
fonction helomorphe F, , bornée continue au bord dans la bande {zeC, Im z€[0, B]}
telle que F, ,(0)=0(x0,() et F,, , (t+iB)=0 (6,()) x).

On n’a, en géneéral, ni existence ni unicité d’états KMS,.

TuiEorEME 4. — {a) Pour tout B>0, il existe un unique état KMSg sur C* (N*); c’est

un produit tensoriel infini @z= ® ©p ,, 04 Qg , est I'état sur [ algebre de Teplitz dont la
pe? ‘

liste des wvaleurs propres est {(1—p™®p™", ne N}
(D) Pour B>1, Iétat ¢y est de z‘ype 1, et donne par

@p (X)=C(P) " Trace (¢ Mrx), VxeC*(N¥).
(c) Pour P=1, l'état @, est factoriel de type 111, et donné par :
B 1
0, (x)=Trace, (e v x), VxeC*(N%)

ou Trace, est la trace de Dixmier.

(d) Pour 0<BZ1, l'état @4 est factoriel de type 111, et le facteur associé est le facteur
d’Araki-Woods R .

Blackadar [3] avait démontré que @, est factoriel de type III. |

Rappelons de plus que la trace de Dixmier d’un opérateur comme e ™ x est égale au
résidu en s=1, si celui-ci a un sens, de la fonction s — Trace(e™*" x) ([1], chap. 5). Nous
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interprétons maintenant la C*-algébre C*(N*) en termes adéliques. Soit P le groupe

: : : : 1 n
algébrique des matrices triangulaires de la forme [ ;1
‘ 1

Panneau localement compact commutatif A, des adcles finies sur Q. Notons R le sous-
anneau compact maximal, il est ouvert dans A . La proposition suivante identifie C* (N*)
a la C*-algebre de convolution des fonctions Py-biinvariantes sur P, . Rappelons que s
G est un groupe localement compact moyennable, la C*-algébre du groupe C* (G) est la
C*-algébre engendrée dans ’espace de Hilbert L? (G, ds) de la représentation réguliére
gauche (ds est une mesure de Haar a gauche sur G) de G par laction de L' (G) par
convolution : '

J, /i inversible. Considérons

(8) - (/<) (S)=f SOEW  s)dr.
G
Soit ds la mesure de Haar a gauche sur P, normalisee par :
(9) j ds=1.
PR
ProposiTION 5. — 1. Soient pe?, K=Q,, R=7,. La foriczion caractéristique 1PR%e

de louvert Py =Py définit un idempotent ee C* (Py) et la C*-algébre réduite C* (Py), est
canoniguement isomorphe a l'algebre de Tepliiz T,
2. La C*-algébre C* (P, ) est le produit tensoriel infini & (C*(Pq,), e,).

pe @

3. La fonction caractéristique lpo=e¢ de [louvert PrcP, . définit un idempotent
ecC* (P, ,) et la C*-algébre réduite C* (P4 f)e est canoniquement isomorphe a C* (N*).

La notion de produit tensoriel infini de couples (B,, e,) de C*-algebres sans unité et
idempotents e,=efeB, se définit comme limite inductive en utilisant les morphismes
x - xQe,. L’idéal bilatére J engendré par I'idempotent ec C* (P, f) n’est pas dense dans
C*(P,,) et les C*-algebres considértes ne sont pas equivalentes au sens de Morita.
Rappelons qu’un poids @ sur une C*-algebre B est une application linéaire de
BT = {xeB; ng} dans [0, +o00]. Un poids est dit semi-fini si, et seulement si,
{xeB; @ (x*x)< oo} est dense (en norme) dans B et semi-continu inférieurement (s.c.i.)
§’il I’ést pour la topologie normique sur B, | |

S1 G est un groupe localement compact, on construit un poids canonique ¢ sur C* (G),
semi-fini et s.c.i. tel que @ (f)=f(e) pour feL!(G) suffisamment réguliére. C'est le
poids de Plancherel. Quand G n’est pas unimodulaire, ce poids n’est pas une trace. Soit
alors A le module de G :

(10) dit =A@ "1dr, d(ts)=A(s) dt.

Le poids de Plancherel ¢ vérifie la condition KMS, relativement au groupe & un
parametre g, € Aut (C*(Q)) tel que :

(11) o, (®O=/®A()", VseG, teR.

Les groupes Py, K=Q, et P, , ne sont pas unimodulaires et le module A est donné par
Pégalité |

| | 1 n _
12) _ A([O sz 4]
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L’idempotent eeC* (P, f) (prop. 5) est invariant par le groupe o, d’automorphismes
modulaires du poids de Plancherel et la restriction de o, 4 Ialgébre réduite
C*(N*)=C* (P, f)e est identique au groupe d’évolution de la proposition 2. 4.

THEOREME 6. — 1. Pour tout >0 il existe (a normalisation prés) un unigue poids semi-
Jini s.c.i. et KMS; sur le systéme dynamique (C* (P Ay ), G,).

2. Pour B=1, @y est le poids de Plancherel. Le pozds Oy est factoriel de type 111, pour
Bel0, 1] et le facteur associé est le facteur d’Araki-Woods R [1].

3. La C*-algébre C*(P, f) est canoniquement isomorphe au produit croisé de Cy(A))
par laction par homothéties du groupe A% et pour B> 1, le poids Qg est le poids dual de la
mesure g -

uﬂ(f)=C(B)“1J JiPrGya
_ Af
ou d¥j désigne la mesure de Haar sur A%. Ce poids ®g est factoriel de type I, (> 1).

L’isomorphisme C* (P, f)=CO (Ap) ¥ A¥ dépend du choix de l'isomorphisme de
Fourier entre A, et le groupe dual. Pour feC,(A,) suffisamment réguliére la fonction
B — pg(f) se prolonge en une fonction méromorphe dans C ([8], [9]) et 1’égalité ﬁﬁ:(pB
persiste pour 0<f<1.

Etudions maintenant la relation entre. les C*-algebres C* (P, f) B et C*(N*)=B,
grdce au bimodule Be des fonctions sur P, /Pr. Rappelons quelques genéralités sur les

C*-modules et les représentations associées. Etant donnée une C*-algébre C et un module
a droite & sur C, muni d’une application sesquilinéaire § x & — C, notée (&, n ); €, neé,
on dit que & est un C*-module sur C si, et seulement si, les conditions suivantes sont
verifiées :

() (Ea,mb)=a*{E,n)b,Va, becC;VE, ned&

(B) (& &)eC*,VEed

(v) & est complet pour la norme & — || (&, € > ||/

On note End (£) la C*-algebre des endomorphismes de &.

LemMme 7. — Soient C une C*-algébre unifere, & un C*-module sur C, o,e Aut(C) un
groupe a un parametre dautomorphismes, Qg un état KMSg sur C, et b, l'espace de
Hilbert de la représentation GNS de C associée a ¢y.

(@) Soit by la complétion de & pour le produit scalaire : (&, n )=¢g({&, n)), V& neé.
Alors I'action de End (&) dans & se prolonge par- continuité a b,

(b) 1 existe une unique représentation unitaire de C° dans by telle que p (@) E=Eo _ 5, (a),
Véed, aeC. |

La démonstration résulte de l1dent1ﬁcat10n de by avec le produit tensoriel de C*
modules &® ¢ D,

Considérons alms le C* module sur C*(N*) obtenu en munissant Be du produit
scalaire (&, n Y)=£*neeBe=C*(N*), B=C* (P4,). Pour Be]0, oof, soit @y Punique état
KMS; sur C*(N*) et b, espace de Hilbert associé par le lemme 7 au couple (&£, ¢p). Le
Iemme 7 (@) montre que la C*-algebre C*(P,) et donc le groupe P, sont representes
unitairement dans by, '

Par construction & est un espace de fonctions sur l’espace homogene A=P, /P Pour
toute place finie p le quotient T = P@ /Pz est Parbre de SL (2, Q) avec un bout privilégié
et A est le produit restreint- de ces arbres. L’action de P, sur A préserve cette structure.
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Le sous-groupe Po <P, agit transitivement sur A que 'on identifie ainsi & Pg/P,. Pour
tout a€A, soit g, €& la fonction caractéristique de { o} cA.

LemMmE 8. — Soit Bel0, +oof. Les vecteurs €,, oA, sont totaux dans ['espace de
Hilbert bg. On a ||le,||=1 et le produit scalaire {¢,, €,y est déterminé par la fonction de

type positif Yo (g)={g¢&,, & s §€Pq, donnée par :
() ¥, (2)=0 si g¢N={[(1) ﬂ ne@}

®) ‘PB(B ’I’D=Hp-kpf*<l—pﬁ"1)(1—p—l)-l

ou b=T1p*r est la décomposition en facteurs premiers du dénominateur de la fraction
irréductible n=a/b.

Pour B=1 les vecteurs ¢,, xeA, forment une base orthonormale de by, de sorte
que h,=7*(A). En général, la décomposition A={JA, keQ% de A en orbites de
N : Ak=N[(1) 2]81 donne une décomposition de f; en sous espaces l, , deux a deux
orthogonaux.

Nous determinons le commutant de Pg dans [j; grice a la C*-algebre « de Hecke »
sutvante. Les orbites de I’action de P, a gauche dans A=DPg/P; sont finies, leur longueur
definit une fonction o — [(a) de A dans N*. L’algebre involutive 5, des fonctions P,
biinvariantes sur Pg, a support fini dans Py/P, est définie par :

(@ (i) @)= ), filg) fo(gi’g)

Pg/Pz
@) f*@)=f(e™H. |
L’algebre 5, contient comme sous-algebre commutative I'algebre de Hecke des fonc-
tions PSL (2, Z)-biinvariantes sur PGL™ (2, Q), car PGL™ (2, Q) agit transitivement sur
A qui s’identifie 4 PGL* (2, Q)/PSL (2, 7).
Pour toute double classe ye P, \Pg/Pz, soient & (y)=I1(y)/I(y™ ') et e,€ 5, 1a fonction
caractéristique de { v }. |

‘ProrosiTion 9. — Soir 3]0, + ool.
1. L’égalité suivante définit une représentation unitaire pg de [l'algébre opposée %
dans by : i
PB(ET) 8a=8('}')w Z Sy »

o' ea.y

2. pg () engendre le commutant de Uaction de Pg, dans b,

3. La norme de py(x), xe 3, est indépendante de B et définit par complétion une C*-
algebre # a laquelle py se prolonge. |

4. Le vecteur €, est séparateur pour pg(H)" et définit un état @5 (x)=< pg(x) &y, &4 > sur
A qui est KMS, relativement au groupe d automorphismes c,€ Aut (), c,(e,)=90 (v)* e,.

Le sous espace cyclique hi=p,(#)e, est I'espace des vecteurs fixes pour le sous
groupe Z<NcPy,.

Comme Py commute avec pg (), l'action de @* dans & () par automorphismes
intérieurs laisse py (#°) invariant point par point, de sorte que I’extension de cette action
a AfcP, ; definit par passage au quotient une action par automorphismes 0;e Aut (#),
indépendante de B, du groupe compact C=A%/Q* des classes d’ideles finies. L’action de
C sur & commute avec I'action o, de R. La C*-algébre #°={xe#; 0,(x)=x, VjeC}
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des points fixes de C est canoniquement isomorphe a la C*-algebre C*(N*). La C*-
algebre #®={xe#’; 0,({x)=x, VteR} est canoniquement isomorphe a4 la C*-algébre
C*(@Q/Z) du groupe discret O/Z. Le théoréeme suivant, qui est le résultat principal de
cette Note, montre I’existence d’une transition de phase pour =1, avec brisure spontanée
de symeétrie, pour le systeme dynamique non commutatif (#°, c,).

TuiEoREME 10. — (a) Pour 0<PB=1, il existe un unique état KMS, sur # (pour
[évolution ©,); cet état est factoriel de type 111,, invariant par C et sa restriction a C* (2/Z)
est la fonction .de type positif Wi,

(b) Pour B>1, les états KMS, sur A et extrémaux sont de type 1 et paramétrés par les
caracteéres injectifs ¥, . Q[Z — C*; la restriction de @q ,-a C*(Q/Z) est donnée par I'égalité :

Pp,, () =CB) 1 X 7P ()"
n=1

L’action du groupe compact C sur ’ensemble des états extrémaux pour B>1 est non
triviale et c’est I’action naturelle du groupe de Galois de I’extension abélienne maximale
de Q. Pour B=1, la représentation de Py dans f); est la représentation induite de la
représentation triviale de P,. Qu’elle soit factorielle et de type III a été démontré
indépendamment par Binder ([2]).

CoroLLAIRE 11. — Pour B€]0, 1] la représentation de Py, dans Yy, est factorielle de type
II1,. Elle est réductible et de type 1, pour B> 1.

Bien gque I'étude ci-dessus soit limitée a I’aspect « théorie de la mesure » du systeme
dynamique non commutatif (37, o,), 'opérateur H, admet une racine carrée supersyme-
trique D ([6], [7]) qui permet de definir sur 5 un module 6-sommable et d’en définir la
géométrie non commutative [4]. Dans une Note ultérieure, nous étudierons cette géométrie
ainsi que I’analogue des résultats ci-dessus pour un corps global arbitraire.

Note remise le 6 avril 1992, acceptée le 9 avril 1992.
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