328 NOTE HISTORIQUE

Extraits de
Bourbaki - Algebre - Chapitres 5a 7

E) La notion de spectre. La dernicre en date des notions nouvelles
de I'Algébre commutative a une histoire complexe. Le théoréme spectral
de Hilbert introduisait des ensembles ordonnés de projecteurs ortho-
gonaux d’un espace hilbertien, formant une «algébre booléienne» (ou
micux un réseau booléien)*), en correspondance biunivoque avec un
réseau booléien de classes de parties mesurables (pour une mesure
convenable) de R. Ce sont sans doute ses travaux anitérieurs sur les
operateurs dans les espaces hilbertiens qui, vers 1935, aménent M. H.
Stone a étudier de fagon géncrale les résecaux booléiens, et notamment a
en chercher des « représentations » par des parties d'un ensembie (ou
des classes de parties pour une certaine relation d équivalence). 1l observe
qu'un réseau booléien devient un anmneau commuiatif (d'un type trés
spéaial d'ailleurs), lorsqu’on y définit la multplication par xy = inf{x, y)
et I'addition par-x + y = sup{inf{x, ¥}, inf{x’, v)). Dans le cas particubier
ol I'on part du réseau booléien T(X) de toutes les parties d'un ensemble
fini X, on voit aussitot que les ¢liéments de X sont en correspondance

(*) Un résean booldien est un ensemble ordonné rénculé E, ayant un plus petin élément
a et un plus grand élément w, ol chacune des loks sup et mnl est distributioe par rappori
i lautre e ol, pour tout ae E, il existe un a'¢ E et un seul tel que infla. @) = x et
supla, ! « (¢l Enx, chap 11, 2*&d. § 1, exerc. 17}
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biunivoque naturelle avec les idéaux maximaux de I'anneau «boolélens
correspondant ; et Stone obtent précisement son théoréme général de
représentation d'un réseau booléien en considérant de méme I'ensemble
des idéaux maximaux de I'anneau correspondant, et en associant i tout
élément du réseau booléien I'ensemble des 1déaux maximaux qui le
contiennent (XXX a)j)

[Yautre part, on connaissail, comme exemple classique de réseau
booléien, I'ensemble des parties a la fois ouvertes et fermées d'un espace
topologique. Dans un second travaal (XXX b)), Stone montra qu'en fait
toul réseau booléien est aussi isomorphe & un réseau booléien de cette
nature, Il fallait naturellement pour cela définir une ropologie sur
I"'ensemble des idéaux maximaux d'un anneau « booléien »; ce qui se
fait trés simplement én préenant pour ensembles lfermes, pour chaque
idéal a, I'ensemble des idéaux maximaux contenant a.

MNous n'avons pas a parler ic1 de l'influence de ces idées en Analyse
fonctionnelle, oh elles jouérent un rile important dans la naissance de
la théorie des algébres normées développée par |, Gelfand et son &cole.
Mais en 1945, Jacobson observe (XXXI1V) que le procédé de définition
d'une topologie, imaginé par Stone, peut en fait s’appliquer a towr
anneau A (commutatif ou non) pourva gue l'on prenne comme ensemble
d'idéaux non pas 'ensemble des idéaux maximaux, mais 'ensemble des
idéaux « primitifs » bilatéres (ie. les idéaux bilatéres b tels que A/b
soit un anneau primitif); pour un anneau commutatif, on retrouve bien
entendu les idéaux maximaux. De son cdié, Zariski, en 1944 (XXX ay),
utilise une méthode analogue pour définir une topologie sur I'ensemble
des places d'un corps de fonctions algebriques. Toutefois, ces topologies
restaient pour la plupart des algébristes de simples cuniositcs, en raison
du fair gqu'elles sont d'ordinaire non séparées, el gqu'on éprouvait une
répugnance assez compréhensible a travailler sur des objets aussi
insolites. Cette méhance ne fut dissipée que lorsque A. Weil montra, en
1952, que toute variété algébrique peut étre munie de fagon naturelle
d'une topologie du type précédent et que cette topologie permet de
définir, en parfaite analogie avec le cas des vari¢iés différentiables ou
analytiques, la notion d'espace fibré [XXXVIl): peu apriés, Serre eut
I'idée d’étendre & ces variétés ainsi topologisées la théorie des faisceaux
cohérents, grice a laquelle la topologie rend dans le cas des vaniétdés
« absirailes » les mémes services que la topologie usuelle lorsque le
corps de base est U, notamment en ce qui concerne 'apphcation des
méthodes de la Topologie algébrique (XXXVIII a) et b)).

Dés lors 1] état naturel d'utihiser ce langage géomctrique dans toute
I"Algébre commutative. On sest rapidement apergu que la considération
des idéaux maximaux est d'ordinaire insuffisante pour obtenir des
¢noncés commeodes(*), et que la notion adéquate est celle de 'ensemble

(*) Linconvément de se boraer au « specire maximal » provient de ce que, sig A —« B
est up homomorphisme d'anpeaur et nun déal maximal de B, i,p-' i n) n'esi pas nécessaire-
ment un iddasl maximal de A, alors que pour 1oul idéal premier p de B, T () et un idéal
premaer de A. On ne peut done en pénéral assocser 3 @ de fagon naturelle une application
de I'ensemble des wéaux maximaux de B dans Uensemble des idénun maximaux de A.
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des idéaux premiers de 'anneau, topologisé de la méme manicre. Avec
I'introduction de la notion de spectre, on dispose maintenant d’un
dictionnaire permettant d'exprimer tout théoréme d Algébre commu-
tative dans un langage géometnque trés proche de celw de la Géomdéirie
algebrigque de |'époque Weil-Zariski; ce qui d'ailleurs a amené aussitot
a &argir considérablement le cadre de cette derniére, de sorte que
I"Algébre commutative n'en est plus guére, de ¢e point de vue, que la
partie la plus élementaire (X XXIX)
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