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§ 4. Spectres d’anneaux et supports de modules

1. Espaces irréductibles.

DEFiNITION 1. — On dit qu’un espace topologique X est irré-
ductible st toute iniersection finie d’ensembles ouverts non vides de X
est non vide.

En considérant la famille vide d’ensembles ouverts de X, on
voit qu’un espace irréductible est non ¢ide; pour qu'un espace
topologique X soit irréductible, il faut et il suffit qu’il soit non
vide et que I'intersection de deux ensembles ouverts non vides de
X soit toujours non vide (ou, ce qui revient au méme, que la réu-
nion de deux ensembles fermés distincts de X soit toujours dis-
tincte de X).

Proposition 1. — Soit X un espace topologique non vide.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est irréductible ;

b) tout ensemble ouvert non vide de X est dense dans X ;

c) tout ensemble ouvert de X est connexe.

Par définition, un ensemble dense dans X est un ensemble qui
rencontre tout ensemble ouvert non vide, donc a) et b) sont
équivalentes. Il est immédiat que ¢) entraine @), car si U, et U,
sont des ensembles ouverts non vides disjoints, U, u U, est un
ensemble ouvert non connexe. Montrons enfin que a) entraine c) :
s1 U est un ensemble ouvert non connexe, il est réunion de deux
ensembles non vides disjoints U’, U’ qui sont ouverts dans U,
donc ausst ouverts dans X, ce qui implique que X n’est pas irré-
ductible.

Un espace séparé n’est irréductible que §'il est réduit & un seul
point.

On dit qu'une partie E d’un espace topologique X est un en-
semble irréductible si le sous-espace E de X est irréductible. Pour
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout couple d’en-
sembles U, V ouverts dans X et rencontrant E, Un V rencontre
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aussi E, ou (ce qui revient au méme) que, pour tout couple d’en-
sembles F, G fermés dans X et tels que ECcFuG, on ait EC F ou

E c G. Par récurrence sur n, on en déduit que, si (F;)1gi<n est une
n

famille finie d’ensembles fermés dans X, tels que Ec U Fy, il
i=1

existe un indice ¢ tel que Ec Fy.

ProrositioN 2. — Dans un espace topologique X, pour qu'un
ensemble B soit irréductible, il faut et il suffit que son adhérence B
le soit.

En effet, pour qu'un ensemble ouvert de X rencontre E, il
faut et il suffit qu’il rencontre E, et la proposition résulte des
remarques précédentes.

ProrosrrioN 3. — (1) Si X est un espace irréductible, tout en-
semble ouvert non vide de X est irréductible.

(11) Soit (U,)eea un recouvrement non vide d’un espace topolo-
gique X, formé d’ensembles ouverts tels que Uy n Uy # O pour tout
couple d’indices (a, B). St les ensembles U, sont irréductibles, Ues-
pace X est irréductible.

(1) Si X estirréductible, U c X ouvert non vide dans X et Vc U
ouvert non vide dans U, V est aussi ouvert dans X, done dense
dans X et a fortiort dans U. Donc U est irréductible (prop. 1).

(i1) Montrons que, pour tout ensemble V ouvert dans X et non
vide, on a Vn U, = @ pour tout « € A : il en résultera que Vn U,
est dense dans U, par hypothése, done que V est dense dans X, et
cela prouvera que X est irréductible (prop. 1). Or il existe au
moins un indice y tel que Vn U, # 0 ; comme U,n U, # @ pour
tout «, et que Vn U, est dense dans Uy,ona U,nU,nV £ et
a fortiori U, n'V 5 @, ce qui achéve la démonstration de (ii).

Prorosition 4. — Soient X et Y deux espaces topologiques,
f une application continue de X dans Y. Pour toute partie irréductible
E de X, f(E) est une partie irréductible de Y.

En effet, si U, V sont deux ensembles ouverts dans Y rencon-

trant f(E), ;‘EU) et RV) sont des ensembles ouverts dans X rencon-
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~ - -1
trant E. Par suite fl(U)nfl(V) = f(UnV) rencontre E, ce qui
entraine que UnV rencontre f(E) et démontre la proposition.

DEriNITION 2. — On appelle composante irréductible d’un
espace topologique X toute partie irréductible maximale de X.

Il résulte de la prop. 2 que toute composante irréductible de
X est fermée dans X.

ProrosiTioN 5. — Soit X un espace topologique. Toute partie
irréductible de X est contenue dans une composante irréductible de
X, et X est réunion de ses composantes irréductibles.

Pour démontrer la premiére assertion, il suffit, en vertu du
th. de Zorn, de prouver que I’ensemble J des parties irréductibles
de X est inductif. Soit ® une partie de I totalement ordonnée par
inclusion ; montrons que la réunion E des ensembles Fe ® est
irréductible. Soient U, V deux ensembles ouverts dans X et ren-
contrant E ; comme ® est totalement ordonnée, il existe un en-
semble Fe ® rencontrant U et V; comme F est irréductible,
U n V rencontre F, donc aussi E, ce qui prouve que E est irréduc-
tible, donc que J est induectif. La seconde assertion résulte de la
premiére, car toute partie de X réduite & un seul point est irréduc-
tible.

CoroLLAIRE. — Toute composante connexe d’un espace topolo-
gique X est réunion de composantes irréductibles de X.

En effet, tout sous-espace irréductible de X est connexe en
vertu de la prop. 1, donc contenu dans une composante connexe
de X.

On notera que deux composantes irréductibles distinctes de X
peuvent avoir des points communs (exerc. 11).

PropositioN 6. — Soient X un espace topologique, (P¢)i1<i<n
un recouvrement fint de X formé d’ensembles fermés irréductibles.
Alors les composantes irréductibles de X sont les éléments maximauz
(pour la relation d’inclusion) de 'ensemble des Py.

On peut se borner au cas ot les P; sont deux a deux incompa-
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rables. Si E est une partie irréductible de X, on a Ec gPi,

donc E est contenu dans 'un des ensembles fermés Py ; cela prouve
que les P; sont les seules parties irréductibles maximales de X.

CoroLLAIRE. — Soient X un espace topologique, E un sous-
espace de X n’ayant qu'un nombre fini de composantes irréduc-
tibles distinctes Q; (1 < i < n) ; alors les composantes irréductibles
de Uadhérence E dans X sont les adhérences Qs des Q; (1 < i < n)
etona Qs # Q; pouri # j.

En effet, E est la réunion des Qq, qui sont irréductibles (prop.
2); comme Q; est fermé dans E, on a Q;nE = Q;; comme
Q:axQjpouri # j,ona Qi ¢ Qj, d’ot1 le corollaire, en vertu de la
prop. 6.

Remarque. — Supposons que X n’ait qu’un nombre fini
de composantes irréductibles distinctes X; (1 € ¢ < n); alors

U = [}( L;/il Xj) est ouvert dans X et dense dans X; puisque
7

X: ¢ Lﬂ) X3 les Ug (1 € i € n) sont done des ouverts non vides
1

de X, irréductibles (prop. 2), deux a deux disjoints, et dont la
réunion est dense dans X.

ProrosiTioN 7. — Soit U une partie ouverte d’un espace topo-
logique X. L'application V — V (adhérence dans X) est une bijec-
tion de Pensemble des parties irréductibles de U, fermées dans U,
sur Uensemble des parties trréductibles de X, fermées dans X etren-
contrant U 5 la bijection réciproque est Z — Z n U. En particulter,
cette bijection applique Uensemble des composantes irréduciibles de
U sur Uensemble des composantes irréductibles de X rencontrant U.

En effet, si V est fermée dans U et irréductible, V est irré-
ductible (prop. 2) et on a V = V n U. Inversement, si Z est irré-
ductible, fermé dans X et rencontre U, Zn U est un ouvert non
vide dans Z, donc est irréductible (prop. 3), dense dans Z, et, comme
Z est fermé, on a Z = Z n U. Cela démontre la proposition.
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2. Espaces topologiques nathériens

DEriNiTION 3. — On dit qu’un espace topologique X est ncethé-
rien si tout ensemble non vide de parties fermées de X, ordonné
par inclusion, posséde un élément minimal.

Il revient au méme de dire que tout ensemble non vide de
parties ouvertes de X, ordonné par inclusion, posséde un élément
maximal, ou que toute suite décroissante (resp. croissante) d’en-
sembles fermés (resp. ouverts) est stationnaire (Ens., chap. 111,
§ 6, n° 5, prop. 6).

ProrositioN 8. — (1) Tout sous-espace d’un espace neethérien
est neethérien.

(ii) Soit (As)ier un recouvrement fini d’un espace topologique
X. St les sous-espaces Aq de X sont neethériens, X est ncethérien.

(i) Soient X un espace ncethérien, A un sous-espace de X,
(Fr) une suite décroissante de parties de A, fermées dans A ; on
a done F, = Fpn A, et les adhérences F, des F, dans X forment
une suite décroissante de parties fermées de X. Comme cette suite
est stationnaire, il en est de méme de la suite (Fp).

(ii) Soit (Gn)n=>o une suite décroissante de parties fermées de X;
par hypothése, chacune des suites (Gnn Ag)n>o est stationnaire.
Comme [ est fini, il y a un entier n, tel que, pour n > n,, on ait

GnnA; = Gy, nA; pour tout iel. Mais G, = Q (Gnn Ay),

donc la suite (Gy) est stationnaire, et X est noethérien.

ProrositioN 9. — Pour qu’un espace topologique X soit neethé-
rien, il faut et il suffit que tout ensemble ouvert dans X soit quasi-
compact.

Pour démontrer que la condition est nécessaire, il suffit, en
vertu de la prop. 8, de prouver que tout espace noethérien X est
quasi-compact. Soit (Uier un recouvrement ouvert de X ;
Pensemble des réunions finies d’ensembles U, est non vide et admet

donc un élément maximal V = LE_HJ U, ot H est une partie finie
L

de I. Par définition, on a Vu U, = V pour tout re I, done V = X,
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Réciproquement, supposons que tout ensemble ouvert dans
X soit quasi-compact, et soit (U,) une suite croissante de parties
ouvertes de X. La réunion V des U, est ouverte, donc quasi-
compacte ; comme (U,) est un recouvrement ouvert de V, il y a
une sous-famille finie de (U,) qui est un recouvrement de V,
donc V = U, pour un indice n, ce qui prouve que la suite (Uy)
est stationnaire.

Lemme 1 (« principe de récurrence noethérienne »). — Soient
E un ensemble ordonné dont toute pariie non vide admet un élément
minimal. Soit ¥ une partie de E ayant la propriété suivante : si
ae E est tel que la relation z < a entraine xe F, alors ae F. On a
alors F = E.

En effet, supposons F s E; alors 6F aurait un élément
minimal b. Par définition, on a ze F pour tout z < b, ce qui
entraine b F, d’ou contradiction.

Prorosition 10. — St X est un espace naethérien, Uensemble
des composantes irréductibles de X (et a fortiori I'ensemble des com-
posantes connexes de X) est fini.

Il suffit de prouver que X est réunion finie de parties fermées
irréductibles (n° 1, prop. 6). Montrons qu’on peut appliquer le
principe de récurrence noethérienne en prenant pour E Pensemble
des parties fermées de X, ordonné par inclusion, pour F len-
semble des réunions finies de parties fermées irréductibles. Soit Y
une partie fermée de X telle que toute partie fermée # Y de Y
appartienne a F. S1 Y est irréductible, on a Y € F par définition ;
sinon, Y est réunion de deux parties fermées Y,, Y, distinctesde Y.
On a donc Y, e F et Y, e F par hypothese, d’ou Y e F par défini-
tion de F. ’

Il en résulte en particulier qu’un espace ncethérien séparé est
nécessairement fini.

3. Le spectre premier d’un anneau

Soient A un anneau, X P’ensemble des idéaux premiers de A.
Pour toute partie M de A, nous noterons V(M) I’ensemble des
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idéaux premiers de A contenant M ; il est clair que, si a est 'idéal
de A engendré par M, on a V(M) = V(a) ; si M est réduit a un seul
élément £, on écrira V(f) au lieu de V({f}), et on a V(f) = V(Aj).
L’application M — V(M) est décroissante pour les relations d’in-
clusion dans A et X. En outre, on a les formules suivantes :

(1 Vio)y=X, V() =g;
(2) V< L_J M) =V(ZM) = F] V(M)

pour toute famille (M.).e1 de parties de A ;
(3) V(ana’) = V(aa’) = V(a)u V(a’)

pour tout couple d’idéaux a, a’ de A. En effet, les formules (1) et
(2) sont évidentes ; d’autre part, la formule (3) signifie que, pour
qu’un idéal premier p de A contienne I'un desidéaux aou a’, il faut
et il suffit qu’il contienne aa’, ou qu’il contienne a n a’ ; elle résulte
par suite du § 1, n°® 1, prop. 1. La seconde formule (1) admet la
réciproque suivante : si a est un idéal de A tel que V(a) = 0,
alors a = A, car il n’existe aucun idéal maximal de A contenant a.
Enfin, si a est un idéal de A et r(a) sa racine {§ 2, n° 6, déf. 4), on a

(%) V(a) = V(x(a))

comme 1l résulte du § 2, n°® 6, cor. 1 de la prop. 13.

Les formules (1) & (3) montrent que les parties V(M) de X
satisfont aux axiomes des ensembles fermés d’une topologie (Top,
gén., chap. I,3¢éd., §1,n04).

DEriNiTION 4. — S0it A un anneau. On appelle spectre premier
de A et on note Spec (A) Uensemble X des tdéaux premiers de A,
munt de la topologie pour laquelle les ensembles fermés sont les en-
sembles V(M) ou M parcourt B(A). La topologie ainsi définie s’ap-
pelle topologie spectrale ou topologie de Zariski sur X.

Il est clair que la relation Spec (A) = est équivalente &
A =10l

Soit X le spectre premier d’un anneau Aj; pour tout fe A,
notons Xy I’ensemble des idéaux premiers de A ne contenant pas | 3
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ona Xy = X = V(f), et X est donc un ensemble ouvert. En vertu de
(2), toute partie fermée de X est intersection d’ensembles fermés de
la forme V(f), done les X; forment une base de la topologie spec-
trale sur X. En outre, il résulte aussitét des définitions que ’on a

(5) Xp =9, X, =X,
et plus généralement Xy = X pour tout élément inversible fde A ;

(6) Xyrg = Xrn Xg pour f, g dans A.

Pour toute partie Y de X, notons J(Y) lintersection des
idéaux premiers de A qui appartiennent a Y. Il est clair que J(Y)
est un idéal de A, et que Papplication Y — J(Y) est décroissante
pour les relations d’inclusion dans X et dans A. On a évidemment
les relations

(7 3(@) = A
®) 5 U v,) = @ELS

pour toute famille (Y,), <y, de parties de X. En outre :

ProrositioN 11. — Soient A un anneau, a un idéal de A, Y
une partie de X = Spec (A).

(1) V(a) est fermé dans X et I(Y) est un idéal de A égal a sa
racine.

(i1) J(V(a)) est la racine de a, et V(I(Y)) est Padhérence de Y
dans X.

(iti) Les applications I et V définissent des bijections décrots-
santes réciproques lune de Dautre, entre Uensemble des parties
fermées de X et 'ensemble des idéaux de A égauz & leurs racines.

I’assertion (i) et la premiére assertion de (ii) résultent des
définitions et du § 2, n° 6, cor. 1 de la prop. 13. Si un ensemble
fermé V(M) (pour un M c A) contient Y, on a Mcp pour tout
idéal premier pe Y, d’ou M c I(Y) et par suite V(M) 2 V(I(Y)) ;
comme on a Y c V(I(Y)), V(I(Y)) est le plus petit ensemble
fermé de X contenant Y, ce qui achéve de prouver (ii). Enfin, il
résulte de (ii) que, si a est un idéal égal a sa racine,on a J(V(a)) = a
et que, si Y est fermé dans X, V(J(Y)) = Y ; ce qui démontre (iii).



n° 3 SPECTRES D’ANNEAUX ET SUPPORTS DE MODULES 127

On déduit aussitét de la prop. 11 que, si M est une partie quel-
conque de A et Y une partie quelconque de X, on a V(M) =
VS(VIM))) et J(Y) = I(V(I(Y))).

CoRrOLLAIRE 1. — Pour toute famille (Y,)rer de parties fer-

méesde X, 3( ﬂ Y;\) est la racine de la somme des idéaux 3(Y3).

A€l

En effet, il résulte de la prop. 11, (iii), que 3( ﬂ Yx) est le

r€L
plus petit idéal égal a sa racine et contenant tous les J(Y,);

cet idéal contient donc 2 J(Y,) et par suite aussi la racine de
r€L

2 3(Y1) (§ 2, n° 6, cor. 2 de la prop. 13), d’out le corollaire.
AEL

COROLLAIRE 2. — Désignons par t(a) la racine d’un idéal a
de A ; st a et b sont deur idéaux de A, la relation V(a) c V(b) est
équivalente & b c ¥(a) et & r(b) c r(a).

Il est immédiat que les relations bcr(a) et ¥(b) cr(a) sont
équivalentes, et comme V(a) = V(x(a)), le corollaire résulte aussi-
t6t de la prop. 11 ,(iii).

COROLLAIRE 3. — Soit (Hhher une famille d’éléments de A.

Pour qu'un élément ge A soit tel que Xyc l}\\.;l Xp, il faut et il
€

suffit qu’il existe un entier n > 0 tel que g™ appartienne a 'idéal
engendré par les f.

En effet, la relation X,y c U Xy, équivaut a V(g) o l I V(fs),
AEL A€l
et il suftit d’appliquer le cor. 2.
COROLLAIRE 4. — Pour que deux éléments f, g de A sotent tels

que Xy = Xg, il faut et il suffit qu’il existe deux entiersm > O, n > 0
tels que fme Ag et gne Af.

COROLLAIRE 5. — Pour que fe A soit tel que Xy = 0, il faut
et tl suffit que f soit nilpotent.
Cela résulte aussitdt du cor. 4.
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COROLLAIRE 6. — L’adhérence d’un ensemble réduit ¢ un point
pe X = Spec (A) est Uensemble V(p) des idéaux premiers conte-
nant p. Pour que lensemble %p% soit fermé dans X (ou, comme on
dit encore par abus de langage, pour que P soit un point fermé de
X), il faut et il suffit que p soit maximal.

CoroLLAIRE 7. — St A est un anneau neethérien, X = Spec (A)
est un espace noethérien.

ProrositioN 12. — Pour tout f € A, ensemble ouvert Xy dans
X = Spec(A) est quasi-compact ; en particulier, lespace X est
quasi-compact.

Comme les X, forment une base de la topologie, il suffit de
prouver que, si (§)rern est une famille d’éléments de A telle que

Xsc UX;,A, alors il existe une sous-famille finie (g)ren telle
reL

que XfCUXgA. Mais la relation Xfc:UXg;\ signifie qu’il
r€H A€l

existe un entier n > 0 et une sous-famille finie (g))iex telle que
f* appartienne a I'idéal engendré par cette sous-famille (cor. 3
de la prop. 11) ; d’ou la proposition.

ProrositioNn 13. — Soient A, A’ deux anneauzr, X =
Spec(A), X’ == Spec(A’), b un homomorphisme de A dans A’ ;

-1
Papplication ®h : p' — k(p’) de X' dans X est coniinue.
En effet, pour Mc A, 'ensemble (*2)(V(M)) est I'ensemble
des idéaux premiers p’ de A’ tels que M C—é(p’), ce qui équivaut a
h(M) c p’; cet ensemble est donc égal & V(2(M)) et est par consé-
quent fermé.

On dit que %% est 'application associde & ’homomorphisme A.

Remarque. — Si k est surjective et si a est son noyau, il résulte
de la définition de la topologie spectrale que %k est un homéomor-
phisme de X' sur le sous-espace fermé V(a) de X ; en effet, pour
qu’un idéal premier p’ de A’ contienne un idéal b" de A’, il faut et

il suffit que R(p’) contienne _hl(f)') ; on voit d’abord que “% est injec-
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tive en prenant b’ premier; en outre, pour toutidéal b’ de A’,'image
-1
par °k de V(b') est V(A(D')), &’ ol notre assertion, les idéaux de la
-1
forme h(b’) étant tous les idéaux de A contenant a.

COROLLAIRE. — Sotent S une partie multiplicative de A,
A’ = S7TA, h Phomomorphisme canonigue iy ; alors “h est un
homéomorphisme de X' = Spec(A’) sur le sous-espace de X =
Spec(A) formé des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S.

En effet, soit /' = f/s ou feA, seS; on a Xp= X
puisque s/1 est inversible dans A’. On sait déja que *h est injec-

tive et que, pour tout p’ e X', les relations f/l ep’ et ]‘e_it(p') =
“h(p’) sont équivalentes, donc les conditions p’ & X/ et 2h(p’) € X,
sont équivalentes ; cela montre que *A(X}) est égal & Xyn *A(X"),
d’olt la premiére assertion, puisque les Xy (resp. Xy) forment une
base de la topologie de X (resp. X’). La seconde assertion résulte
du § 2, n° 5, prop. 11, (ii).

Prorosition 14. — Soit A un anneau. Pour qu’une partie Y
de X = Spec (A) soit irréductible, il faut et il suffit que U'idéal I(Y)
soit premier.

Posons p = 3(Y), et notons que, pour un élément fe A, la
relation f e p est équivalente & Y € V(f). Supposons Y irréductible,
et soient f, g des éléments de A tels que fg e p. On a done

Y e V(fg) = V()Hu V(g);

comme Y est irréductible, V(f) et V(g) fermés, on a Y c V(f) ou

Y c© V(g), donc fe p ou gep, ce qui prouve que P est premier.
Supposons maintenant p premier ; on a Y = V(p) (prop. 114,

(ii)), et comme P est premier, P = 3({]3}), dou Y = V(3(§p§)> =

%p; (prop. 11, (11)). Comme un ensemble réduit & un point est irré-
ductible, Y est irréductible (n° 1, prop. 2).

CoroLLAIRE 1. — Pour gqu’'un anneau A soit tel que
X = Spec (A) soit irréductible, il faut et il suffit que le quotient de
A par son nilradical M soit iniégre. :

En effet (prop. 11, (1)), I(X) est la racine de I'idéal (0), ¢’est-
a-dire N.
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CoROLLAIRE 2. — L’application p — V(p) est une bijection de
X = Spec (A) sur U'ensemble des parties fermées irréductibles de X ;
en particulier les composantes irréductibles d’une partie fermée Y
de X sont les ensembles V(P), ot P parcourt l'ensemble des éléments
minimaux de Uensemble des idéaux premiers de A qui contien-
nent 3(Y).

Comme J(V(p)) = p pour tout idéal premier p de A, et
Y = V(3(Y)) pour toute partie fermée Y de X, la premiére asser-
tion résulte de la prop. 14 ; d’autre part, pour que Y o V(p), il
faut et il suffit que p = J(V(p)) 2 J(Y) (prop. 11), d’ou la seconde
assertion.

COROLLAIRE 3. — L’ensemble des idéaux premiers minimaux
d’un anneau neethérien A est fini.

En effet, X = Spec(A) n’a alors qu’un nombre fini de com-
posantes irréductibles (cor. 7 de la prop. 11 et n° 2, prop. 10) et le
corollaire résulte du cor. 2 précédent.

ProrositioNn 15. — Sotent A un anneau, I un ensemble fini,
E Vensemble des familles orthogonales (e;);1 d’tdempotents e; # 0 de
A, telles que X e; = 1. Pour tout (e)ie1€ E, posons w((e)ier) =

iel

(VAL - e)))ier, o((e)iey) = (Ae)ier. Alors = est une bijection
de E sur Uensemble P des partitions (U;)jer de X = Spec (A)
en ensembles ouverts, et o est une bijection de ¥ sur U'ensemble S
des familles (0);e; d’idéaur # 0 de A telles que A soit somme
directe des a;.

Soit (&)ier un élément de E et posons Y; = V(A(1-¢));
sit#£j,onal=1-¢e+e(l-¢)ecAll-e)+ A(l-¢), d’ou
Y:nY; =@ (formules (1) et (2)). D’autre part,

U Y = V(_H A(1 - ¢y)) (formule (3));

iel

par hypothése Il (1 -e) =1-2e = 0, d’ou UY¢ = X
iel iel el
(formule (1)). Comme les Y; sont fermés, ils sont aussi ouverts, d’ou

=(E) c P. Par ailleurs, on a évidemment A = X Ae;; si 0 = X azeq
iel iel
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avec a; € A, on en tire, par multiplication par e;, 0 = as€f = aes
pour tout ¢ ; ceci prouve que o(E)cS.

Lemme 2. — St e, f sont deux idempotents de A tels que Ae et
Af aient méme racine, on a e = f.

En effet, il existe par hypothése des entiers m > 0, n > 0
tels que e = eme Af et f = fre Ae; soient z, y des éléments de
A tels que e=zf, f =ye; on a ef = zf* = af = e et de méme
ef = ye* =ye=f, d’oll e =1.

Le lemme 2 et le cor. 2 de 1a prop. 11 montrent que les applica-
tions @ et o sont injectives.

Montrons que o est surjective. Si (a;);<; est un élément de
S, 11 y a des éléments e; e a; tels que 1 :iz eg; 811 #j,on a

el
eejea;na; = {0}, d'ou e; = Zee; = ef; enfin, on a Agca;
jeI

pour tout ie I et X Ae; = A, d’oul Ae; = ay.

il
Reste enfin 4 montrer que & est surjective. Soit (U;);er un

élément de P et posons Z; = bu, = U Uj; comme U; et Z; sont
ey

fermés, il existe des idéaux a;, b; de A tels que U; = V(ay),
Z; = V(b;). On va montrer qu’'on peut de plus supposer que
arnb;=0. On a UynZ; = @, d’ou a; + b; = A ; solent a; e ay,
bieb; tels que a; + by = 1. On a X = UyuZ; = V(asb;) (for-
mule (3)); tout élément de ab; est donc nilpotent (cor. 2 de la
prop. 11) ; soit p un entier tel que afb? = 0. On a U;c V(Aa;) =
V(Aaf), Zsc V(Ab;) = V(ABY) et V(Aag) 0 V(Aby) = V(Aa; + Aby)
= @, done U; = V(Aad?) et Z; = V(AbF), ce qui établit notre
assertion en remplacant a; par Aa? et by par Ab?. Les idéaux a; et
b; étant ainsi choisis, il résulte de ce que o est bijective qu’il existe
deux idempotents f;ea;, e;eb; tels que 1 = e; + fi, esfi = 0,
a; = Afs, by = Aes. Si 7 #j, on a X = Z;uZ; = V(Aeey),
et comme ese; est un idempotent, le lemme 2 montre que ¢;¢; = 0.

Enfin e = X e; est idempotent et on a e; = Ae pour tout iel,
tel

d’ot V(Ae) c Z; pour tout i ; il en résulte que V(Ae) = 0 = V(A1)
et le lemme 2 montre encore que e = 1.
C. Q. F. D,
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CororLLAIRE 1. — Sotent A un anneau, vt un nilidéal de A,
h: A — Ajx Phomomorphisme canonique. Pour toute famille ortho-
gonale finie (e;);er d’idempotents de AJr, telle que Xe; =1, il

tel
existe une famille orthogonale finie (e;);e1 d'tdempotents de A telle
que X e; = 1 et h{e;) = e; pour toutie 1.
ier
Posons A’ = Afr. On sait (Remarque suivant la prop. 13) que
“h : Spec (A’) — Spec (A)

est un homéomorphisme bijectif, tout idéal premier de A conte-
nant t par hypothése. La prop. 15 montre qu’il existe dans A une

famille orthogonale finie (e;);; d’idempotents telle que Xe, = 1
i€l

et que 'image par %4 de V(A'(1 — ei)) soit V(A(L — ¢;)). Mais il est

clair que V(A(1 — e;)) est aussi I'image par ®k de V(A'(1 — &(e:))) ;

comme 1 - ej et 1 — A(e;) sont des idempotents, le lemme 2 montre

que e; = h(e;), d’ou le corollaire.

COROLLAIRE 2. — Pour que le spectre premier X = Spec(A)
d'un anneau A soil connexe, il faut et il suffit qu’il n’existe dans A
aucun tdempotent autre que O et 1.

Dire en effet que X n’est pas connexe signifie qu’il existe
dans X un ensemble ouvert et fermé distinct de & et de X.

4. Support d’un module

DeFiNiTION b, — Sotent A un anneau, M un A-module. On
appelle support de M, et on note Supp (M), Uensemble des idéaux
premiers P de A tels que My # 0.

Comme tout idéal maximal de A est premier, il résulte aussi-
tot du § 3, n° 3, cor. 2 du th. 1, que, pour qu'un A-module M soit
réduit & 0, il jaut et il suffit que Supp (M) = 0.

Ezxemple. — Soit a un idéal de A ; avec les notations dun° 3,
on a
(9) V(a) == Supp (A/a).

En effet, si p est unidéal premier de A tel que a ¢ p, on sait que
(A/a)y = 0 (§ 3, n° 1, Remarque 3) ; si au contraire acp, aA, est



