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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Flots des poids sur les facteurs de type III.
Note (¥) de MM. Alain Connes et M. Takesaki, transmise par M. Laurent

Schwartz.

L’étude des poids 2 centralisateur proprement infini conduit & associer a tout facteur une

tion ergodique de R*% sur un espace mesurablp. Aux ensembles mesurables cprrespondent les
a1C es de poids a équivalence unitaire prés. L’action de R% correspond a [’opération @ - i@, A> 0.
g.asl\sd n'est pas de type I1lo, le flot est transitif et égal a R% agissant sur R%/R% ~ S (M). Sinon le
séus-gIOUPe virtuel Sy (M) de R% «noyau» de I’action de R* généralise S (M) et est relié aux
descriptions connues des facteurs de type IIlo. X g : :

La définition du flot des poids de M est fonctorielle, ce qui permet d’associer 2 M un homo-
morphisme vy de Aut M dans le groupe des automorphismes du flot. Quand M est un facteur

de Krieger, cela permet de calculer entierement Outo M = Aut M/Int M. L’homomorphisme
modulaire 8y se prolonge au groupe dual Sy (M)” de Sy (M) et permet d’obtenir OQut M comme
extension de Sy (M)" par un groupe d’automorphismes d’une algebre de von Neumann de

type 1.

1. COMPARAISON DES POIDS DE MULTIPLICITE INFINIE. — Un poids de multiplicité infinie
sur une algébre de von Neumann M est par définition un poids normal fidéle semi-fini @
dont le centralisateur M, est proprement infini.

DERINITION 1. — Soient ¢4, ©, des poids de multiplicité infinie sur M; on écrit :

(@) 01 ~ @, quand il existe un unitaire ue M tel que @, (x) = @, (uxu*), VxeM,.

(®) @1 < ¢, quand il existe une isométrie weM, ww*eM,, avec @, (x) = @, (wxw*),
VxeM,.

On montre que ~ est la relation d’équivalence correspondant a la relation de préordre <.

THEOREME 2. — Soit M un facteur proprement infini de genre dénombrable. Il existe
dlors un couple unique (py, Py tel que :

(a) Py soit une algébre de von Neumann abélienne;

(b) py soit une surjection de I'ensemble des poids de multiplicité infinie de M sur I’ensemble
des projecteurs non nuls de genre dénombrable de Py;

(©) on ait (py (01) < py (92)) < (@1 < 92), pour tous ¢y, ¢s.

THEOREME 3. — Soit M un facteur @ prédual séparable, proprement infini et ( Drts Pay)
comme dans le théoréme 2 : '

(@) Pour tout ). > 0, il existe un automorphisme unique Z, de Py tel que
Z,py(9) = Py (M), Y @ de multiplicité infinie.

V}Eb) Il existe un projecteur unique dy # 0, de genre dénombrable tel que Z, dy; = dy,
> 0.

On montre que dy; est le plus grand projecteur d de Py, tel que I’application A — Z, x

soit continue fortement pour tout x € (Py,),-

DEFINITION 4. — Soit M une algébre de von Neumann proprement infinie a prédual

Separable. On appelle poids dominant sur M tout poids © de multiplicité infinie tel que
9~2p, VA > 0. :

Le théoréme 3 montre I’existence et 1'unicité (modulo ~) du poids dominant.
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DEFINITION 5. — Soit M un facteur proprement infini @ prédual sépa;

able, on q
i Palge ppelle
M Ia restriction a I'algébre de von Neumann (Py),, de

Paction 7 de g*
e R+

. flot des poids de
sur Py

L’action Z ainsi restreinte est

G. Mackey (%), & toute action ergodique d’un gr.oupe localement com

un sous-groupe virtuel de G, noyau de cette action. Nous notons S, (M

virtuel de R® associé au flot des poids de M.

continue et ergodique. Dans Ia

THEOREME 6. — Soit M comme dans le théoreme 5, on a

(M n’est pas de type Illp) < (Sy(M) = S(M)NRY)
<> (Sy(M) est un sous groupe ordinaire de RY),

Ainsi Sy (M) coincide avec S (M) n R’ sauf dans le cas ITI, ou il apparait comme e
spectre modulaire virtuel de M.

TuEOREME 7. — Soient N une algébre de von Neumann, T une trace normale fidéle semi-
finie sur N, G un groupe localement compact, U un homomorphisme continu de G dans Aut N

tel que Paction U correspondante de G sur le centre de N soit libre et ergodique.

Soient H le sous-groupe virtuel de G associé a I'action U et p I’homomorphisme de H
dans R’ correspondant au cocycle

dtU; A G,

S—)ps=

ot A est la fonction modulaire de G.

Alors le produit croisé de N par G via U est un facteur M tel que S, (M) = p (H) au
sens de (%), p. 194.

COROLLAIRE 8. — Soient M un facteur de type 111 a prédual séparable, N une algébre
de von Neumann de type 11, T une trace normale fidéle semi-finie sur N, et s — 0, un groupe
a un parametre d’automorphismes de N tels que 100, = e 1,V se R ef que M soit le
produit croisé de N par R via 0 [cf. (3)].

Alors le flot des poids de M est la restriction au centre de N de Iaction ). — 6_;_,, e R}.

COROLLAIRE 9. — Soie_nt M un facteur de type 111, N une algébre de von Neumann de
type I, T une trace normale fidéle semi-finie sur N et © € Aut N tel que 120 = t(p.),
P =Ko > 1 et que M soit produit croisé de N par 0 [cf. (V)]

Alors le flot des poids de M est le flot construit sur la restriction de 0 au centre de N,
sous la fonction p.

COR?LLARE 10. — Soient G un groupe virtuel principal [(*), p. 204] et A la fonction
modulaz{e sur G [homomorphisme de G dans R défini dans (%), p. 198]. Soit M le facteur
engendré par la représentation réguliére de G, alors :

Sy(M) = A(G).

3 L Plus les algébres N des descriptions (1) et (%) de M comme produit croisé se calculent
a partir de la représentation réguliére du noyau [au sens de (%), p. 196] de A.
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COROLLAIRE 11. — Soient M, et M, deux facteurs proprement infinis a prédual séparable

alors

Sy(M; ® M) = Sy(M,) Sy (M,).

£n particulier S (M; ® My) > 5 (M,) S (My).

2. REGULARISATION DES POIDS DE MULTIPLICITE INFINIE. — Ce procédé permet de
relier tout poids de multiplicité infinie aux poids  tels que py (V) < dy,.

TaEOREME 12. — Soient M, py, Py, dyy comme dans le théoréme 3. Pour tout poids ¢
de multiplicité infinic et tout & > 0 il existe he My, 1—¢ < h < 1+¢ tel que py (V) < dy

Il en résulte que si M est de type IIL;, & # O et si @, et ¢, sont deux poids de multiplicités
infinies, il existe un unitaire u € M tel que u #, u* = M,, OU .//lw désigne le domaine

de o;.

3, HOMOMORPHISME FONDAMENTAL POUR LES FACTEURS DE TYPE III. — Soient M,
P> Ay Z, comme dans le théoréme 3. Pour tout o € Aut M il existe un o € Aut P,, unique
tel que py (¢ o2~ ') = o py (¢) pour tout @ de multiplicité infinie.

DERNITION 13. — L’homomorphisme fondamental vy, est I’homomorphisme qui a tout
a e Aut M associe la restriction Yy (o) de o @ (Pypy,- 7

Comme ¥, (&) commute avec Z,, ¥ A € R} I'image de v, est contenue dans le groupe
des automorphismes du flot de M. Ce groupe est égal 2 R%/S (M) R% dés que
Sy (M) = S(M) n RY.

On montre, quand M est de type II , que la définition ci-dessus coincide avec (%), p. 224.

THEOREME 14. — Soient M et ¥y comme ci-dessus :

(@) L’homomorphisme vy, est continu quand on munit Aut M de la topologie de la conver-
gence simple normique dans M, et Aut (flot des poids de M) de la convergence simple forte.

) On avyy(x) =1, Vaeclnt M.

Il en résulte que vy, définit par passage au quotient un homomorphisme de
Outo M = Aut M/Int M dans Aut (flot des poids de M).

THEOREME 15. — Soit M un facteur de Krieger (*), continu et infini. Alors Yu définit
par passage au qGuotient un isomorphisme de Out, M sur Aut (flot des poids de M).

4. PROLONGEMENT DE L’HOMOMORPHISME MODULAIRE. — Soient M un facteur de
type IIT, N, t et (9,),_, comme dans le corollaire 8 ci-dessus. Soit Sy (M)” le groupe des
homomorphismes de Sy (M) dans T, = {zeC, |z[ = 1 }. En identifiant (corollaire 8)
l'f:’ﬂot des poids de M au flot A — 0_1og1/Centre de N on peut associer a tout
elem.ent ¢ de S, (M)" une classe de l-cocycles : tout ¢ dans cette classe est une
application de R’ dans les unitaires du centre de N avec c{’iﬁ_,_,,g,‘l (c{’z) = c,?m,
Vi, 7f2 > 0. Pour tout se R, soit U, I'unitaire du produit crois¢ M de N par R
anoniquement associé. Il existe alors un automorphisme o = o unique de M tel
que ¢ (x) = x, Yxe N et o(U,) = LU VseR
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TuforiME 16. — Soient M, N, T, (0,),cg comme ci-dessus.

(a) Pour tout ¢ € Sy (M), la classe 8y (c) de 0, dans Out M = Aut M/Int M pe oy
ni du choix du représentant ¢q de ¢ ni du choix de N, T, 0 vérifiant les conditions dy corollaire §

(b) L’application SM est un homomorphisme injectif de Sy (M)" dans Oyt Moo
Sy () = 8y (1), Y1eR ot Papplication t — t est la transposée de Iinjection ¢ anonigue
de Sy (M) dans R%.

(¢) On a yyody=1.

(d) L’image de 5M est un sous-groupe normal de Out M et action de tout o ¢ OutM
sur cette image est déterminée par Yy (o).

Cette extension & de I’homomorphisme modulaire permet d’étendre aux facteurs de
type III la suite exacte de ('), p. 225.

TatoriME 17. — Soient M, N, t, (0,),.x comme ci-dessus.

(a) Le commutant relatif de N dans M est égal au centre de N.

(b) Pour tout o.€ Out M il existe o € Aut M dans la classe de o tel que 0y (N) = N
et que la restriction de o, a N préserve T.

(¢) Dans (b) 'image &' (%) dans Out N de la restriction de 0o a N ne dépend pas du choix
de dy.

(d) La suite suivante est exacte :

1 8, (M)" > Out M= Out, ,(N) > 1,
ol

Out, ((N) = {BeOutN, 1o =1, ex(0) B = Bex(6)), VseR}.

(e) Quand on identifie le flot des poids de M a la restriction au centre de N de I’action
A — 0_y ., on obtient pour fout o.€ Aut M,

Ym (%) = restriction de 8’ (o) au centre de N.

Pour tout facteur de type IIl,, on a alors :

Int M < Image EM < Int M = Noyau yy = Aut M.

(*) Séance du 11 féyrier 1974,

1 o 5

(2) A. CoNNES, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 4° série, 6, fasc. 2, 1973, p. 133-252.

(3) G. W. MAcKeY, Math. Ann., 166, 1966, p. 187-207.

(4) M TARESAKI, Acta. Math., 131, 1973, p. 249-310.

(%) i.e. M est produit croisé d’une algeébre de von Neumann abélienne par un automorphisme.
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